Die Kunst des




Die Kunst des
Beweisens

Was ist ein mathematischer Beweis?

Geschichte der Axiomatik



Die Kunst des
Beweisens

Was ist ein mathematischer Beweis?
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> Wo beginnen wir?
» Was sind die Voraussetzungen?

» Welche Argumente sind zugelassen?
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Axiomensystem fiir Bauernhofe
> Jedes alte Schwein ist gefrassig.
> Jedes gesunde Schwein ist gefrassig.

» Es gibt sowohl gefrassige als auch nicht gefrassige
Schweine.
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Axiomensystem fiir Bauernhofe
> Jedes alte Schwein ist gefrassig.
> Jedes gesunde Schwein ist gefrassig.

» Es gibt sowohl gefrassige als auch nicht gefrassige
Schweine.

Welche Aussagen konnen wir beweisen?
» Es gibt alte und junge Schweine auf dem Hof.
» Alle nicht gefrassigen Schweine sind jung.

» Alle jungen Schweine auf dem Hof sind krank.
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> Vx: G(x) = F(x)

> Ixdy: F(x)A=F(y)
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Axiomensystem fiir Bauernhofe in der
Sprache der Logik

> Vx: A(x) — F(x)
> Vx: G(x) = F(x)

> Ixdy: F(x)A=F(y)

Welche Aussagen konnen wir beweisen?
> Ixdy: A(x) A -A(y)
> Vx: =F(x) — 2A(x)

> Vx: —A(x) = ~G(x)



Die Kunst des
Beweisens

Euklid
lebte im 3. Jh.v.Chr.




Die Kunst des
Beweisens

Axiomensystem der Geometrie

Die Objekte die wir betrachten sind Punkte und Geraden.

Axiomensystem der
Geometrie

Firr diese Objekte verlangen wir folgendes:

» Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade.
» Auf einer Geraden gibt es mindestens zwei Punkte.

» Es gibt mindestens drei Punkte, welche nicht auf einer
Geraden liegen.

v

Zwei Geraden schneiden sich in hochstens einem Punkt.
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Axiomensystem der Geometrie

Die Objekte die wir betrachten sind Punkte und Geraden.

Axiomensystem der
Geometrie

Firr diese Objekte verlangen wir folgendes:

» Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade.
» Auf einer Geraden gibt es mindestens zwei Punkte.

» Es gibt mindestens drei Punkte, welche nicht auf einer
Geraden liegen.

» Zwei Geraden schneiden sich in hochstens einem Punkt.

> ...

Winkelsumme im Dreieck

» Ist die Winkelsumme in jedem Dreieck gleich gross?

» Wenn ja, wie lasst sich dies beweisen?
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» Q ist eine natiirliche Zahl, und fiir jede natiirliche Zahl n
ist auch n+ 1 eine naturliche Zahl.
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Axiomensystem der naturlichen Zahlen Beweisens

» Q ist eine natiirliche Zahl, und fiir jede natiirliche Zahl n
ist auch n+ 1 eine naturliche Zahl.

Axiome fiir die Nachfolgeroperation: Aromensytem der
» —3n: n4+1=0
> VYnVm: n+1l=m+1—=n=m
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Axiomensystem der naturlichen Zahlen Beweisens

» 0 ist eine natlirliche Zahl, und fiir jede natiirliche Zahl n
ist auch n+ 1 eine naturliche Zahl.
Axiome fiir die Nachfolgeroperation: Aromensytem der
» —dn: n+1=0
» VYnVm: n+1=m+1—=>n=m
Axiome fiir die Addition:
» Vn: n+0=n
> VnVm: n+(m+1)=(n+m)+1
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» Q ist eine natiirliche Zahl, und fiir jede natiirliche Zahl n
ist auch n+ 1 eine naturliche Zahl.
Axiome fiir die Nachfolgeroperation: Aromensytem der
» —dn: n4+1=0
> YnVm: n+1=m+1—-n=m
Axiome fiir die Addition:
> Yn: n+0=n
> VnVm: n+(m+1)=(n+m)+1
Axiome fiir die Multiplikation:
> Vn: n-0=0
> YnVm: n-(m+1)=(n-m)+n
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Axiomensystem der naturlichen Zahlen Beweisens

» Q ist eine natiirliche Zahl, und fiir jede natiirliche Zahl n
ist auch n+ 1 eine naturliche Zahl.
Axiome fiir die Nachfolgeroperation: Aromensytem der
» —dn: n4+1=0
> YnVm: n+1=m+1—-n=m
Axiome fiir die Addition:
> VYn: n+0=n
> VnVm: n+(m+1)=(n+m)+1
Axiome fiir die Multiplikation:
> Vn: n-0=0
> YnVm: n-(m+1)=(n-m)+n
Axiom der Induktion fiir Aussagen A(n):
> (A(0) A Vn:A(n) = A(n+1)) — Vn:A(n)
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