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Tragverhalten des Bogens 

Traditionelle Faustregeln zur Proportionierung von Bögen und Widerlagern



Der traditionelle Weg zur Bogenkonstruktion: empirische Proportionsregeln (Derand 1643)



„Blondel‘sche Regel“ zur Ermittlung der Widerlagerstärke (Derand 1643)



„Blondel‘sche Regel“ (Blondel 1683)



Tragverhalten des Bogens

Ansätze zu einer Theorie zur Bestimmung des Gewölbeschubs und der erforderlichen 

Widerlagerstärke



Der Weg zu einer Theorie des Bogens: Beobachtungen am Bauwerk

(fast eingestürzter, durch Vermauern gesicherter Bogen am Kolosseum in Rom)



Anfänge der wissenschaftlichen Statik: Bernardino Baldi 1620



Anfänge der wissenschaftlichen Statik: Bernardino Baldi 1620

konkurrierende Vorstellung der Rotation der Keilsteine (links) und des „Keils“ (rechts)



Zunächst setzt sich die „Keiltheorie“ durch

(Abb.: F.J.C. Schulz, Versuch einiger Beiträge zur hydraulischen Architektur, 1808, bearb.)

„Keiltheorie“:

Der Schlussstein treibt als Keil die Widerlager auseinander

(Kombination von Widerlagerrotation und Rutschen des Schlusssteines)



„Keiltheorie“ – durch Beobachtung gerechtfertigt?

(Rom, Arco di Gallieno, 1. Jh. v. Chr.)



Zunächst setzt sich die „Keiltheorie“ durch!

(Philippe de la Hire 1712)



„Keiltheorie“ von Philippe de la Hire 1712:

Willkürlich wird ein Keil mit Rutschflächen bei 45° gegen die Horizontale angenommen, keine Reibung



Verbreitung der „Keiltheorie“ in der Praxis (vor allem beim Militär)

(Bernard Forest de Bélidor 1729)



Verbreitung der „Keiltheorie“ im militärischen Bauwesen durch Bernard Forest de Bélidor

(„La science des Ingénieurs“, 1729)



Verbreitung der „Keiltheorie“ durch Bernard Forest de Bélidor 1729:

Anwendungsbeispiel „bombensicheres Munitionsmagazin“, hier Festung Brouage (Gironde)



Tragverhalten des Bogens

Die „Keiltheorie“ ist nicht das letzte Wort

Durchsetzung der „Kantungstheorie“



Zwei mögliche Theorien: Keiltheorie und Kantungstheorie

(Abb.: F.J.C. Schulz, Versuch einiger Beiträge zur hydraulischen Architektur, 1808, bearb.)

„Keiltheorie“:

Schlussstein treibt als Keil die Widerlager 

auseinander (Kombination von Widerlagerrotation 

und Rutschen des Schlusssteines)

„Kantungstheorie“:

Keilsteine rotieren um eine Berührungskante (reines Rotationsversagen des Bogens)



Bogenversagen primär durch Keilsteinrotation ausgelöst?

(fast eingestürzter, durch Vermauern gesicherter Bogen am Kolosseum in Rom)



„Kantungstheorie (Rotation der Keilsteine)“

Prinzipskizze der Kantung bei seitlich nachgebenden Widerlagern
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der „Bruchfuge“

Gewichtskraft

G
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Gewichtskraft
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Kantungstheorie: Die Bogenschenkel stützen mit der Horizontalkraft H („Bogenschub“)

ein flaches, aus zwei starren Stäben bestehendes Sprengwerk 

Horizontalkraft H („Bogenschub“) ist die entscheidende Unbekannte, die berechnet werden muss!

Winkel f

der „Bruchfuge“
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Kantungstheorie (Rotation der Keilsteine): Abstraktion

Bei Annahme der Kantungstheorie wird der Bogen zu einem ganz einfachen Fachwerk (Sprengwerk)

Der Schub H auf die feststehenden Teile des Widerlagers kann ganz einfach ausgerechnet werden

H
H
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G G



Kantungstheorie (Rotation der Keilsteine): Gleichgewicht am Teilsystem (halber Bogen)

Bei Annahme der Kantungstheorie wird der Bogen zu einem ganz einfachen Fachwerk (Sprengwerk)

Der Schub H auf die feststehenden Teile des Widerlagers kann ganz einfach ausgerechnet (oder graphisch am 

Krafteck ermittelt) werden
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Ein Meilenstein: rechnerische Behandlung der Kantungstheorie durch Pierre Couplet 1730 

Annahme: Winkel der Bruchfuge ist 45° (Couplet 1730), Konstruktion des Kraftecks



rechnerische Behandlung der Kantungstheorie durch Pierre Couplet 1730

Annahme: Winkel der Bruchfuge ist 45° (Couplet 1730), Konstruktion des Kraftecks, H bekannt
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Kantungstheorie: Es bleibt nur die (entscheidende) Frage: „Wie gross ist der Winkel der Bruchfuge?“

Antwort: Schätzen oder neue, verbesserte Theorie!

Winkel f

der „Bruchfuge“

GG
H H



Charles Augustin de Coulomb 1773: 

Anwendung von Extremalprinzipien auf verschiedene Aufgaben der Mechanik



Coulomb 1773: 

Anwendung von Extremalprinzipien auf verschiedene Aufgaben der Mechanik: Reibung, Erddruck, Gewölbe



Coulomb 1773:

Anwendung eines Extremalprinzips auf die Kantungstheorie

Grundidee: Der Winkel f kann nicht beliebig gewählt werden, sondern er wird sich automatisch so einstellen, dass 

die Horizontalkraft H auf die Widerlager maximal wird:

d.h. H  ist der Schub für die ungünstigste mögliche Lage der Bruchfuge

„Der Bogen bricht immer an der ungünstigsten Stelle‘“

H
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Bei symmetrischer Situation

(Bogengeometrie, Lasten)

gibt es nur eine einzige Unbekannte in dieser Betrachtung – den Winkel ϕ

Daher ist eine Lösung durch „Ausprobieren“ („par tâtonnement“) möglich …
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Beispiel zur Methode von Coulomb

Berechneter Schub für verschiedene angenommene Lagen der Bruchfuge. Hier ungünstigster Winkel etwa 36°

Dieser Schub ist Hmin (grösste untere Schranke für den realen Schub H, „Infimum“)

gute und auf der sicheren Seite liegende Schätzung für den real auf die Widerlager wirkenden Schub



"nachgebende Widerlager"

Gelenkfolge innen – aussen – innen

Methode von Coulomb

Kantungstheorie, Situation „nachgebende Widerlager“

innen innen

aussen



Schulz 1808

diskutiert alle möglichen denkbaren Versagensformen



„zusammenrückende Widerlager"

Gelenkfolge aussen – innen - aussen

Methode von Coulomb

Situation „Widerlagerbogen“



minimaler Schub bei 

Bruchfuge = Widerlager

"weichster" = 

"ungünstigster" Bogen

geringster Schub

zusammenrückende Widerlager: der Bogen als gegenseitige „Verstrebung“ der Widerlager

Dreigelenkbogen mit Gelenken aussen – innen – aussen

ungünstigster Fall ist nun der kleinste mögliche Schub:

minimaler Schub H = nachgiebigster möglicher Bogen dieser Art 

Dieser Schub ist Hmax (kleinste obere Schranke für den realen Schub H, „Supremum“): gute und auf der 

sicheren Seite liegende Schätzung für den Widerstand, den der Stützbogen maximal aufnehmen kann



J. A. Borgnis, Elementi di Statica Architettonica, 1842

diskutiert alle möglichen denkbaren Versagensformen … Bestätigung nur durch Experimente möglich!



Experimente und Beobachtungen, 1717–1810



Modellexperimente von Gautier 

(Gautier, Dissertation sur l'épaisseur des culées des ponts, 1717)



Modellexperimente von Danizy/Montpellier 1732 deuten tatsächlich auf Korrektheit der Kantungstheorie!!!

(erstmals veröffentlicht von Frézier 1739)



Jean-Rodolphe Perronet, Leiter des Corps des Ponts et Chaussées

(Perronet 1788)



Beobachtungen zu Verformungen an Werksteinbrücken während des Baus

(Perronet 1788)



Neue gezielte Experimente von Boistard 1800 untermauern die Korrektheit der Kantungstheorie

(Boistard 1810)



Neue Experimente von Boistard 1800: Bögen ohne und mit Hintermauerung

(Boistard 1810)



Neue Experimente von Boistard 1800: flachgespannte Brückenbögen

(Boistard 1810)



Tragverhalten des Bogens

Ein einfaches Anwendungsbeispiel zur Coulomb-Methode:

Der scheitrechte Bogen (Platebande)



Neue Experimente von Boistard 1800: Platebande

(Boistard 1810)



Prinzip des „scheitrechten Bogens“ („Platebande“, „piattabanda“) – ein einfacher Fall!

Wie bestimmt man den Bogenschub H?

G/2 G/2G/2 G/2

HH

Spannweite L

t



Prinzip des „scheitrechten Bogens“ („Platebande“, „piattabanda“)

G/2 G/2

H

H

L/2

t
Momentengleichgewicht

  H * t =  
𝐺 

2

 𝐿

4

L/4

Bogenschub H =
𝐺 𝐿

8 𝑡
 wirkt horizontal auf die Widerlager!



Prinzip des „scheitrechten Bogens“ („Platebande“, „piattabanda“)

Zum Beispiel L = 4 t:

Bogenschub H =  
𝐺 𝐿

8 𝑡
 = G/2 wirkt horizontal auf die Widerlager!

L

t



G. Lamé und E. Clapeyron, Mémoire sur la stabilité des voûtes, 1823

stellen vereinfachte praktische Durchführung der Coulomb-Methode vor (mit vertikaler Bruchfuge ..)



Navier 1826/1833

empfiehlt Verwendung der Methode von Coulomb zur Kantungstheorie



„Coulomb reloaded“:

Anwendung der Extremalprinzipien mittels computergestützter Optimierungsverfahren

erlaubt Ermittlung der ungünstigsten Gelenklage auch bei drei unbekannten Positionen



Unsymmetrischer Bogen: ungünstigste Gelenklage und zugehörige Gelenkfigur

Bestimmung der ungünstigsten Lage der Gelenkfugen durch Optimierungsalgorithmus



Unsymmetrischer Bogen: ungünstigste Gelenklage und zugehörige Gelenkfigur

Bestimmung der ungünstigsten Lage der Gelenkfugen durch Optimierungsalgorithmus



Bogen mit konzentrierter Auflast

Bestimmung der ungünstigsten Lage der Gelenkfugen durch Optimierungsalgorithmus



Bogen mit konzentrierter Auflast

Bestimmung der ungünstigsten Lage der Gelenkfugen durch Optimierungsalgorithmus



Untersuchung der Bogenstatik auf Basis der Elastizitätstheorie



Übertragung der Kräfte in einem Keilsteinbogen

Schon vor dem Umkanten tritt eine Teilflächenpressung in teilweise klaffenden Fugen auf, Keilsteinrotation

SteinStein

Stein
Stein

verteilte

Pressung in 

der Mörtelfuge

(schematisch)



Die Durchstosspunkte der resultierenden Druckkräfte in den Fugen können durch ein Polygon verbunden werden 

und zeigen dann die Kraftwirkungen im Bogen anschaulich auf -> sogenannte „Stützlinie“

verteilte

Pressung in 

der Mörtelfuge

(schematisch)



Moseley 1839:

„Line of resistance“ (Stützlinie) kurz vor dem Eintritt des Versagens 

Wo die „line of resistance“ den Rand berührt, tritt Kantung ein -> Gelenke, Einsturz bei mehr als 3 Gelenken!



Wenn das Material des Bogens begrenzte Festigkeit hat, kann ein eigentliches „Kanten“ nicht erfolgen.

Dann muss das „Kanten“ um einen schmalen „Mörtelstreifen“ herum erfolgen.

Das rote Band gibt die erforderliche Breite des Mörtelstreifens an („Stützband“, „thrust zone“)



Bei sehr dickem Bogen nimmt die Stützlinie tatsächlich eine ähnliche Form an wie von Moseley 1839 angegeben



K. Culmann, Die graphische Statik, 1866. 

Wo die „Stützlinie“ (=line of resistance) nahe am Rand verläuft, öffnen sich (mehrere) Fugen („klaffende Fuge“)



Kontinuumsmechanische Simulation aus moderner Sicht



A.P. Castigliano, Théorie de l‘équilibre des systèmes élastiques, 1879. 

Nachrechnung einer gemauerten Eisenbahnbrücke als elastischer Balken – es tritt keine Fugenklaffung auf!



H.F.B. Müller-Breslau, Elemente der graphischen Statik, 1881. 

Berechnen der Stützlinie mittels Elastizitätstheorie



Tragverhalten von Bögen und Gewölben unter Vertikallasten

Eingespannter Bogen unter vertikalen Lasten

Bogenschub
H

H

Bogenschub H überall gleich groß

H, V1, M1 V2, M2 unbekannt

3-fach statisch unbestimmt
V2

V1M1 M2

Vertikallast p

Bogen - Biegebeanspruchung



Tragverhalten von Bögen und Gewölben unter Vertikallasten

Eingespannter Bogen unter Eigengewicht



Die "klaffende Fuge" beim Material ohne Zugfestigkeit

Mauerwerk:

Zugfestigkeit senkrecht zur Lagerfuge ist 0

Abtrag der Biegestörung durch "klaffende Fuge"



Die "klaffende Fuge" beim Material ohne Zugfestigkeit

Kombination von Normalkraft N = sh/2 und Biegemoment M = Ne

e = M/N maßgebend für Bogenbeanspruchung, Gleichgewichtsbedingung e < t/2, d.h. M < Nt/2



graphische Darstellung des Beanspruchungszustands

unzweckmäßig:

Schnittgrößenverläufe

sinnvoll:

Exzentrizität

e = M/N 

auftragen

(= "Stützlinie")



Tragverhalten mit "klaffender Fuge„ im Gebrauchszustand



"elastisch klaffende Fuge" - nichtlin. Momentenkrümmungsbeziehung

00

1
23


−=

M

M

Momenten-

Krümmungsbeziehung 

(festgehaltene Normalkraft)

Grenzwert

M = Nt/2 = 3 Nt/6 = 3 M0

Der Grenzwert ist also das 

3fache des aufnehmbaren 

Momentes M0 bei Beginn der 

Klaffung

Iterative Lösung

M
/M

0



Linear elastisch klaffende Fuge: Lastfall Eigengewicht

FE-Simulation kontinuumsmechanisch:

elastische Fugenklaffung 

unter Eigengewicht je nach Bogenform

weite Teile des Bogens "gerissen"

aber reversibel!



A.P. Castigliano, Théorie de l‘équilibre des systèmes élastiques, 1879. 

Nachrechnung des Ponte Mosca über die Dora Riparia in Turin (1823–30) als elastischer Balken



A.P. Castigliano, Théorie de l‘équilibre des systèmes élastiques, 1879. 

Nachrechnung des Ponte Mosca über die Dora Riparia in Turin als elastischer Balken

Nichtlineare, iterative Berechnung unter Berücksichtigung der klaffenden Fuge am Widerlager bei „0“



Klaffende Fuge und endliche Mauerwerksdruckfestigkeit



Modell "keine Zugfestigkeit – lineare Elastizität auf Druck – perfekte Plastizität auf Druck"

(trilineares Materialgesetz)

einziger Festigkeitsparameter:  = 1 – 2 MN/m² (typische Rechenannahme für Backsteinmauerwerk)

(Druckfestigkeit der Steine ca. 10-20 MN/m², jedoch Versagen durch Querzug)



Momentenkrümmungsbeziehung bei endlicher Druckfestigkeit



Situation "geringe Auslastung auf Druck", n = 0.1

(typisch bei hist. Bogentragwerk)

Situation "hohe Auslastung auf Druck", n = 0.5

(bei hist. Tragwerk praktisch nie vorkommend)

t

N
n


=

12/²t

M
m


=



Momentenkrümmungsbeziehung bei endlicher Druckfestigkeit



Sobald die Druckfestigkeit  am Druckrand 

überschritten wird, nimmt das aufnehmbare 

Moment kaum noch zu.

Somit entsteht kein "Fließzone", sondern ein 

lokal konzentriertes "Fließgelenk"



Tragverhalten auf einen Blick: Momenten-Normalkraft-Interaktionsdiagramm

lokalisierend, diskrete 

Gelenke!



Gelenkbildung im Lastfall "Eigengewicht und nachgebendes Widerlager"



2 mm Widerlagerverschiebung 5 mm Widerlagerverschiebung

Bogenradius R = 5m, Dicke t = 50 cm,  = 2 MN/m²

verschiedene Öffnungswinkel (90°, 120°, 140°) 

• selbst minimale Widerlagerverschiebungen erzeugen tief klaffende Fugen
• Bestimmung der DIN 1053 "Klaffung höchstens bis Schwerachse" ist Unsinn!

• bei realistischen Abmessungen und Festigkeiten entstehen nahezu sofort Gelenke

• Rechnung ohne diskrete Gelenke ist nicht sinnvoll

• gerissener Zustand: Dreigelenkbogen (zunächst keine Einsturzgefahr trotz großer Risse!)



Gelenkbildung im Lastfall "Eigengewicht und nachgebendes Widerlager"



typisch für "plastisches Gelenk": weit klaffender Einzelriss im Scheitel



Lastfall "Eigengewicht und zusammenrückendes Widerlager"



-2 mm Widerlagerverschiebung -5 mm Widerlagerverschiebung

• auch in diesem Fall entstehen zunächst Bereiche klaffender Fugen

• dann Gelenkbildung



Widerlagerverschiebung und Bogenschub

"zusammenrückende Widerlager":

Bogenschub nähert sich 

asymptotisch einem Maximum

(vgl. "passiver Erddruck") 

"nachgebende Widerlager": 

Bogenschub nähert sich 

asymptotisch einen Minimum

(vgl. "aktiver Erddruck") 



Vom „Dreigelenkbogen“ zum Einsturz



Durch starkes Steigern der Widerlagerverschiebung lässt sich nachvollziehen, wie der Bogen vom 

„Gebrauchszustand“ (mit 3 Gelenken) schliesslich in den „Bruchzustand“ (mit 4 oder 5 Gelenken) übergeht.



Durch Steigern der Auflast lässt sich nachvollziehen, wie der Bogen vom „Gebrauchszustand“ (mit 3 Gelenken) in 

den „Bruchzustand“ (mit 4 oder 5 Gelenken) übergeht (hierbei evtl. nur geringe Verformung → Gefahr!).



Lastfall "Auflast"

asymmetrische, konzentrierte Auflast = gefährlichste 

Belastungssituation des gemauerten Bogens!

Gelenkbildung bis zur Viergelenkkette, jedoch nur 

geringe Verformungen!



Lastfall "Auflast" – FE-Simulation

Einfluss der Druckfestigkeit  wenig signifikant – grobe Abschätzung reicht aus!



Lastfall "Auflast"

Lastfall "4 Personen auf einem realen Hochbau-Gewölbe"



Bogen mit Hintermauerung/Hinterfüllung

Hinterfüllung wirkt immer günstig (hier im Beispiel nur 0 bis 1 Gelenke)

Lastfall "Widerlager gibt nach" Lastfall "Auflast"



Tragverhalten der Kreuzgewölbe und Tonnen mit Stichkappen

Vom Rissbild zum Verständnis des Tragverhaltens



Scheitelrisse in einer Stichkappentonne (Paris, Saint Roch, 17. Jh.)



Scheitelriss in einer Stichkappentonne (Kreuz b. Glonn/Oberbayern, 17. Jh.)



Sog. „Sabouret-Risse“  bei stärkerer Widerlagerverschiebung (Barthel 1993 und Holzer 2015)



Sabouret-Risse und Scheitelriss in einem romanischen Kreuzgewölbe (Ely, 12. Jh.)



Sabouret-Risse in den Schildkappen eines Kreuzrippengewölbes (Moret-sur-Loing, 13. Jh.)



Sabouret-Risse in den Schildkappen eines Kreuzrippengewölbes (Kathedrale Rouen, 13. Jh.)



Sabouret-Risse in den Schildkappen eines Kreuzrippengewölbes (Kathedrale Amiens, 13. Jh.)



Sabouret-Risse in einem sechsteiligen Gewölbe (Laon, Kathedrale, 12. Jh.)



Sabouret-Risse in einer Stichkappentonne (Paris, Sainte Elisabeth, 17. Jh.)



ebene Mechanismen dominieren bei Kreuzgewölben 

und Stichkappentonnen

B: Kappe rotiert mit Haupttonne C: Kappe reißt durch

A: Kappe bleibt stehen



ebene Mechanismen bei Kreuzgewölben und Stichkappentonnen

Mechanismus A: Kappe bleibt stehen

Längs des Kreuzgrates ist die Verzahnung schwierig

Daher oft Abriss der Kappe längs des Grates



ebene Mechanismen bei Kreuzgewölben und Stichkappentonnen

Mechanismus B: Kappe rotiert mit Haupttonne

wird durch Zwickelausmauerung, fehlenden Verbund am Schildbogen und steile Stichkappenform begünstigt



ebene Mechanismen bei Kreuzgewölben und Stichkappentonnen

Mechanismus C: Kappe reißt durch

(häufigster Mechanismus, "Sabouret")

„Sabouret“-Risse

Scheitelriss



ebene Mechanismen bei Kreuzgewölben und Stichkappentonnen

Mischung aus Mechanismus B und C (häufig anzutreffen)

(St.-Sulpice, Paris, 17. Jh.)



Stützzonen-Methode für Kreuzgewölbe

• Ansatz 1: Tonne, Stichkappen werden ignoriert!

Gelenklage durch Optimierungsalgorithmus, berechneter Schub H = 320 kN



Stützzonen-Methode für Kreuzgewölbe

• Ansatz 2: Tonne, Stichkappe reißt am Grat ab (Mechanismus A)

Gelenklage durch Optimierungsalgorithmus, berechneter Schub H = 305 kN



Stützzonen-Methode für Kreuzgewölbe

• Ansatz 3: Mechanismus B (Stichkappe rotiert mit)

Gelenklage durch Optimierungsalgorithmus, liefert hier keinen zulässigen Gleichgewichtszustand

Stützlinie tritt oben aus der Bogenkontur (berechneter Schub H = 314 kN)



Stützzonen-Methode für Kreuzgewölbe

• Ansatz 4: Stichkappe reißt durch (Mechanismus C, „Sabouret“)

Gelenklage durch Optimierungsalgorithmus, berechneter Schub H = 338 kN



Stützzonen-Methode für Stichkappentonne

Reine Tonne

(berechneter Schub H = 320 kN)

Mechanismus A

(berechneter Schub H = 320 kN)

Mechanismus B

(berechneter Schub H = 304 kN)

Mechanismus C, Sabouret

(berechneter Schub H = 319 kN)
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