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RésuméL'emploi d'inclusions de renforcement pour la construction d'ouvrages de géotechnique s'estlargement diversi�é depuis une trentaine d'années. On s'intéresse principalement dans ce mé-moire aux tunnels boulonnés (radialement et en front de taille) et aux fondations profondes(groupes et radiers de pieux, réseaux de micropieux). Si des méthodes de dimensionnement à larupture ont été proposées pour ces di�érents types d'ouvrages, les calculs en déplacement sontaujourd'hui encore peu abordés. L'approche numérique classique par éléments �nis s'avèreen e�et inadaptée : le nombre d'inclusions employées et leurs dimensions caractéristiques trèspetites vis à vis de celles de la structure entière conduisent à des problèmes numériques detaille rédhibitoire.Le modèle multiphasique de matériau renforcé développé dans ce travail est une approchealternative de type � milieu équivalent �. Il s'agit d'un modèle purement macroscopique, danslequel on considère superposées en chaque point une particule de matrice (sol ou roche) etautant de particules de renforcement qu'il y a de directions de renforcement.Après une introduction bibliographique, les équations du mouvement du modèle sont construi-tes dans le deuxième chapitre par la méthode des puissances virtuelles (seuls les e�orts detraction-compression sont pris en compte dans les inclusions). Utilisant un cadre thermodyna-mique, les lois de comportement sont obtenues dans le domaine élasto-plastique. Le lien avecles méthodes classiques d'homogénéisation permet de donner un contenu mécanique précis auxdi�érentes variables de description. Le modèle adhérent est introduit comme cas particulier.Le troisième chapitre est consacré à la dé�nition puis à la résolution analytique de problèmesmultiphasiques. Le quatrième décrit la mise en ÷uvre par éléments �nis. Après l'introductiondes outils classiques nécessaires à la résolution numérique en élasto-plasticité, on étend leformalisme au cas multiphasique adhérent, puis général. Le modèle adhérent est implémentédans un code de calcul nouveau baptisé Castor.Le cinquième chapitre présente la validation du code Castor par comparaison à des solutionsanalytiques, à d'autres modèles numériques, à des résultats expérimentaux et à des mesuressur ouvrage réel. Les analyses montrent à la fois la pertinence du modèle multiphasique pourles problèmes traités et les gains considérables en temps de calcul permis par Castor.Le dernier chapitre présente en�n deux extensions du modèle adhérent. D'une part, le choix decinématiques distinctes par phase (modèle général) permet de rendre compte d'e�ets d'échelledans la structure. D'autre part, la prise en compte d'e�orts de �exion dans les inclusions estpossible. Des comparaisons avec des calculs directs par éléments �nis montrent la pertinencede ces modèles et leur aptitude à rendre compte de phénomènes hors de portée de l'homogé-néisation classique.



Multiphase Model for Reinforced Materials -Application to Geotechnical ProblemsThe use of reinforcement techniques has been widely developed in the domain of geotechnicalengineering in the last three decades. This work mainly concerns rock-bolted tunnels anddeep foundations (pile groups, pile-raft foundations and micropile networks). If failure designmethods are available for these structures, displacement computations have been hardly dealtwith so far. Standard �nite element methods actually fail due to the number and slendernessof the inclusions, which lead to untractable numerical problems.The multiphase model for reinforced materials is an alternative, � equivalent medium � ap-proach. This purely macroscopic model considers in each point the superposition of one matrixparticle (for soil or rock) and as many reinforcement particles as given reinforcement direc-tions.Chapter 1 draws an introduction to the problem. Chapter 2 presents the construction ofthe model using the virtual work method (only tensile-compressive forces are taken into ac-count for the reinforcement description). Using a thermodynamical framework, elastoplasticconstitutive laws are derived. The whole model is connected to the classical homogenizationmethods, allowing a clear interpretation of the variables used. A so-called perfect bondingmodel is derived as a particular case.Chapter 3 is devoted to the de�nition and the analytical resolution of multiphase problems.Chapter 4 describes the �nite element implementation of the model. Standard procedures forsolving elasto-plastic problems are �rst introduced. The formalism is then extended to perfectbonding and general multiphase case. The former is implemented in a new computer codecalled Castor.Chapter 5 is devoted to the validation of the code Castor by comparing its results withanalytical solutions, other numerical approaches and experimental results. A case history isalso addressed. All these analyses show the relevance of the multiphase model. The computerprocessing time is always dramatically reduced.Chapter 6 �nally presents extensions of the model. On the one hand scale e�ects are shownto be taken into account by the general model, including di�erent kinematics for each phase.On the other hand bending e�ects in the inclusions can be straightforwardly included in theformulation. Comparisons with standard �nite element computations show the ability of theseapproaches to describe phenomena unreachable by classical homogenization techniques.



Chapitre 1
Introduction bibliographique

L'usage d'inclusions de renforcement dans les ouvrages de géotechnique s'est di-versi�é au cours des trois dernières décennies. Cependant, compte tenu de la com-plexité de ces ouvrages, les méthodes rationnelles de dimensionnement et de calculen déplacement relèvent encore du domaine de la recherche. Ce travail de thèseconstitue une contribution sur le sujet.Pour situer le contexte, la première partie de cette introduction s'attache à décrireles aspects technologiques du renforcement par inclusions. On s'intéresse particu-lièrement au boulonnage des tunnels, au renforcement des sols et aux fondationsprofondes.On passe ensuite en revue les méthodes de calcul couramment utilisées par lesingénieurs ou faisant l'objet de recherches actuelles. On montre en particulier lespoints d'achoppement de certaines approches. On relève par ailleurs un certainnombre de points communs ou notions apparaissant de façon récurrente dans lalittérature.On propose en conclusion le développement d'un modèle multiphasique de matériaurenforcé uni�ant un certain nombre des résultats présentés.
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1. Introduction 51 IntroductionLe métier de l'ingénieur consiste à développer des techniques innovantes permettant de re-pousser sans cesse la limite du constructible. Dans le passé, celui-ci a cherché à bâtir plushaut (gratte-ciels), à franchir des coupures plus larges (pont de Normandie, tunnel sous laManche) ou dans des conditions toujours plus di�ciles : dans des sols réputés de mauvaisequalité (tunnel de Toulon), sur des terrains gagnés sur la mer (aéroport de Singapour), dansdes environnements hostiles (grands barrages de montagne).Le recours à des inclusions de renforcement pour améliorer les matériaux de construction est,dans cette optique, très ancien. Ainsi la basilique Saint-Marc à Venise est-elle construite, àl'instar d'un grand nombre de bâtiments situés au bord de la lagune, sur des pieux en boisdestinés à améliorer la capacité portante du sol.Dans un passé plus récent, on pense bien sûr à l'invention du béton armé au siècle dernier,pour lequel la présence des armatures permet de pallier la mauvaise résistance en tractiondu matériau initial. Depuis les années 60, le développement spectaculaire des matériaux com-posites, notamment à �bres n'est rien d'autre que l'application, à une échelle d'espace trèspetite, de la même idée de renforcement par inclusions.Dans le domaine de la géotechnique qui nous intéresse ici, et au delà d'exemples historiques,l'usage industriel de techniques de renforcement est également assez récent. L'innovation tech-nologique, notamment en France, a surtout été marquée depuis les années 70. Cependant, onpeut constater que la compréhension rationnelle des ouvrages renforcés, et par conséquentles méthodes de calcul n'ont pas suivi cette évolution. Ici les préoccupations du chercheurrejoignent celles de l'ingénieur : mieux comprendre pour mieux construire.Comme nous allons le voir tout au long de ce chapitre introductif, les méthodes de conceptionactuelles sont encore très empreintes de connaissances empiriques. A l'opposé, la formulationthéorique des problèmes posés à l'ingénieur touche à des sujets de recherche en mécaniquetrès actuels. Un des objectifs de ce travail de thèse est de montrer qu'une approche rationnellede ces problèmes, à travers le développement de modèles mécaniques cohérents, peut apporterdes réponses inaccessibles au seul art de l'ingénieur.Ce premier chapitre est organisé de la façon suivante :� A�n de familiariser le lecteur avec les ouvrages renforcés par inclusions qui font l'objetdu présent travail de recherche, on présente tout d'abord un aperçu des technologiesactuelles dans trois domaines distincts : les tunnels, les ouvrages en sol renforcé et lesfondations profondes. Au delà de l'aspect culturel, cette étude bibliographique nouspermet de dégager un certain nombre de points communs entre ces types d'ouvrages, etlaisse penser qu'une approche uni�ée de leur calcul est possible.� On présente ensuite une analyse critique des méthodes de calcul d'utilisation courantepropres à chaque domaine. On montre en particulier leurs limites ou insu�sances. Sans



6 Chapitre 1. Introduction bibliographiquedévoiler le développement, il apparaît qu'un point d'achoppement récurrent est le nombreimportant d'inclusions utilisées, de même que leurs dimensions en général très petitesdevant la taille de l'ouvrage.� Le contournement de cette di�culté apparaît possible en renonçant à la modélisationexacte du renforcement, et en adoptant une approche dite de � matériau équivalent �.L'objet de la section suivante est de passer en revue di�érents modèles entrant danscette catégorie, ayant été proposés pour rendre compte du comportement de l'un oul'autre de ces types d'ouvrages.� L'analyse des points communs ou notions apparaissant de façon récurrente dans cesmodèles nous conduit à proposer la formulation d'un modèle multiphasique de matériaurenforcé général, qui doit permettre de retrouver comme cas particulier une grande partiedes résultats mentionnés.� A partir de cet objectif, le plan général du mémoire est en�n détaillé.Du point de vue de la forme, ce chapitre constitue une revue bibliographique du sujet principal(les ouvrages renforcés), mais aussi d'un certain nombre de thèmes parfois adjacents, parfoisplus lointains. La liste des références est donc volontairement loin d'être exhaustive danschaque domaine. Nous espérons cependant donner su�samment d'éclairages pour expliquerle cheminement qui nous a conduit à la formulation du modèle multiphasique de matériaurenforcé.



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 72 Les techniques actuelles de renforcement par inclusions2.1 Le boulonnage des tunnelsHistoriquement, le soutènement dans les ouvrages souterrains était assuré par des structuresen bois (cadres) puis en acier (cintres) et en�n en béton (voûtes, voussoirs), disposées àl'intérieur de la galerie excavée. On peut quali�er ces soutènements de passif dans la mesureoù ils agissent en limitant les mouvements du massif sans chercher à modi�er sa capacitéd'autoportance. A l'opposé, on appelle soutènement actif ou con�nement tout procédé visantà améliorer les caractéristiques intrinsèques du massif (Lunardi, 1997).Les inclusions de renforcement utilisées à cette �n sont de type varié. Greuell (1993) citel'exemple historique des ardoisières d'Angers dans lesquelles on peut voir des broches enchâtaignier, posées il y a plusieurs siècles pour renforcer les puits d'exploitation. L'utilisationindustrielle massive des renforcements (boulons) ne s'est pourtant développée qu'au début desannées 50 dans l'industrie minière aux Etats-Unis. Rapidement introduit en France dans lesmines de fer de Lorraine, le premier procédé de boulonnage est à ancrage ponctuel. L'inclusionn'est solidaire du terrain qu'à ses extrémités, d'une part au fond du forage (ancrage parexpansion du boulon dans la roche), d'autre part à la paroi par l'intermédiaire d'une plaqued'appui.Le manque d'e�cacité de cette technique dans certains terrains de mauvaise qualité a conduità l'introduction de l'ancrage réparti sur toute la longueur du boulon. Cet ancrage peut êtreobtenu par frottement (boulons Split Set ou Swellex) ou par scellement. Dans le domaine dugénie civil, ce type de disposition constructive s'est développé sous la forme de la NouvelleMéthode Autrichienne (Rabcewicz, 1964) introduite en France dans les années 70. Cette mé-thode combine l'utilisation du boulonnage radial de la paroi et d'une voûte en béton projeté.Par ailleurs, l'instrumentation de l'ouvrage permet d'adapter le dimensionnement du bou-lonnage à l'avancement du creusement en fonction de la réponse du massif. Dans ce cadre,le boulonnage contribue à la diminution des déplacements de la paroi (convergence) et à lastabilité dé�nitive de l'ouvrage (�gure 1.1).
a - Coupe longitudinale b - Coupe transversaleFig. 1.1: Boulonnage de la paroi du tunnel - Tunnel de San Vitale (Italie) - d'après Lunardi(1998)



8 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueC'est la nécessité de creuser dans des massifs di�ciles des galeries de grande dimension qui aconduit les ingénieurs à renforcer également le front de taille du tunnel pour assurer la stabilitétemporaire de l'ouvrage en phase d'excavation. A cet égard, le tunnel du Mont-Blanc creusédans les années 60 est précurseur. Depuis le milieu des années 80, le creusement de tunnelsen terrain meuble sous de faibles couvertures de sol a généralisé l'emploi du boulonnage defront de taille, notamment en milieu urbain où le contrôle des déplacements du massif estprimordial. Les � boulons � sont de grande longueur (de 18 m à 24 m), et sont constitués deplaquettes en �bre de verre disposées autour d'un tube central servant à l'injection du coulisde scellement (�gures 1.2-1.3).

Fig. 1.2: Mise en place du boulonnage - d'après Centre d'Etudes des Tunnels (1998)

a - Schéma de boulonnage b - Procédé de mise en placeFig. 1.3: Boulonnage du front de taille - Tunnel de San Vitale (Italie) - d'après Lunardi(1998)D'autres techniques de renforcement du massif par injection ou jet-grouting sont utilisées pourréaliser des voûtes parapluies sur le pourtour de la section du tunnel à l'avancement. Cetteméthode assure à la fois un con�nement du massif en phase de creusement et un soutènementde la paroi en service (Centre d'Etudes des Tunnels (1998)).



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 9De façon générale, l'emploi d'inclusions en vue d'améliorer l'ouvrabilité du terrain s'avère êtreune méthode économique et très e�cace, et est donc appelée à être appliquée de plus en pluscouramment.2.2 Le renforcement des solsL'invention de la terre armée par Vidal (1966) a ouvert un nouveau chapitre dans les tech-niques de construction modernes. L'idée originale consiste à créer, à partir d'un sol donnéet d'éléments de renforcement un véritable matériau composite. Les propriétés mécaniquesainsi améliorées permettent d'envisager de nouveaux types d'ouvrages (murs de soutènementsverticaux, remblais renforcés, etc). A l'échelle de ces ouvrages, la terre armée peut être consi-dérée comme un matériau homogène ayant des propriétés anisotropes du fait de la directionprivilégiée des armatures de renforcement. Depuis 30 ans, les techniques de renforcement dessols se sont diversi�ées, utilisant des matériaux et des formes d'inclusions de plus en plusvariés. Schlosser et Unterreiner (1994) font un récapitulatif des procédés industriels les plusutilisés actuellement.2.2.1 Terre arméeDes armatures métalliques sont disposées en lits parallèles entre des couches de sol au furet à mesure de la construction du remblai (�gure 1.4). Un parement doit être mis en placepour éviter la rupture locale du sol entre les armatures. Ce procédé a été largement utilisépour réaliser des talus et des plateformes dans le domaine autoroutier (la première utilisationremonte à 1968, pour l'autoroute Roquebrune-Menton). Le procédé Freyssisol est un dérivédans lequel le renforcement est une bande continue en synthétique (Paraweb) disposée enzigzag (�gure 1.5). Quelle que soit la technique, le renforcement travaille uniquement entraction.2.2.2 Clouage des solsContrairement aux précédents, ce procédé est utilisé sur un sol en place, pour réaliser des talusou des fouilles de grande hauteur en déblai. La construction s'e�ectue par phases, comprenantchacune (Clouterre, 1991) :� l'excavation du terrain sur une hauteur de 1 à 2 m, selon la nature du sol en place,� la mise en place des clous légèrement inclinés en dessous de l'horizontale, soit par battage(méthode hurpinoise), soit par scellement au coulis dans un forage préalable,� la réalisation d'un parement en béton projeté sur un treillis soudé.
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Fig. 1.4: Remblai en terre armée - d'après Schlosser (1983)

Fig. 1.5: Procédé Freyssisol - d'après Schlosser et Unterreiner (1994)Le schéma de principe de la construction est donné sur la �gure 1.6. Depuis la réalisation dupremier mur en 1974 à Versailles pour un élargissement des voies SNCF, la technologie (desparements, des clous, de leur mise en place) et la taille des ouvrages a beaucoup progressé.Une hauteur de 28 m a été atteinte pour un mur situé sur le trajet de contournement de Lyonpar le TGV en 1990 (�gure 1.7).
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Fig. 1.6: Phases d'exécution d'un mur en sol cloué - d'après les recommandations Clouterre(1991)Dans tous ces ouvrages, les clous sont sollicités essentiellement en traction, mais les résistancesau cisaillement et à la �exion peuvent être considérées, notamment vis à vis de la rupture.2.2.3 Stabilisation des pentesIl s'agit ici de clouer des masses de sol ou de roche instables sur un substratum de meilleurequalité. On utilise à cet e�et des micropieux de 20 à 40 mm de diamètre, des palplanches,voire des pieux de plus gros diamètre, disposés en une ou plusieurs rangées (Schlosser etUnterreiner, 1994). Dans ce type d'ouvrages, les inclusions sont essentiellement sollicitées en�exion par le mouvement latéral du sol.2.3 Les fondations profondesLes ingénieurs du XXème siècle ont pris l'habitude de distinguer les fondations profondesdes techniques de renforcement de sols présentées jusqu'ici. Si celles-ci se sont développéesessentiellement depuis 30 ans, celles-là ont un long passé. L'île Feydeau, banc de sable situésur la Loire, à Nantes, a par exemple été entièrement stabilisée par des pieux en bois dans lesannées 1720 pour permettre la construction d'un nouveau quartier.De façon classique, les fondations profondes consistent en la mise en place de pieux verticauxtransmettant le poids de l'ouvrage qu'ils supportent aux couches profondes du massif deconstruction. La longueur des pieux est souvent, mais pas nécessairement, calculée de façonà atteindre un substratum rigide. Le poids de l'ouvrage est transmis au sol par frottementlatéral le long du fût et par la pointe du pieu. Frank (1995) présente les techniques actuelles
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a - Elargissement des voies SNCF - Versailles(1974) b - Métro de Lyon (1986)

c - Tête sud du tunnel de Dombes - ligne TGV Rhône-Alpes (1990)Fig. 1.7: Exemples de murs en sol cloué - d'après les recommandations Clouterre (1991)de réalisation des pieux. On distingue notamment les pieux métalliques battus ou foncés, despieux forés en béton armé coulés en place après excavation. Dans chaque catégorie, nombrede variantes existent, souvent propres à l'entreprise qui réalise les travaux.2.3.1 Réseaux de micropieuxL'utilisation de micropieux disposés en réseau est une technique datant des années 50 (Lizziet Carnavale, 1979). Il s'agit de pieux forés de faible diamètre (<250 mm) équipés d'unearmature scellée au coulis ou au mortier. Actuellement, les micropieux sont souvent injectés à



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 13forte pression par l'intermédiaire d'un tube à manchettes, ce qui permet de créer une adhérenceparfaite avec le massif (�gure 1.8).

a - Exécution duforage b - Equipe-ment du forageavec tube àmanchettes c - Injectiondu coulis degaine (quasi-gravitaire) d - Injection du cou-lis de scellement (souspression)Fig. 1.8: Injection d'un micropieu - d'après Amar (1993)L'utilisation classique des micropieux est la reprise d'ouvrages en sous-÷uvre. Lizzi (1982) faitune revue de l'utilisation de cette technique depuis les années 60. L'auteur présente notammentla reprise des fondations de la cathédrale de Nicosie en Sicile (construite en zone sismique) etla stabilisation de tours de grande hauteur (�gure 1.9).Dans tous les cas, l'objectif est de créer un réseau dense d'inclusions formant de véritables� racines � sous l'ouvrage (le terme italien utilisé par Lizzi est en e�et pali radice). L'utili-sation des micropieux comme principe de fondation d'un ouvrage est encore peu développée.En France, le peu de réalisations nouvelles tient sans doute au manque de compréhensiondes interactions en jeu, et en particulier de modèles mécaniques permettant un dimensionne-ment rationnel. Le projet national Forever engagé en 1993 a pour vocation d'améliorer laconnaissance de ce type de structures et d'en élargir les domaines d'utilisation.2.3.2 Radiers de pieuxDans l'approche classique des fondations, le poids d'un ouvrage est transmis au massif, soitpar une semelle super�cielle, soit par un ensemble de pieux solidarisés par un chevêtre qui,n'ayant pas de contact avec le massif, ne participe pas à la reprise des charges. Le choix del'une ou l'autre des solutions est dicté simplement par la qualité du sol, plus précisément sacapacité portante.Cependant, dans certaines conditions, il est possible que la capacité portante d'une semellesoit convenable, mais que les tassements subis en service soient inacceptables. Burland et al.(1977) ont proposé dans ce cas l'utilisation couplée d'une semelle et de pieux en faible nombre
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a - Cathédrale de Nicosie (Sicile)

b - Eglise de Burano (Venise) c - Schéma du renforcementFig. 1.9: Exemples d'utilisation des réseaux de micropieux - d'après Lizzi (1982)
utilisés comme réducteurs de tassement : ce sont les radiers de pieux ou fondations mixtes. Parrapport à une approche classique, le dimensionnement de l'ouvrage doit permettre de calculerla répartition des charges entre ses deux composantes structurales.Cette technique s'avère particulièrement e�cace pour fonder des ouvrages de grande taillesur une couche argileuse molle de grande profondeur. Ceci explique leur emploi systématiqueà Londres et à Francfort depuis une vingtaine d'années. Le tableau 1.1 donne les dimensionscaractéristiques de quelques ouvrages typiques construits dans ces deux villes, dont certainssont représentés sur la �gure 1.10.En France, il n'y a pas d'ouvrages conçus précisément comme des radiers de pieux, car laréglementation ne le prévoit pas. Du fait de nouvelles méthodes de calcul développées depuisune dizaine d'années spéci�quement pour ce type de fondations (voir section 3.4.3), on peutespérer que leur emploi se généralise dans le futur.



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 15Date Désignation Hauteur(m) Epaisseurdu radier(m) Pieux1967 Tour Cavalry Barracks,Londres (Hooper, 1979) 90 1,5 51 pieuxd= 0,9 m, L = 25 m1975 Immeuble StonebridgePark, Londres (Cookeet al., 1981) - 0,9 351 pieuxd= 0,45 m, L = 13 m1990 Messeturm, Francfort(Sommer et al., 1991) 256 3 - 6 64 pieuxd= 1,3 m, L = 27� 35 m1997 Tour de la Kommerzbank,Francfort (Katzenbach,1997) 299 2,5 - 4,5 111 pieuxd= 1,5 - 1,8 m,L=37,5 - 45,5 mTab. 1.1: Caractéristiques d'ouvrages sur radiers de pieux2.4 Les données expérimentalesLes di�érentes techniques que l'on vient de passer en revue ont pour point commun de créerdes structures renforcées au sein desquelles les interactions mécaniques sont complexes.A�n de mieux les appréhender, une approche expérimentale a été développée depuis unequinzaine d'années, soit sur ouvrage en vraie grandeur, soit sur modèle réduit. Il nous a paruimportant d'en donner ici un aperçu.2.4.1 TunnelsA la �n des années 70, une expérimentation en vraie grandeur a été menée sur le tunnel deKielder. Di�érents types de soutènement ont été comparés dans un massif rocheux homogène(Freeman, 1978). A cette époque, aucun modèle mécanique ne permettait de rendre comptedu boulonnage. Ces résultats sont réutilisés depuis peu pour valider les nouveaux modèles(voir section 3.2.3).Indraratna et Kaiser (1990a,b) reportent des essais sur modèles réduits dans lequel la pres-sion géostatique dans le massif est imposée de façon croissante. Le protocole expérimentalne reproduit donc pas les conditions réelles (contraintes initiales présentes dans le massif)mais les résultats permettent aux auteurs de valider leur modèle de calcul (voir également
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a - Tour de la Kommerzbank(1997) PhotoD.Hirschko�b - Messeturm (1990) c - Messeturm (Coupe ver-ticale)Fig. 1.10: Exemples d'ouvrages sur radiers de pieuxsection 3.2.3).Al Hallak (1999) a e�ectué tout récemment des essais en centrifugeuse sur un tunnel desurface pour étudier l'in�uence du boulonnage de front de taille sur sa stabilité. Le creusement,impossible en vol, a été simulé par une pression �ctive décroissante appliquée au front de taille(voir la méthode convergence-con�nement, section 3.2.2). Les résultats ont été comparés à descalculs tridimensionnels par éléments �nis e�ectués avec le code Cesar-lcpc.2.4.2 Sols renforcésLe comportement de la terre armée en tant que matériau composite a été étudié notammentpar Schlosser et Long (1973) et Long et Ursat (1977). Il s'agit d'expériences au triaxial surdes éprouvettes en sable renforcé par des disques d'inclinaison variable.En ce qui concerne le clouage des sols, trois murs expérimentaux en vraie grandeur ont étéréalisé par le Centre d'Etudes Techniques du Bâtiment et des Travaux Publics (CEBTP) dans



2. Les techniques actuelles de renforcement par inclusions 17le cadre du Projet National Clouterre. Les résultats ont permis de dégager des conclusionsgénérales sur le fonctionnement des ouvrages (Clouterre, 1991), mais également de validerde nouveaux modèles de calcul (Benhamida, 1998; Sellali, 1999).2.4.3 Réseaux de pieuxDans le domaine des micropieux, des essais en vrai grandeur ont été réalisé à Saint-Rémyles Chevreuse (Plumelle, 1984, 1985), reprises récemment dans le cadre du Projet NationalForever.De nombreuses expériences en centrifugeuse ont été menées sur des groupes de pieux, on peutciter notamment celles de Traher et Jessberger (1991a,b). Celles-ci comprennent en particulierun modèle réduit du radier de pieux supportant la Messeturm de Francfort, ce qui a permisdes comparaisons concluantes avec les résultats observés en vraie grandeur. Pour le reste,compte-tenu du petit nombre d'expériences, seules des tendances qualitatives sont dégagéespar les auteurs. Cependant, leurs résultats ont été abondamment utilisés pour la validationde modèles analytiques.Horikoshi et Randolph (1996) ont étudié l'in�uence de la taille réduite d'un ensemble depieux regroupés au centre du radier. Les résultats sont exploités ensuite sous forme de règlessimples de conception. Dans le cadre du Projet National Forever, Dubreucq (1998) a étudiéle chargement de réseaux verticaux. Cependant, la réalisation de plusieurs essais dans lemême conteneur, de même que la non distinction entre fonçage des pieux et chargement de lafondation mixte rend les interprétations délicates. Citons en�n les travaux originaux de Leeet al. (1997), qui ont étudié l'inclinaison optimale de micropieux réticulés (voir �gure 1.11).

Fig. 1.11: Micropieux réticulés - d'après Lee et al. (1997)De façon générale, les caractéristiques mécaniques du massif et des inclusions de renforcementà introduire dans un code de calcul pour valider un modèle ne sont pas toujours données, etdoivent souvent être déterminées par une analyse à rebours toujours discutable. De plus, lesexpériences, notamment françaises sont souvent menées pour elles-mêmes, c'est à dire pour



18 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueobtenir des conclusions qualitatives, ou parfois quantitatives par des corrélations empiriques.La validation de modèles mécaniques à partir de ce type de résultats est alors di�cile.2.5 Premières conclusionsDans tous les types d'ouvrages que l'on vient de passer en revue, on trouve un certain nombrede similitudes :� Les inclusions de renforcement sont en grand nombre. Si les talus en sol cloué comportenten général une dizaine de lits de clous, les groupes de pieux (associés ou non à unradier) comprennent facilement de 50 à plusieurs centaines d'éléments. Dans un tunnelde plusieurs kilomètres, l'utilisation conjointe du boulonnage radial et de front de taillenécessite des milliers de boulons.� Les inclusions sont souvent disposées périodiquement, sur un plan à maille carrée ou tri-angulaire pour les clous ou les pieux, à équidistance angulaire pour les boulons radiaux.� Leurs caractéristiques mécaniques sont très supérieures à celles du massif environnant.On donne dans le tableau 1.2 quelques ordres de grandeur courants.Type Module d'Young(MPa) Résistance (MPa)Argile 1 - 10 0,05 - 0,5 (Cohésion)Sable 20 - 200 -Roche 100 - 10000 0,1 - 5Géotextile (/m) 1 - 5 0,01 - 0,5Béton 10 000 - 40 000 20 - 80 (Compression)Acier 200 000 400 - 1 000 (Traction)Tab. 1.2: Caractéristiques mécaniques des géomatériaux courants et des inclusions de renfor-cement� La proportion volumique des inclusions est très petite devant l'unité. Une densité d'unboulon de diamètre 20 mm par m2 en front de taille correspond à une valeur de 3.10�4.Pour un radier de pieux de diamètre d espacés de 5 d, la valeur est de 3%. Dans tous lescas courants, la fraction volumique ne dépasse jamais 10%.



3. Les méthodes de dimensionnement et de calcul 193 Les méthodes de dimensionnement et de calcul3.1 IntroductionSi les structures présentées à la section 2 possèdent des caractéristiques communes, les mé-thodes de dimensionnement d'une part, de calcul en déplacement d'autre part, sont encoreaujourd'hui très spéci�ques. En e�et, l'art de l'ingénieur a progressé de façon indépendantedans le domaine des tunnels, des sols renforcés et des fondations profondes. Des règles deconstruction empiriques utilisées jusqu'au milieu du siècle, on est passé à des modèles méca-niques d'abord simplistes qui se sont petit à petit ra�nés 1.Si l'utilisation d'inclusions de renforcement s'est généralisée au cours des trois dernières dé-cennies, les recherches visant à améliorer la compréhension du fonctionnement mécanique desouvrages et notamment les interactions complexes entre inclusions et milieu environnant res-tent encore très cloisonnées. A cet égard, l'invention du terme générique géotechnique il y aseulement 30 ans est signi�cative.Dans chaque domaine, la prise en compte des inclusions de renforcement s'est souvent faite parextension de modèles de calculs préexistants. Seul le recours à la méthode des éléments �nis,qui s'est généralisé dans toutes les branches du génie civil depuis 20 ans semble aujourd'huiun dénominateur commun. Là encore, l'utilisation de cet outil est plus ou moins couranteselon le type d'ouvrages renforcés considéré (fréquemment pour les tunnels, rarement pour lesfondations profondes).Dans cette section, on s'intéresse aux méthodes de dimensionnement et de calcul en déplace-ment relatives aux trois types d'ouvrages considérés. Dans les deux premiers cas, pour lesquelsl'usage du renforcement relève de techniques récentes, on met en lumière les di�cultés qu'ontles méthodes classiques à s'adapter à la prise en compte des inclusions. Dans le troisième, pourlequel les inclusions font ab initio partie de l'ouvrage, on montre les di�cultés qui apparaissentlorsque le nombre d'inclusions devient important et/ou que l'interaction avec d'autres partiesde l'ouvrage est complexe (radiers de pieux, réseaux de micropieux).3.2 Les tunnels3.2.1 Rappel historiqueLa conception d'un tunnel consistait il y a une cinquantaine d'années en la déterminationdu soutènement le mieux adapté pour supporter le poids du terrain décomprimé par le creu-sement. La forme et la taille de la zone décomprimée sont données par des formules empi-riques tirées de l'observation de l'existant (Formules de Terzaghi ou Protodiakonov, citées parBouvard-Lecoanet et al. (1988)).1. On verra dans le développement de cette section que le niveau de technicité des modèles utilisés est trèsvariable d'un domaine à l'autre.



20 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueLe choix et le dimensionnement du soutènement dépendent de l'appréciation qualitative descaractéristiques du massif et de la taille de la section du tunnel. Il faut attendre les années 70pour une classi�cation chi�rée plus rationnelle des roches. Bienawski (1973) introduit l'indiceRMR (Rock Mass Rating) dépendant notamment de la résistance à la compression de laroche saine, de la fracturation, des venues d'eau. Barton (1974) propose l'indice de qualité Qdépendant également de facteurs géologiques, tectoniques et du comportement des joints.A partir de l'analyse d'ouvrages existants, ces auteurs proposent di�érents types de sou-tènement e�caces en fonction de la note attribuée. Ces classi�cations permettent toujoursaujourd'hui de choisir rapidement un type de soutènement et de le dimensionner. Cependant,l'optimisation du choix, de même que les estimations des déplacements du massif ne peuventêtre menée qu'à partir de modèles de calcul analytiques ou numériques, prenant e�ectivementen compte l'interaction entre le massif et le(s) soutènement(s).3.2.2 La méthode convergence-con�nementDepuis 25 ans, des modèles mécaniques rationnels se sont développés, qui permettent derépondre à ces questions. La méthode la plus utilisée aujourd'hui porte le nom de convergence-con�nement. Elle a été développée vers le milieu des années 70. On en trouve une présentationexhaustive dans Panet (1995).3.2.2.1 Présentation simpli�ée Pour clari�er l'exposé, on se limite tout d'abord au casd'un tunnel profond axisymétrique creusé dans un massif soumis à des contraintes initialesisotropes (pression Po). La méthode consiste à remplacer le problème tridimensionnel complexedu creusement par un problème en déformation plane. Dans une section donnée, l'in�uencedu front de taille est modélisée par une pression �ctive Pi appliquée sur la paroi circulaire.Quand on s'éloigne du front de taille actuel, cette pression décroît de Po à zéro 2. On désignepar � le taux de décon�nement véri�ant Pi = (1� �)Po. La relation entre � et la distance dela section courante au front de taille est une fonction calée à partir de calculs tridimensionnels(Corbetta, 1990; Panet, 1995).Dans le cadre axisymétrique, la méthode donne lieu à des calculs analytiques, la seule variablecaractérisant la géométrie étant la distance radiale r. De façon classique, on établit le lien entrela pression de décon�nement Pi et la convergence u de la paroi, séparément pour le massif etpour le soutènement. Ces relations sont représentées sous la forme d'une courbe de convergencedu massif et d'une courbe de con�nement du soutènement (Figure 1.12).Cette dernière a pour origine l'abscisse ud correspondant à la convergence du massif au mo-ment où le soutènement est mis en place. En e�et, pour des raisons techniques, il y a toujoursune certaine distance entre le front de taille actuel et le dernier soutènement posé. L'intersec-tion des courbes donne le point d'équilibre du système, et donc les e�orts en chaque point.On peut ainsi rapidement faire un prédimensionnement aisé.2. Une présentation plus détaillée est donnée au chapitre 3, section 4.
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u

Pi = (1� �)P0
Convergence du massifCon�nement du soutènementPoint d'équilibreud u1Fig. 1.12: Méthode convergence-con�nementPanet (1995, Chap. 2) présente successivement le calcul analytique des courbes de con�ne-ment pour les soutènements par voûte en béton, par cintre métallique et boulonnage à ancrageponctuel (solution de Hoek et Brown (1980)). En ce qui concerne le massif, un récapitulatifde solutions utilisant une loi de comportement élasto-plastique parfaite (critères de Tresca etMohr-Coulomb) est donné dans Corbetta (1990, Chap. 2). Le cas de l'écrouissage isotrope li-néaire est traité par Bernaud (1991). Panet (1995, Chap. 4-6) cite également un certain nombrede travaux de Nguyen Minh et Berest pour des comportements de massifs radoucissants.Dans le cas du renforcement par boulonnage à ancrage réparti, la distinction explicite entremassif et soutènement n'est plus possible. Jusqu'au milieu des années 80, aucune méthode nepermettait d'appliquer proprement la méthode (Bouvard-Lecoanet et al., 1988, Chap. 4). De-puis une dizaine d'années di�érents modèles ont été proposés, qui tentent de prendre en comptel'interaction des boulons sur le massif dans les équations constitutives (voir section 3.2.3). Ala lumière de la classi�cation de Lunardi, il est clair que le con�nement apporté par le bou-lonnage doit être traité en considérant les caractéristiques mécaniques équivalentes du massifrenforcé.3.2.2.2 Cas général Le cas axisymétrique correspond bien en pratique aux excavationspar tunnelier. Pour des galeries de forme quelconque, seuls des calculs numériques utilisant parexemple les éléments �nis permettent d'appliquer la méthode. Le décon�nement est appliquésous la forme d'un vecteur contrainte T = (1 � �)�o � n, où �o désigne l'état de contraintesinitiales dans le massif (quelconque, il peut être connu par un premier calcul aux éléments�nis) et n la normale à la paroi au point considéré. Dans le cas de creusement par demi-section, ou pour des calculs tridimensionnels, le phasage des travaux est simulé par la méthoded'activation/désactivation : partant d'un maillage complet du massif, la rigidité des élémentsexcavés est annulée à chaque pas du processus, tandis que celle du soutènement est activée.



22 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueL'application d'une telle méthode au calcul des tunnels boulonnés, pour lesquels les boulonssont discrétisés séparément est encore plus lourde que dans le cas non renforcé et conduit àdes temps de calcul énormes (Al Hallak, 1999), notamment à cause de la �nesse nécessairedu maillage. Par ailleurs, l'hétérogénéité des caractéristiques mécaniques (les boulons sontbeaucoup plus raides que la roche) conduit à un mauvais conditionnement de la matrice derigidité du système, qui obère la précision des résultats, notamment dans le cas de calculsitératifs non linéaires. On peut également citer les travaux de Peila (1994) et Lee et Rowe(1990) utilisant ce type d'approche.Des méthodes itératives de résolution adaptées aux systèmes comportant à la fois un trèsgrand nombre de degrés de liberté, et qui sont a priori mal conditionnés ont été proposées. Laméthode du gradient conjugué avec préconditionnement s'avère très e�cace pour les résoudre(Shahrour et Mroueh, 1997; Mroueh et Shahrour, 1998).3.2.3 Approches récentesIndraratna et Kaiser (1990a,b) prennent en compte l'in�uence du boulonnage en incluant une�ort volumique radial dans l'équation d'équilibre du massif. Utilisant un critère de plasticitéde Mohr-Coulomb pour la roche, les auteurs résolvent le problème de convergence en axisy-métrie. Ils font apparaître une cohésion et un angle de frottement équivalents pour le massifrenforcé, ce qui permet d'utiliser les solutions analytiques connues (voir section 3.2.2). Ladensité d'e�orts appliqués par les boulons est évaluée en fonction de la contrainte orthora-diale dans le massif et d'un coe�cient de frottement roche/boulon scellé. De plus, les boulonsn'apparaissent pas dans le comportement élastique. Les auteurs comparent néanmoins avecsuccès leur approche avec des résultats d'essais sur modèle réduit.Oreste et Peila (1996) adoptent une démarche similaire en modi�ant le critère de Hoek etBrown pour la roche pour tenir compte du boulonnage, le comportement élastique de la zoneboulonnée étant supposé inchangé. Des comparaisons avec des mesures e�ectuées sur le tunnelexpérimental de Kielder (Freeman (1978)) sont données.Dans ces deux approches, on suppose l'adhérence parfaite entre le boulon scellé et la roche. Deplus l'in�uence du boulonnage est prise en compte uniquement en phase plastique. Le modede calcul des e�orts appliqués par les boulons (en fonction de la contrainte orthoradiale) estdiscutable : c'est en fait un e�ort maximal avant glissement qui est pris en compte de cettefaçon. Rien ne dit que cet e�ort soit e�ectivement mobilisé. L'introduction d'une cohésion etd'un angle de frottement équivalents est également discutable puisque le matériau équivalentest anisotrope.Dans une autre optique, Hyett et al. (1996) étudient le comportement d'un boulon scelléunique sollicité par le mouvement du massif supposé connu. Les auteurs retrouvent par lecalcul des tendances observées dans les tunnels expérimentaux. Cependant, aucun couplageavec le massif n'est proposé pour obtenir un modèle global.



3. Les méthodes de dimensionnement et de calcul 233.2.4 ConclusionLa prise en compte du con�nement, c'est à dire de l'amélioration des caractériques mécaniquesd'un massif par la mise en place d'inclusions nous conduit de façon incontournable à étudierles propriétés du matériau � roche renforcée � considéré comme un tout.3.3 Les sols renforcés3.3.1 Méthodes classiques de dimensionnementHistoriquement, l'analyse des pentes, talus et remblais se place sous l'angle de la stabilité.On se borne à déterminer un coe�cient de sécurité vis à vis de la rupture de l'ouvrage. Pourcela, on étudie l'équilibre limite d'une partie du massif délimité par une surface de rupturepotentielle (en général un cercle ou une spirale). En décomposant le problème par � tranches�verticales, et en introduisant une hypothèse supplémentaire sur les e�orts intérieurs pourboucler le calcul (hypothèse de Fellenius ou de Bishop), on obtient un coe�cient de sécuritévis à vis de la mobilisation du cisaillement le long de la surface de rupture. L'analyse menéepour di�érentes surfaces de rupture potentielles permet de déterminer la plus critique. Quoiqueles hypothèses introduites puissent être discutables du point de vue mécanique, cette méthodeest la plus couramment utilisée actuellement, parce qu'elle a été validée par l'expérience denombreux ouvrages réels.Dans un cadre mécanique plus rigoureux (c'est à dire sans recours à l'introduction d'unehypothèse ad hoc), le calcul à la rupture permet de dé�nir un facteur de con�ance vis à visde la stabilité. Sève (1998) a mené une comparaison exhaustive des deux méthodes et concluà l'équivalence des résultats pour les ouvrages courants.Les premiers dimensionnements prenant en compte des renforcements ont été e�ectués pourla terre armée. On peut citer notamment la méthode de l'équilibre limite (Schlosser, 1972) etde la spirale (Juran, 1977). Ces méthodes reposent sur des hypothèses a priori de répartitiondes contraintes dans le massif et le long des armatures. Analysant ces méthodes vis à vis ducalcul à la rupture, de Buhan (1986) a montré que les facteurs de stabilité ainsi obtenus nesont pas forcément du côté de la sécurité.Pour les talus en sol cloué, l'extension de la méthode des tranches pour tenir compte des inclu-sions est implantée dans le programme Talren, développé par la société Terrasol (Schlosser,1983; Blondeau et al., 1984). Le calcul de stabilité relève d'une analyse multicritère prenanten compte :� la rupture du clou par traction-cisaillement,� la rupture du sol en cisaillement (critère de Mohr-Coulomb),� le défaut d'ancrage du clou par mobilisation complète du frottement sol/clou sur lalongueur située à l'extérieur de la surface de rupture,



24 Chapitre 1. Introduction bibliographique� la plasti�cation du sol due à l'interaction normale sol/clou.Le programme Prosper développé au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées par Delmaset al. (1986) combine le calcul à la rupture avec une approche en déplacement. Cette approcheest plus précisément adaptée au clouage de pentes instables.Basé sur l'approche cinématique du calcul à la rupture, le logiciel Stars (Anthoine, 1990;de Buhan et al., 1993) détermine le facteur de con�ance de l'ouvrage en utilisant des spiraleslogarithmiques comme surfaces de rupture.La présentation des méthodes d'analyse de stabilité est loin d'être exhaustive. En ce quiconcerne la terre armée, Sawicki (1998) donne un état de l'art très complet, à la fois desconnaissances empiriques acquises au cours d'une trentaine d'années d'observation et d'expé-rimentation, et de nombreux modèles analytiques développés depuis les années 80.Même si la connaissance des sols renforcés est encore très imparfaite, la validation des mé-thodes simpli�ées de dimensionnement sur de nombreux ouvrages réels permet de penser queles calculs de stabilité sont aujourd'hui maîtrisés de façon assez satisfaisante.3.3.2 Calculs en déplacementDans l'approche moderne réglementaire du dimensionnement, ces calculs de stabilité relèventd'une justi�cation aux états limites ultimes. Cependant, la réglementation européenne im-pose aujourd'hui une justi�cation systématique aux états limites de service, qui porte sur lesdéplacements admissibles de l'ouvrage.Pour les ouvrages en sols renforcés, il n'existe pas à ce jour de méthode de calcul en déplace-ment raisonnable systématiquement employée (Schlosser et Unterreiner, 1994). Au mieux, desformules empiriques basées sur l'expérimentation et l'observation d'ouvrages réels permettent-elles une estimation des déplacements maximaux. Pour les sols cloués, on trouve ces règlesdans les recommandations Clouterre (1991).L'utilisation de la méthode des éléments �nis, qui pourrait apporter une réponse, est encorepeu développée dans le domaine. Les di�cultés d'application tiennent :� à la taille des inclusions vis à vis de la taille de l'ouvrage, nécessitant un maillage très�n localement,� au nombre important d'inclusions utilisées conduisant à des systèmes linéaires à résoudrede taille rédhibitoire,� à la modélisation de l'interface sol/inclusion,� au contraste des propriétés des matériaux constituant le massif et l'inclusion,



3. Les méthodes de dimensionnement et de calcul 25� au caractère non linéaire du sol qui doit forcément être pris en compte pour des calculsréalistes,� à la gestion du phasage des travaux (voir �gure 1.6) alourdissant le traitement desdonnées.A l'occasion d'une revue bibliographique sur les calculs tridimensionnels par éléments �nisen géotechnique, Mestat (1998) note que l'application aux sols renforcés reste aujourd'hui dudomaine de la recherche. On peut notamment citer les études bidimensionnelles de Chaoui(1992), Unterreiner (1994) et Benhamida (1998) (voir également Mestat (1998) pour des réfé-rences complémentaires). Notons en�n que le Projet National Clouterre II achevé en 1998 aconduit à la publication d'un rapport de synthèse, dont les conclusions sur le calcul en déplace-ment sont de nature très générale et laissent une grande place à de nouveaux développements.La modélisation préconisée pour les clous est une plaque équivalente bidimensionnelle, ce quin'est qu'un pis-aller.Compte tenu des points cités à l'instant, il est clair que l'utilisation actuelle des éléments�nis n'est pas une réponse raisonnable à la question des déplacements des ouvrages en solrenforcé. En e�et, même si la puissance des ordinateurs continue d'augmenter régulièrement,les phases de pré- et post-traitement des données, notamment la création des maillages restenttrès lourdes. Une nouvelle approche est donc nécessaire.3.4 Les fondations profondes3.4.1 Remarques préalablesLes règles générales de dimensionnement des fondations relèvent en France de l'applicationdu Fascicule no 62, titre V (1993). Une présentation des méthodes spéci�ques aux fondationsprofondes est également donnée dans Frank (1995). A la lecture de ces documents, il apparaîtque la pratique actuelle du dimensionnement de ces ouvrages est de nature essentiellementempirique.Pour comprendre cet état de fait, il faut rappeler l'invention en 1956 du pressiomètre parMénard, qui a bouleversé les techniques de reconnaissance des sols in situ. Cet appareil permeten e�et de mesurer simplement les caractéristiques de déformation (module pressiométriqueEM ) et de résistance (pression limite p`) du sol. Un protocole de mesures strict rend ce procédétrès �able, notamment par rapport aux caractéristiques déterminées en laboratoire à partird'échantillons de sols, qui sont souvent remaniés du fait du prélèvement.A partir de nombreuses expériences menées dans les années 60, Ménard et ses collaborateursont établi des formules empiriques permettant de dimensionner les ouvrages et de calculerles tassements directement à partir des quantités EM et p`. L'utilisation de cette méthodepressiométrique est toujours d'actualité, car elle a été validée avec succès sur des ouvragesréels proches de ceux étudiés par Ménard.



26 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueCependant, ce type d'approche montre ses limites lorsqu'il s'agit de concevoir et développerde nouveaux types d'ouvrages, tels que les groupes de pieux denses, les réseaux de micropieux,les radiers de pieux, etc. L'extension des formules semi-empiriques s'avère impossible, sauf àmener de nouvelles campagnes d'essais exhaustives, donc très coûteuses.Par ailleurs, l'utilisation de la méthode pressiométrique ou des approches empiriques en gé-néral a occulté la compréhension des phénomènes mécaniques complexes dont ces structuressont le siège. Ainsi s'explique en partie le décalage systématique que l'on constate entre l'avè-nement de nouvelles technologies et leur modélisation. Un argument souvent avancé pourcréditer l'emploi des méthodes � de coin de table � est que la connaissance très imparfaite desparamètres physiques à rentrer dans les modèles de calcul rend vaine leur utilisation, et parextension tout développement théorique nouveau. Il faut en e�et remarquer que l'obtentiondes paramètres mécaniques (module d'Young, cohésion) à partir des essais pressiométriquesest donnée par des corrélations peu précises, ce qui biaise souvent les prédictions faites parles modèles les utilisant.Il nous semble pourtant que l'innovation en matière de procédés de construction ne pourrase passer du développement de modèles mécaniques cohérents. A cet égard, le peu de réali-sations françaises utilisant des radiers de pieux ou des réseaux (par comparaison à la GrandeBretagne, l'Allemagne ou le Japon) nous paraît clairement lié au retard de la recherche et dela réglementation sur ces sujets. On peut remarquer de même depuis une dizaine d'années unesous représentation de la France dans la littérature internationale, qui contraste curieusementavec le rôle important qu'elle a tenu dans les années 70 et 80 en terme d'innovation technique.3.4.2 Méthodes de dimensionnementFrank (1995) présente le calcul de charge limite pour un pieu isolé, en distinguant classique-ment la contribution du frottement latéral et de la pointe. Di�érentes formules sont donnéesselon le type de reconnaissances géotechniques e�ectuées (pressiomètre, pénétromètre, etc).Le dimensionnement d'un groupe de pieux utilise un coe�cient d'e�cacité. Celui-ci est dé�nicomme le rapport de la charge limite du groupe au produit du nombre de pieux par la chargelimite d'un pieu isolé. Il peut être estimé par di�érentes formules empiriques.On peut citer également le modèle simpli�é proposé par Combarieu (1987, 1990) pour le calculde la capacité portante de sols renforcés par inclusions rigides verticales.3.4.3 Méthodes de calcul de tassementOn passe maintenant en revue quelques méthodes faisant référence pour le calcul en dépla-cement des groupes de pieux et radiers de pieux. Les articles de Poulos (1989) et Randolph(1994) présentent un état de l'art sur le sujet.



3. Les méthodes de dimensionnement et de calcul 27De façon générale, on peut distinguer quatre catégories d'approches :� les méthodes empiriques ou semi-empiriques, pour lesquelles on pourra se reporter àMaleki (1995), qui les aborde entre autres dans sa bibliographie.� les méthodes dites rigoureuses de calcul par éléments �nis, dont la portée est limitée àdes ouvrages comprenant un petit nombre de pieux compte tenu des temps de calcul.On peut citer cependant les travaux d'Ottaviani (1975), qui considère un comportementélastique linéaire, sans déplacement relatif à l'interface sol/pieu et Muqtadir et Desai(1986) qui prennent en compte le comportement d'interface.Plus récemment, Smith et Wang (1998) appliquent un algorithme de gradient conjuguéavec pré-conditionnement permettant de traiter la résolution de grands systèmes, etparallélisent l'algorithme. Ils considèrent deux modèles tridimensionnels de radiers depieux et étudient notamment la répartition des charges entre les pieux et leur in�uencesur le moment �échissant dans la semelle. Ils arrivent à des temps de calcul raisonnables,mais en utilisant jusqu'à 512 processeurs en parallèle!Les radiers de pieux servant de fondation à la Messeturm et à la tour de la Kommerz-bank construites à Francfort ont fait l'objet de calculs tridimensionnels non linéaires(Katzenbach et al., 1994; Vetter, 1998).De façon générale, cette méthode n'est appliquée que pour des ouvrages exceptionnels, etdans le cas où les caractéristiques du massif de fondation sont su�samment homogèneset bien connues, ce qui est le cas de l'argile de Francfort.� La méthode des éléments de frontière, également considérée comme rigoureuse. Elle uti-lise la solution de Mindlin (1936) donnant le champ de déplacement d'un demi-espace(élastique homogène isotrope) sous charge ponctuelle. Elle a été mise en ÷uvre notam-ment par Poulos (1968), Butter�eld et Banerjee (1971) et Kuwabara (1989). Les résultatsobtenus pour de petits groupes de pieux peuvent être utilisés sous forme d'abaques. Ilsservent également de tests pour les méthodes approximatives.� les méthodes intermédiaires, qui reposent sur des modèles mécaniques cohérents, maisqui font usage d'un certain nombre d'hypothèses simpli�catrices. On peut en particulierciter les méthodes dites � hybrides � qui se sont développées depuis 10 ans. Elles com-binent l'utilisation de courbes de mobilisation du frottement le long des pieux (courbest-z, ou load transfer curves en anglais) qui donnent l'e�ort tangent sur le fût du pieu enfonction du déplacement vertical. Celles-ci peuvent être obtenues de façon analytiqueapprochée (Randolph et Wroth, 1978; Kraft et al., 1981), à partir d'un calcul � exact �aux éléments de frontière (Mandolini et Viggiani, 1997), ou à partir d'essais (Frank,1982).La solution de Mindlin est utilisée pour modéliser l'interaction entre les pieux, soit parune prise en compte directe dans le calcul de la rigidité d'ensemble de la structure(Chow, 1986), soit par modi�cation itérative des courbes t-z (Maleki, 1995, ProgrammeGOUPEG).



28 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueLa méthode hybride a été étendue au calcul des radiers de pieux par Gri�ths et al.(1991), Clancy et Randolph (1993). Horikoshi et Randolph (1998) l'utilisent pour opti-miser la répartition des pieux en vue de réduire les tassements di�érentiels. Récemment,des ra�nements ont été proposés pour traiter e�cacement et plus rapidement de grandsgroupes de pieux (Hong et al., 1999). On reviendra sur cette méthode plus en détail auchapitre 5, section 2.1.3.4.4 ConclusionLes méthodes hybrides sont basées sur le principe de superposition, donc valables a prioriseulement dans le domaine élastique linéaire. Certaines prennent cependant en compte desnon linéarités en modi�ant les caractéristiques du sol au cours du chargement, ou en faisantdépendre les termes d'interaction du niveau de chargement des pieux (pourcentage de lacharge limite). Dans le cas d'un massif strati�é, d'autres approximations sont nécessaires pourdéterminer la solution fondamentale de Mindlin. Malgré tout, les résultats en déplacementobtenus par ces méthodes sont cohérents et validés par un certain nombre de comparaisons(Mandolini et Viggiani, 1997).Les dernières tendances montrent un souci d'étendre les méthodes validées pour de petitsgroupes de pieux à des groupes plus grands pour des temps de calcul raisonnables. Le calculde réseaux de micropieux inclinés est encore très rare. On peut citer les travaux de Perloet al. (1998) qui ont étendu le logiciel Goupeg présenté plus haut. Cependant, la méthodeutilisée (modi�cation des courbes de mobilisation) est discutable, puisque plusieurs coe�cientsempiriques sont introduits jusqu'à concordance avec des résultats expérimentaux en vraiegrandeur. De plus, ce calage est fait sur des groupes de 3 ou 4 micropieux, ce qui n'est passigni�catif de l'e�et de groupe.3.5 ConclusionPour les trois domaines de la géotechnique que nous avons brièvement passés en revue, unconstat s'impose : les méthodes de calcul n'ont pas suivi l'évolution foisonnante des techniquesobservée depuis une vingtaine d'années en matière de renforcement par inclusions.Compte tenu notamment de la méconnaissance partielle des caractéristiques mécaniques dessols, nombre d'ingénieurs et de chercheurs préfèrent souvent utiliser des méthodes semi-empiriques à des modèles mécaniques cohérents relayés par les techniques modernes de calculnumérique. Cette confusion entre la pertinence d'un modèle et les mauvais résultats qu'ilpeut produire si les paramètres introduits ne re�ètent pas la réalité est très préjudiciable audéveloppement de la compréhension des ouvrages.Bien que l'objectif du renforcement soit clairement présenté comme la création d'un matériaucomposite (Lizzi et Carnavale, 1979; Schlosser et Unterreiner, 1994; Lunardi, 1997), il eststupé�ant de constater que peu de recherches ont été menées dans cette direction.



3. Les méthodes de dimensionnement et de calcul 29Nous allons maintenant passer en revue quelques modèles de ce type, appelés de façon géné-rique modèles de matériau équivalent, pour dégager les principes d'élaboration d'un modèlede matériau renforcé par inclusions.



30 Chapitre 1. Introduction bibliographique4 Les modèles de matériau équivalentOn s'intéresse dans cette section aux travaux ayant pour principe de considérer le matériaurenforcé comme un composite homogène à l'échelle de l'ouvrage. On aborde successivementceux consacrés au comportement élastique, puis ceux dédiés à l'établissement et l'utilisationd'un critère de rupture et on présente en�n des modèles non linéaires. Les applications viséesrelèvent indi�éremment des trois catégories d'ouvrages présentées jusqu'ici.4.1 Modèles élastiques4.1.1 Terre arméeSans doute pour des raisons historiques, c'est pour la terre armée qu'on trouve la premièremodélisation de type matériau équivalent. Harrison et Gerrard (1972) considèrent un matériaumulticouche dans lequel les armatures sont rigides tandis que le sol est déformable. Par uneméthode d'homogénéisation, ils obtiennent les modules élastiques du matériau � terre armée �.Romstad et al. (1976), s'inspirant des travaux de Pagano sur les composites, proposent uneméthode d'homogénéisation sur une cellule de base contenant une armature. A partir d'hy-pothèses heuristiques simples sur les déformations et contraintes dans chaque constituant,les auteurs obtiennent un comportement élastique isotrope transverse autour de la directionde renforcement. Ils mettent clairement en évidence le fait que seul l'e�ort normal dans lesarmatures est pertinent pour comprendre le comportement de la terre armée.Implémentant cette loi de comportement dans un code de calcul aux éléments �nis, les auteurscomparent avec un modèle dans lequel les armatures sont discrétisées (éléments de poutres)et trouvent une bonne adéquation des résultats. Shen et al. (1976) poursuivent la validationen comparant des simulations à des mesures sur ouvrage réel.Herrmann et Al-Yassin (1978) étendent la modélisation précédente pour tenir compte duglissement potentiel des armatures par rapport au sol. Pour cela, ils introduisent dans lemodèle aux éléments �nis un degré de liberté supplémentaire par n÷ud, correspondant aumouvement relatif dans la direction de renforcement des inclusions par rapport au sol. Cemouvement est couplé à celui du sol par l'intermédiaire de ressorts non linéaires (de typeélastique parfaitement plastique, la limite élastique correspondant au frottement maximalmobilisable à l'interface sol/inclusion).Dans ces deux modèles, la non linéarité du sol est prise en compte par une élasticité nonlinéaire (modèle de Duncan), les calculs sont faits pas à pas. Modi�ant le modèle de Harrisonet Gerrard (1972), Gerrard (1982) retrouve les résultats de Romstad et al. (1976), et les étendau renforcement multidirectionnel.Plus récemment, Jommi et al. (1995) traitent par homogénéisation un multicouche sol/géo-textile. Négligeant le glissement d'interface, ils établissent en déformation plane des relations



4. Les modèles de matériau équivalent 31de continuité entre les deux couches pour certaines composantes des tenseurs de contrainteset de déformations. Identi�ant la puissance de déformation macroscopique, ils obtiennentle comportement élastique tangent du milieu équivalent. Ils comparent numériquement lesrésultats obtenus par le modèle avec ceux obtenus par une approche directe dans laquelle lesnappes de géotextile et le sol sont discrétisés séparément, et concluent à un bon accord.L'ensemble de ces modèles pêche par la prise en compte discutable des non linéarités dusol. Les auteurs font souvent référence à la nécessité d'introduire un comportement élasto-plastique, pour éviter notamment l'apparition de traction en certains points du massif. Nousn'avons pas trouvé de références développant cette idée. Il semble par ailleurs que ces modèlesn'aient eu aucune portée en France.4.1.2 Tunnels boulonnésDans le domaine des tunnels, Wullschläger et Natau (1983) déterminent par voie expérimentalele comportement élastique du matériau � roche boulonnée �, de même que la cohésion etl'angle de frottement apparent. Ces caractéristiques sont ensuite introduites dans un code decalcul aux éléments �nis en élasto-plasticité. L'analyse de leurs résultats (Greuell, 1993) esttout à fait concordante, dans le domaine élastique, avec les modèles de terre armée.De manière indépendante, des modèles rhéologiques ont été proposés pour les massifs frac-turés (Gerrard et Pande, 1985) puis étendu à la prise en compte du boulonnage (Sharmaet Pande, 1988; Chen et Egger, 1999). Le matériau � roche+joints+boulons � est modélisépar un ensemble de ressorts, patins et amortisseurs. Le tenseur des contraintes se décomposeadditivement entre la roche fracturée et les boulons à proportion des fractions volumiquesrespectives (systèmes rhéologiques en parallèle). La roche et les joints sont modélisés par deuxsystèmes placés en série, c'est à dire subissant la même contrainte pour des déformationsdi�érentes. Le comportement de la roche seule est élasto-viscoplastique. Les expressions sca-laires déduites de l'analyse du modèle rhéologique sont transposées tensoriellement au castridimensionnel. Le modèle est implémenté dans un code de calcul aux éléments �nis.S'il est séduisant par sa généralité, ce modèle est postulé sans aucune autre justi�cationque sa maniabilité. De plus, l'identi�cation des paramètres à introduire peut être délicate.Cependant, il conduit à une décomposition additive du tenseur des contraintes entre la rocheet les boulons, propriété que l'on retrouve dans les modèles obtenus par homogénéisationdiscutés ci-après (section 4.3).4.1.3 Fondations profondesLes travaux utilisant une approche � matériau composite � pour modéliser la zone d'implan-tation des pieux sont assez limités. Le concept de pieu équivalent (equivalent pier en anglais) àl'ensemble du groupe de pieux est cependant assez ancien (Poulos et Davis, 1980). Le module



32 Chapitre 1. Introduction bibliographiqued'Young équivalent est simplement donné par la loi des mélanges. La taille de ce pieu est celledu cylindre équivalent à la zone renforcée.Deux types d'applications sont alors possibles : on peut utiliser simplement les résultats analy-tiques concernant un pieu isolé avec ces caractéristiques équivalentes (Randolph, 1994). Danscette optique, seule une estimation du tassement moyen du groupe de pieux est accessible(selon la longueur des pieux, un avatar de cette méthode est la dé�nition d'un radier équi-valent, en vue d'utiliser les résultats disponibles pour les fondations super�cielles). On peutégalement utiliser ce raisonnement pour remplacer un grand groupe de pieux par un nombreplus petit de pieux équivalents avant d'appliquer une méthode hybride (Clancy et Randolph,1996).En dehors de ces cas, l'utilisation des propriétés de matériau équivalent dans un calcul auxéléments �nis est extrêmement rare. Citons Hooper (1979), qui présente un calcul axisymé-trique dans lequel il étudie l'in�uence du nombre de pieux et de la rigidité pieu/sol sur letassement.Borsetto et al. (1991) ont fait des calculs de tassements d'aéroréfrigérants des centrales nu-cléaires de la vallée du Pô. Les pieux sont modélisés soit par des anneaux concentriqueséquivalents, soit par un milieu élastique équivalent (module d'Young longitudinal calculé parla loi des mélanges). Le code de calcul inclue le traitement de la consolidation par la théoriede Biot.Blondeau et al. (1987) rapportent la simulation des tassements d'un bâtiment de centralenucléaire fondé en partie sur une faille. L'objectif est de dimensionner le renforcement de lafaille de sorte que ses caractéristiques équivalentes conduisent à un tassement uniforme del'ouvrage. Des calculs aux éléments �nis de l'ouvrage dans lequel le � bouchon renforcé � estmodélisé par un matériau anisotrope permettent de déterminer les modules de déformationnécessaires. Un calcul simple permet de remonter à partir de ces modules à la densité et à lataille des micropieux.Ces exemples typiques de l'e�cacité de l'utilisation d'un matériau équivalent dans un calculnumérique restent encore à notre connaissance isolés par rapport aux méthodes simpli�ées.4.1.4 ConclusionLa lecture des travaux précédents permet de dégager les point communs suivants :� La présence des inclusions n'intervient que sur le module d'Young longitudinal du com-portement global. De façon duale, seuls les e�orts normaux dans les inclusions sont prisen compte.� C'est le produit de la fraction volumique des renforcements par le module d'Youngdu matériau renforçant qui intervient dans le comportement global. Celui-ci est très



4. Les modèles de matériau équivalent 33supérieur au module d'Young du sol, alors que celle-là est très petite devant 1. Leurproduit est donc en général de l'ordre de grandeur des modules élastiques du sol.� L'interprétation du modèle de Jommi et al. (1995) est à souligner : pour les auteurs,l'homogénéisation correspond à la dilution du renforcement dans tout le volume desol. Ainsi coexistent en chaque point deux particules qui interagissent par les équationsd'équilibre et de continuité. Ils soulignent l'analogie avec l'approche classique des milieuxporeux selon la théorie de Biot.4.2 Critère de ruptureDans le cadre de l'homogénéisation des milieux périodiques, de Buhan (1986) établit le critèrede rupture d'un matériau multicouche, et l'applique au calcul de stabilité d'un talus renforcéet de la capacité portante d'une fondation sur un demi-espace renforcé. Ces travaux sontpoursuivis sous forme analytique par Siad (1987) et de Buhan et Salençon (1987), et dans uncadre numérique par Abdi (1992); Abdi et al. (1994). Verzura (1993) a étendu le calcul ducritère à deux directions de renforcement orthogonales pour modéliser le matériau TexSol.Dans ces travaux, les auteurs font des comparaisons avec des expériences sur le matériauterre armée (notamment celles de Schlosser (1972), Long et Ursat (1977)) et sur la rupture demodèles réduits d'ouvrages (Legeay, 1978). Les valeurs calculées di�èrent de moins de 10%des résultats expérimentaux.Dans la même optique, de Buhan et Talercio (1991) ont déterminé un critère de rupture pourles composites à �bres longues. Leurs résultats sont similaires à ceux obtenus dans le cadrede l'analyse limite en contrainte plane par McLaughlin et Batterman (1970); Majumdar etMcLaughlin (1975). Ils font ressortir en particulier la décomposition additive du tenseur descontraintes macroscopiques en un terme associé à la matrice et un terme uniaxial associé aux�bres.La formulation du critère de rupture fait ainsi ressortir les composantes uniaxiales de tractiondans les inclusions (armature ou �l). Compte tenu des diverses validations, ce point apparaîtcentral dans toute modélisation de matériau renforcé.4.3 Modèles élasto-plastiques4.3.1 HomogénéisationDès le début des années 80, Sawicki (1981, 1983a) propose un modèle élasto-plastique dematériau multicouche. L'auteur postule la décomposition du tenseur des contraintes macro-scopiques en somme des contraintes microscopiques associées à chaque constituant, pondéréespar les fractions volumiques respectives. Il détermine le domaine d'élasticité initiale, puis décritl'écrouissage du comportement macroscopique en faisant intervenir les contraintes résiduelles.



34 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueSawicki (1983b) s'intéresse plus particulièrement à la terre armée, et particularise le tenseurdes contraintes associé au renforcement à une contribution uniaxiale. Par un modèle rigide-plastique, il obtient une évaluation de la capacité portante d'un massif renforcé. Des extensionsde ce modèle et de nombreuses applications ont été données par l'auteur dans les annéessuivantes, on peut en trouver une revue dans Sawicki (1998). Il est à noter que les résultatsrecoupent souvent ceux donnés par l'homogénéisation en calcul à la rupture mentionnés ci-dessus.Dans la lignée des travaux de Le Nizerhy (1976), des modèles élasto-plastiques obtenus parhomogénéisation périodique d'un multicouche sont également donnés par El Omri et Sidoro�(1991); El Omri (1992); Pruchnicki (1991); Pruchnicki et Shahrour (1994). Ces derniers ap-pliquent le modèle au renforcement de massifs par colonnes ballastées (voir également Pruch-nicki et Shahrour (1991)).Ces modèles multicouches ne traduisent pas correctement l'aspect uniaxial des inclusions derenforcement. Par ailleurs, leur formulation complète n'est possible que pour des critères deplasticité simples (Von Mises ou Drucker-Prager), et n'est pas adaptable à des lois plus com-plexes d'usage désormais courant en géotechnique (par exemple les modèles de type CamClay).La prise en compte d'une loi d'écoulement plastique non associée pour le sol est délicate. En�n,l'extension à plusieurs directions de renforcement semble inextricable.Dans le domaine des tunnels, Greuell (1993) reprend le critère de rupture de la roche bou-lonnée établi par de Buhan (1986) et Siad (1987) en fonction des caractéristiques de la rocheet des boulons. Il construit une loi de comportement élasto-plastique en utilisant l'élasticitédonnée par Gerrard (1982) et le critère de rupture précédent relu comme critère de plasticitéparfaite avec règle d'écoulement associée. Utilisant ce modèle, Greuell applique la méthodeconvergence-con�nement analytiquement, et e�ectue une étude paramétrique poussée de l'in-�uence du boulonnage. Bernaud et al. (1995) introduisent le critère de plasticité homogénéisédans le code de calcul aux éléments �nis Geomec (Bernaud, 1991) et corroborent les résultatsobtenus par Greuell. Des calculs axisymétriques avec activation/désactivation des élémentssont également e�ectués pour simuler le processus d'excavation. L'approximation principalede ce modèle est qu'il ne tient pas compte de l'écrouissage dans le matériau renforcé induitpar la plasti�cation non simultanée des inclusions et de la matrice. Une prise en compte del'écrouissage a été proposée par Jassionnesse (1998) dans le cas particulier d'un critère deMohr-Coulomb pour le massif.4.3.2 Modèles rhéologiquesIl est bon de mentionner une approche de type � matériau équivalent � complètement indépen-dante basée sur des modèles rhéologiques. On a déjà noté leur utilisation pour la modélisationdes massifs fracturés boulonnés (voir section 4.1.2). La modélisation du renforcement par co-lonnes ballastées a été également abordée sous cet angle par Gerrard et al. (1984) and Lee etPande (1998).



4. Les modèles de matériau équivalent 35Ces modèles mécaniquement cohérents permettent d'incorporer toutes les caractéristiques quifont défaut aux approches par homogénéisation citées plus haut. Il n'y a notamment aucunerestriction sur les lois de comportement associées à chaque constituant. Cependant, aucungarde-fou autre que la validation par des expériences ne garantit leur traduction de la réalité,et les exemples traités sont rares.4.3.3 ConclusionL'analyse des méthodes de calcul courantes nous a montré qu'elles étaient soit inadaptées (mé-thodes semi-empiriques) soit impraticables (éléments �nis) dans le cas de structures renforcéespar un grand nombre d'inclusions. Par contre, les approches de type � matériau équivalent �semblent donner des résultats prometteurs, même si elles ont été appliquées de façon trèsparcellaire dans di�érents domaines. C'est dans cette direction que s'oriente désormais cetravail.4.4 Les matériaux composites industrielsAdoptant un point de vue � matériau équivalent �, il semble naturel de s'intéresser auxtravaux concernant les composites industriels. Nous abordons ici très brièvement ce domaine,qui possède ses techniques propres et n'est pas à proprement parler au c÷ur de notre sujet.On y trouve cependant des concepts éclairant la compréhension des géocomposites.4.4.1 Caractéristiques élastiquesLa détermination des propriétés élastiques des matériaux composites à �bres longues à partirde celles de leurs constituants a fait l'objet de nombreux travaux de recherche dès le débutdes années 60, lorsque l'emploi de ceux-ci s'est fortement développé dans l'industrie. Dès cetteépoque, on trouve trois types d'approche :� une approche variationnelle (Hashin et Shtrikman, 1963; Hill, 1964) fournissant un en-cadrement des propriétés équivalentes du composite (bornes),� des modèles simpli�és donnant des estimations de ces propriétés, tels que le modèle CCA(Composite Cylinder Assemblage), (Hashin et Rosen, 1964). Dans ce modèle, en suppo-sant que les �bres sont de taille variable, mais occupant une fraction volumique constantedans tout volume élémentaire représentatif, on montre que les propriétés équivalentessont celles d'un seul cylindre composite pour lequel on possède une solution analytique.� des méthodes d'estimation en micromécanique (Zaoui, 1998). Le schéma autocohérent aété appliqué d'abord par Hill (1965) (�bre incluse dans le milieu équivalent) puis dansune version enrichie par Hermans (1967); Christensen et Lo (1979) (cylindre composite



36 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueinclus dans le milieu équivalent). On peut citer également les travaux de Tandon etWeng (1984).Ces approches, bien qu'inspirées de considérations mécaniques très di�érentes, fournissentdes résultats très proches, comme le signale Hashin (1983) dans une revue très complète dela littérature. Ainsi a-t-on par exemple identité des expressions des modules obtenus par lemodèle CCA avec les bornes inférieures d'Hashin-Shtrikman (Rammerstorfer et Böhm, 1994).4.4.2 Caractéristiques élasto-plastiquesLes composites à �bres ayant un comportement isotrope transverse, de nombreux travaux ontpour objet de déterminer un critère de plasticité anisotrope à partir des invariants du tenseurdes contraintes. Spencer (1984, 1992) passe en revue un certain nombre de modèles basés surce principe.Une autre approche suivie de façon extensive depuis les années 80 consiste à estimer lesmodules sécants du composite par les méthodes d'estimation mentionnées ci-dessus (Zhaoet Weng, 1990). Di�érents modèles ont également été proposés par Dvorak et Bahei-El-Din(1979, 1982, 1987) donnant le domaine d'élasticité initial et son évolution.4.4.3 ConclusionDe façon générale, ces modèles considèrent toujours un critère de Von Mises pour la matrice,qui est adapté pour les composites industriels, mais pas pour les géomatériaux. Les �bressont souvent supposées élastiques. En�n, les résultats ne sont jamais présentés sous une formeanalytique, ce qui rend leur implémentation dans un code de calcul délicate.Ce type d'approche est donc inadapté au sujet qui nous préoccupe. Cependant, il peut êtreintéressant d'e�ectuer a posteriori des comparaisons d'un nouveau modèle avec les nombreuxrésultats expérimentaux disponibles dans cette littérature.4.5 Les modèles multiphasiquesOn appelle classiquement théorie des mélanges les modélisations de milieux continus à plu-sieurs phases. Ces théories associent en chaque point autant de particules de matière qu'il ya de constituants dans le mélange. Le premier modèle général a été proposé par Truesdell etToupin (1960). La question des lois de comportement a suscité de nombreux travaux dansles années 60. Par ailleurs, les auteurs ont enrichi la modélisation en prenant en compte desmodèles microstructuraux pour les di�érentes particules. Bedford et Drumheller (1983) fontune revue historique remarquable des di�érentes théories et de leur domaine d'application.



4. Les modèles de matériau équivalent 37Ils constatent que nombre de travaux très techniques aboutissant à des équations constitu-tives très complexes (et requérant en particulier la détermination d'un nombre important deparamètres) sont restés sans applications.Cependant, la dernière partie de leur revue est consacrée à l'élaboration d'un modèle bipha-sique pour les matériaux composites (Bedford et Stern, 1971). Les applications visées sont lapropagation des ondes dans les composites à �bres ou strati�és, qui est très mal modélisée parun milieu continu monophasique ayant les propriétés statiques équivalentes (voir section précé-dente). Les auteurs attribuent à Postma le premier modèle de matériau composite biphasique,modèle qui utilise une cinématique unique pour les deux phases.

Fig. 1.13: Propagation d'ondes longitudinales dans un strati�é - d'après Bedford et Stern(1972)Observant un strati�é dans lequel se propage une onde longitudinale, Bedford et Stern (1972)constatent que, si le déplacement longitudinal est bien continu, la valeur moyenne dans chaquephase peut être très contrastée (voir �gure 1.13). Ils introduisent alors un modèle biphasiquedans lequel les cinématiques sont distinctes. Les équations d'équilibre sont obtenues de façonclassique, les auteurs utilisent ensuite un cadre thermodynamique pour construire les lois decomportement. Les hypothèses principales qui distinguent ce modèle de la théorie classiquedes mélanges sont les suivantes :� l'interaction entre les deux phases est limitée aux particules congruentes, c'est à direoccupant la même position géométrique dans la con�guration initiale (dans la théorieclassique des mélanges, l'interaction relie les particules ayant la même position dans lacon�guration actuelle). Ce point est dicté par l'hypothèse d'adhérence parfaite entre lescouches du strati�é (absence de délaminage).� L'énergie interne dans chaque phase ne dépend que des variables de déformation de cettephase et de la température. Cette hypothèse est liée au fait que les constituants ne sontpas aléatoirement mélangés comme c'est le cas dans les mélanges de �uides immisciblesou dans les théories de �uides à bulles.



38 Chapitre 1. Introduction bibliographiqueLes résultats pour la propagation des ondes, comparés à une approche exacte, sont remar-quables. Ils sont d'autant meilleurs que les caractéristiques élastiques des constituants sontcontrastées. Le modèle initial a été étendu dans les années 70 par les auteurs, mais toujoursdans l'optique d'une application à la propagation des ondes. On peut remarquer cependantque les travaux de Sawicki cités à la section 4.3 s'appuient de façon implicite sur une théoriedes mélanges.La mécanique des milieux poreux présentée par Coussy (1991), basée sur les travaux précur-seurs de Biot (1941, 1955) s'apparente également à une théorie des mélanges. Il s'agit d'uneapproche purement macroscopique, qui suppose la superposition en chaque point matériel dedeux particules, respectivement de squelette et de �uide. Les deux particules sont animées decinématiques distinctes, et on adopte de façon naturelle une description lagrangienne pour lesmouvements du squelette, eulérienne pour les mouvements du �uide.Récemment, un modèle multiphasique dit de matériau multicouche (M4) a été proposé parCaron (1993); Chabot (1997) pour les composites strati�és. Le nombre de couches du strati�édétermine le nombre de particules superposées en chaque point. Plusieurs variantes existentselon la précision de la description des e�orts intérieurs dans chaque couche.La théorie des mélanges conduit aux mêmes décompositions additives des contraintes que lesmodèles rhéologiques, et dans une certaine mesure les approches par homogénéisation. Cesremarques sont à la base de la génèse du modèle multiphasique de matériau renforcé présentédans ce mémoire.



5. Conclusion 395 Conclusion5.1 RécapitulatifLes aperçus bibliographiques présentés dans les sections précédentes ont permis de tirer dif-férentes conclusions, que l'on reprend ici de façon synthétique.� Du point de vue pratique, l'usage d'inclusions de renforcement s'est développé de façonconsidérable dans di�érents domaines de la géotechnique depuis une vingtaine d'années,en particulier dans l'ingénierie tunnelière et les travaux de fondations.� Les méthodes de dimensionnement classiques ont souvent du mal à traiter, soit la pré-sence même des inclusions, soit leur utilisation en grand nombre. Malgré les similitudesdans les caractéristiques du renforcement (voir section 2.5), les méthodes de calcul res-tent très spéci�ques à chaque domaine.� Le dimensionnement à la rupture des ouvrages est en général obtenu par des méthodessemi-empiriques ou des modèles mécaniques simples, utilisant parfois des hypothèsesheuristiques ad hoc. L'expérimentation et l'observation de l'existant ont permis de va-lider ces méthodes : c'est le fameux art de l'ingénieur. Ainsi s'explique le fait qu'ellessoient employées aujourd'hui couramment au détriment de modèles mécaniques plusrigoureux (calcul à la rupture, homogénéisation), qui bien qu'ayant fait leurs preuves,restent souvent cantonnées au domaine de la recherche (à la décharge des ingénieursdoit être mentionné le fait que le caractère incontournable du Réglement � français oueuropéen � limite l'application immédiate de méthodes nouvelles).� Si le dimensionnement à la rupture est globalement maîtrisé, malgré les réserves évo-quées à l'instant, il n'en va pas de même pour les calculs en déplacement : calculs deconvergence, de tassements, d'inclinaisons de parement. La méthode des éléments �niss'applique en e�et assez mal de façon directe aux ouvrages considérés, pour les raisonsévoquées à la section 3.3.2.� Bien que l'objectif de créer par le renforcement un véritable matériau composite soita�ché, les méthodes de calcul des ouvrages n'ont pas évolué dans ce sens. En particulier,les liens avec les acquis de la mécanique des composites industriels sont quasi-inexistants.� Des approches de type � matériau équivalent � ont été utilisées avec succès de façonheuristique (en élasticité) ou plus rigoureuse (en calcul à la rupture) pour résoudre uncertain nombre de problèmes. Par ailleurs, des exemples de modélisation multiphasiqueont apporté des réponses intéressantes dans des domaines très variés (milieux poreux,propagation d'ondes ou calcul des e�orts d'interface dans les composites strati�és). Dessimilitudes dans la forme des équations constitutives de di�érents modèles ont été rele-vées.



40 Chapitre 1. Introduction bibliographique5.2 Objectifs du présent travailAu vu de ces di�érentes conclusions, il est permis de penser qu'une formulation uni�ée ducomportement des matériaux renforcés par inclusions utilisés dans le génie civil est possible.Elle doit être compatible avec les résultats obtenus par les di�érents modèles de matériauéquivalent présentés jusqu'à présent.Le premier objectif de ce travail est donc la formulation complète d'un modèle multiphasiquede matériau renforcé. Sa construction par la méthode des puissances virtuelles fait l'objet duchapitre 2. Des lois de comportement sont construites en utilisant le cadre classique de lathermodynamique, et une première validation est donnée.Au chapitre 3, on s'intéresse à la manipulation analytique du modèle. Après avoir posé propre-ment les problèmes aux limites dits multiphasiques, on donne di�érentes solutions analytiquespour des géométries simples.L'utilisation du modèle multiphasique pour des problèmes réels intéressant l'ingénieur exigeque celui-ci soit applicable pour des géométries quelconques. Le recours à des méthodes nu-mériques de résolution est alors indispensable. Le chapitre 4 présente la mise en ÷uvre paréléments �nis du modèle dans le cadre élasto-plastique. Un code de calcul entièrement nou-veau, baptisé Castor (CAlcul des STructures et des Ouvrages Renforcés) a été développéspéci�quement pour exploiter les spéci�cités du modèle multiphasique.Le chapitre 5 se compose de deux parties. La première traite de la validation du code Castorpar des solutions analytiques, pour des problèmes classiques de mécanique des milieux continuset pour des problèmes multiphasiques. La deuxième présente une série de comparaisons avecd'autres méthodes publiées dans la littérature pour plusieurs types d'ouvrages.Le chapitre 6 présente deux pistes de recherche prometteuses permettant d'enrichir le modèlemultiphasique. D'une part, une extension du modèle lui-même est proposée, incluant unemodélisation plus �ne des e�orts intérieurs dans les inclusions. D'autre part, la capacité dumodèle à rendre compte d'e�ets d'échelle est justi�ée par comparaison à des calculs directsaux éléments �nis de structures renforcées simples.



Chapitre 2
Modèle multiphasique de matériaurenforcé par inclusions linéaires

Ce chapitre est consacré à la présentation exhaustive du modèle multiphasiquede matériau renforcé. Le modèle est purement macroscopique, c'est à dire qu'ilse réfère à une échelle de description où on ne distingue plus les inclusions derenforcement de la matrice environnante.La modélisation est abordée par la méthode des puissances virtuelles. Après enavoir rappelé les principes, et introduit le formalisme multiphasique, on l'appliquepas à pas pour obtenir les équations du mouvement.On s'intéresse ensuite aux lois de comportement. Se plaçant dans un cadre thermo-dynamique, on développe tout d'abord le comportement élastique. On traite ensuitede l'élasto-plasticité et du critère de rupture du milieu multiphasique.Dans chaque cas, on particularise le modèle multiphasique dans le cas de l'adhéren-ce parfaite entre les phases.Pour �nir, on apporte une première validation du modèle en le comparant avec lesrésultats d'homogénéisation des milieux périodiques, en élasticité d'une part, encalcul à la rupture d'autre part.
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1. Construction du modèle multiphasique 451 Construction du modèle multiphasique de matériau renforcé(Sudret et de Buhan, 1999a)1.1 Méthode des puissances virtuellesLes équations du mouvement d'un système mécanique sont obtenues de façon classique à partirdu principe fondamental de la dynamique. En référentiel galiléen, celui-ci exprime l'égalité dese�orts appliqués au système et des quantités d'accélération. S'il est d'application immédiatepour traiter des problèmes de corps rigides, il nécessite l'introduction d'e�orts intérieurs ausystème dans le cadre de la mécanique des corps déformables. Cette modélisation des e�ortsintérieurs doit re�éter la perception heuristique que l'on a du milieu. Elle constitue l'approcheclassique de la mécanique des milieux continus telle que la présente Cauchy dès 1822.La méthode des puissances virtuelles est une approche alternative qui fait appel à l'intuitionau niveau de la cinématique du système étudié. On en trouve une présentation générale, etson application à la modélisation du milieu continu dans Germain (1986) et Salençon (1996a,Chap. 4). Elle s'articule en plusieurs étapes que nous allons présenter brièvement.� On dé�nit tout d'abord le système mécanique étudié S et ses sous-systèmes S 0.� On dé�nit l'espace vectoriel U des mouvements virtuels (m.v) notés Û et celui desmouvements virtuels rigidi�ants (m.v.r). Les mouvements réels du système doivent êtrecontenus dans U .� On postule les expressions de la puissance virtuelle des e�orts intérieurs P 0(i) et ex-térieurs P 0(e), ainsi que celle des quantités d'accélération A0 pour tout sous-systèmeS 0.Le principe des puissances virtuelles s'énonce alors de la façon suivante :8S 0 � S ; 8 Û m.v.r ; P 0(i) (Û) = 0(2.1-a) En référentiel galiléen; 8 Û m.v ; P 0(i)(Û) + P 0(e)(Û) = A0(Û)(2.1-b)L'application successive des deux énoncés permet de préciser la forme des e�orts intérieurs,puis conduit aux équations du mouvement et aux conditions aux limites. Nous allons main-tenant appliquer la méthode à la modélisation du matériau renforcé.1.2 Description géométrique du milieu multiphasiqueOn s'intéresse à un matériau composite constitué d'un milieu continu au sein duquel on vientdisposer des inclusions de renforcement linéaires orientées selon N directions di�érentes. Onconsidère un système S de volume 
 constitué de ce matériau. Ce système est plongé dans



46 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcél'espace euclidien R3 et muni d'un repère orthonormé direct (O; ex; ey; ez). Chaque directionde renforcement est repérée par le vecteur unitaire er; r = 1; ::: N , et l'abscisse curviligne lelong de cette direction est notée sr. La �gure 2.1 résume ces notations.
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Fig. 2.1: Description géométrique du matériau renforcé (échelle microscopique)La modélisation multiphasique se formule alors de la façon suivante : à tout point matériel de
, on associe une particule de matrice et N particules de renforcement caractérisées par leurposition géométrique commune x (�gure 2.2). Ces (N + 1) particules superposées forment laparticule de milieu multiphasique. On note :d
(x) = d
m(x) [r=1;:::Nd
r(x)(2.2)
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0 erde matrice de renforcementparticule particuleFig. 2.2: Description du milieu multiphasique (une phase de renforcement)Précisons la terminologie qui va être utilisée tout au long du mémoire : l'expression matériaurenforcé désigne le matériau hétérogène à l'échelle microscopique, constitué d'une matriceet d'inclusions de renforcements occupant des domaines géométriques distincts. L'expressionmilieu multiphasique correspond au modèle de milieu équivalent devant reproduire le compor-tement mécanique du matériau réel. On parle, pour désigner ses constituants, de particules



1. Construction du modèle multiphasique 47de matrice et de particules de renforcement. On adopte de plus les dé�nitions suivantes :� On appelle phase l'ensemble des particules d'un même type. On utilisera donc les ex-pressions � phase matrice � et � phase(s) renforcement �. Toutes les quantités relativesà une phase seront désignées par une lettre minuscule et l'exposant m ou r selon le cas.� Un sous-système S 0j occupant un volume 
0 est dit monophasique s'il est constitué desseules particules de la phase j 2 fm ; r = 1; ::: Ng contenues dans 
0.� Un sous-système S 0 est dit multiphasique s'il est constitué de toutes les particules detoutes les phases contenues dans 
0.Dans le développement qui suit, on se place constamment sur la con�guration actuelle dusystème, à l'instant t. Par souci de simplicité, on omet la dépendance en temps des di�érentesgrandeurs.1.3 Mouvements virtuelsPour le milieu multiphasique, un mouvement virtuel est dé�ni par la donnée de (N+1) champsde vitesse Ûm et Û r ; fr = 1; ::: Ng associés respectivement à chaque phase. On les supposeindépendants, continus et continûment di�érentiables sur 
. On note :Û(x) = nÛm(x) ; Û r(x) ; r = 1; ::: No(2.3)L'ensemble de ces mouvements virtuels forment un espace vectoriel U , qui contient notammentles mouvements réels du système.Les mouvements virtuels rigidi�ant un sous-système monophasique S 0j sont donnés par:Û(x) = n0; ::: ; Û j(x) ; 0 ; :::o(2.4)où Û j(x) est un champ de vitesse de translation ou de rotation.Les mouvements virtuels rigidi�ant un sous-système multiphasique S 0 sont donnés par:Û(x) = nÛ(x); ::: ; Û (x)o(2.5)où Û(x) est un champ de vitesse de translation ou de rotation.1.4 Postulat des expressions des puissances virtuellesLa construction d'un modèle par la méthode des puissances virtuelles passe par le choixdes di�érentes quantités intervenant dans l'expression du P.P.V. Ces choix sont dictés parles caractéristiques mécaniques dont on souhaite rendre compte. Le modèle sera d'autant



48 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéplus riche que les expressions retenues seront complexes et dépendantes de paramètres plusnombreux.La description des e�orts intérieurs est, de ce point de vue, centrale. Nous détaillons pourchaque phase du milieu multiphasique les hypothèses retenues et les expressions correspon-dantes.1.4.1 E�orts intérieursOn fait l'hypothèse que la puissance virtuelle des e�orts intérieurs s'obtient par intégrationd'une densité volumique sur tout sous-système occupant un volume 
0. Cette densité com-prend les termes associés à chacune des phases, ainsi que les termes d'interaction entre chaquephase de renforcement et la matrice.1.4.1.1 Phase matrice Comme on l'a vu dans le chapitre introductif, les matériaux ren-forcés utilisés en géotechnique ont la particularité suivante : les inclusions de renforcementsont en très faible proportion, leur fraction volumique n'excédant pas quelques pourcents.La matrice du matériau renforcé est donc clairement un milieu continu. La modélisation de laphase matrice doit être celle d'un milieu continu de Cauchy. On postule donc classiquementque la densité de puissance virtuelle des e�orts intérieurs dépend linéairement du champ devitesse et de ses dérivées premières en x, soit:p0m(i)(Û(x)) = ��Am(x) � Ûm(x) +Bm(x) : grad Ûm(x)�(2.6)1.4.1.2 Phase renforcement Les inclusions utilisées usuellement sont linéaires et trèsélancées. Généralement disposées parallèlement à la direction principale des sollicitations (ra-dialement dans les tunnels boulonnés, verticalement pour les sols renforcés), elles vont ex-primer leur capacité de renforcement essentiellement dans la direction longitudinale. Dansla première partie de ce mémoire, on ne prend donc en compte que les e�orts de traction-compression supposés prépondérants. On néglige ainsi les e�ets de �exion et de cisaillement.L'extension à un modèle les prenant en compte sera developpée au chapitre 6, section 2.Les e�orts de traction-compression ne travaillant que dans la déformation axiale, on postulepour densité de puissance virtuelle des e�orts intérieurs une forme linéaire du champ de vitesseet de sa dérivée le long de la direction de renforcement er, soit :p0r(i)(Û(x)) = � Ar(x) � Û r(x) +Br(x) � dÛ r(x)dsr !(2.7)On note que le second terme de (2.7) peut s'écrire (er 
 Br(x)) : grad Û r(x), ce qui permetd'avoir une expression de p0r(i) homologue de celle de p0m(i).



1. Construction du modèle multiphasique 491.4.1.3 Interaction On suppose en�n que l'interaction entre chaque phase renforcementet la phase matrice est ponctuelle, c'est à dire qu'elle provient simplement de la superpositionde plusieurs particules au même point x. On postule donc l'expression :p0I(i)(Û) = � Im(x) � Ûm(x) + NXr=1 Ir(x) � Û r(x)!(2.8)On néglige toute interaction entre deux phases renforcement distinctes. Cette hypothèse estcohérente avec la disposition des inclusions dans le matériau renforcé : deux inclusions orientéesselon deux directions distinctes n'ont en e�et pas de liaison mécanique.1.4.1.4 Expression globale L'expression de la puissance virtuelle des e�orts intérieurspour un sous-système S 0 va dépendre de son caractère mono- ou multiphasique. Dans le pre-mier cas, pour un sous-système S 0j occupant un volume géométrique 
0, on intègre simplementla densité de puissance virtuelle correspondante, soit :P 0j(i)(Û) = Z
0 p0j(i)(Û) d
0(2.9)Dans le second, on somme les contributions de chaque phase et les termes d'interaction pourobtenir la forme générale :P 0(i)(Û) = �Z
0 nAm(x) � Ûm(x) +Bm(x) : grad Ûm(x)o d
0�Z
0 NXr=1 nAr(x) � Û r(x) + (er 
Br(x)) : grad Û r(x)o d
0(2.10) �Z
0 (Im(x) � Ûm(x) + NXr=1 Ir(x) � Û r(x)) d
01.4.2 E�orts extérieursPour tout sous-système monophasique S 0j occupant un domaine géométrique 
0, les e�ortsextérieurs pris en compte dans le modèle sont de trois types :� Des forces de volume correspondant à l'action à distance exercée par l'extérieur dusystème multiphasique complet S, caractérisées par une densité volumique �j(x)F j(x)indépendante du sous-système considéré.� Des e�orts de contact dé�nis sur le pourtour @
0 par une densité surfacique T j
0(x). Ilscorrespondent aux actions exercées sur S 0j par les particules de la phase j extérieures àS 0j .� Des e�orts d'interaction appliqués par les autres phases Ij(x) :



50 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéLa puissance virtuelle des e�orts extérieurs à tout sous-systèmemonophasique S 0j s'écrit donc :P 0j(e)(Û) = Z
0 �j(x)F j(x) � Û j(x) d
0 + Z@
0 T j
0(x) � Û j(x) dS0+ Z
0 Ij(x) � Û j(x) d
0(2.11)Dans le cas d'un sous-système multiphasique, les e�orts d'interaction mentionnés ci-dessus ontle statut d'e�orts intérieurs, dont l'expression de la puissance virtuelle est donnée par (2.8).De façon à être cohérent avec cette équation, on doit donc faire l'identi�cation suivante :Ij(x) = 8<:�Ir(x) si j = r�Im(x) si j = m(2.12)La puissance virtuelle des e�orts extérieurs à tout sous-système multiphasique se réduit alorsà: P 0(e)(Û) = Z
0  �m(x)Fm(x) � Ûm(x) + NXr=1 �r(x)F r(x) � Û r(x)! d
0+ Z@
0  Tm
0(x) � Ûm(x) + NXr=1 T r
0(x) � Û r(x)! dS0(2.13)
1.4.3 Quantités d'accélérationIl faut en�n dé�nir la puissance virtuelle des quantités d'accélération sur tout sous-système.On l'exprime classiquement comme intégrale de la forme linéaire suivante :A0(Û) = Z
0  �m(x) 
m(x) � Ûm(x) + NXr=1 �r(x) 
r(x) � Û r(x)! d
0(2.14)où 
j(x) désigne l'accélération de la particule de la phase j située au point x.1.5 Mise en ÷uvre du P.P.V1.5.1 Premier énoncéLe premier énoncé du principe des puissances virtuelles exprime la nullité de la puissancevirtuelle des e�orts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidi�ant un système ou un sous-système quelconque (Eq.(2.1-a)). Considérant un sous-système monophasique S 0j animé d'unmouvement de translation : Û(x) = n0; ::: ; Û j(x) = Û0 ; 0 ; :::o(2.15)



1. Construction du modèle multiphasique 51on obtient compte-tenu de (2.6) et (2.7) :8
0 � 
 ; 8 Û0 ; Z
0 Am(x) � Û0 d
0 = Z
0 Ar(x) � Û0 d
0 = 0(2.16)Par un argument classique de continuité, il en résulte que :Am(x) = 0 ; Ar(x) = 0 ; r = 1; ::: N(2.17)Considérant maintenant un mouvement virtuel de rotation dé�ni par :Û(x) = n0; ::: ; Û j(x) = 
̂0 ^ x ; 0 ; :::o(2.18)pour lequel grad Û = 
̂0 est un tenseur antisymétrique du second ordre, on obtient en repor-tant cette expression dans (2.6) et (2.7) :8
0 � 
 ; 8 
̂0 ; Z
0 Bm(x) : 
̂0 d
0 = Z
0 (er 
Br(x)) : 
̂0 d
0 = 0(2.19)Il en résulte d'une part la symétrie du tenseur Bm(x), que nous rebaptisons �m(x), d'autrepart celle de (er 
Br(x)). Cette condition permet d'écrire :Br(x) = �r(x) er ; r = 1; ::: N(2.20)Considérant �nalement un sous-système multiphasique S 0 animé d'un mouvement virtuel detranslation : Û(x) = nÛ0; ::: ; Û 0o(2.21)il résulte de (2.10) :8
0 � 
 ; 8 Û0 ; Z
0 (Im(x) + NXr=1 Ir(x)) � Û0 d
0 = 0(2.22)ce qui permet de réécrire (2.8) sous la forme :p0I(i)(Û) = � NXr=1 Ir(x) � �Û r(x)� Ûm(x)�(2.23)où l'on voit apparaître les vitesses relatives des phases renforcement par rapport à la phasematrice. Compte-tenu des équations (2.17), (2.20), (2.23), l'expression (2.10) se simpli�e �-nalement en :P 0i(Û) = �Z
0 (�m(x) : grad Ûm(x) + NXr=1 �r(x) er 
 er! : grad Û r(x)) d
0� Z
0 NXr=1 Ir(x) � �Û r(x)� Ûm(x)� d
0(2.24)



52 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé1.5.2 Second énoncéOn applique maintenant le second énoncé du principe des puissances virtuelles à des mou-vements virtuels quelconques, donnés par (2.3). En reportant (2.13), (2.14) et (2.24) dans(2.1-b), et en regroupant les cofacteurs des di�érents champs de vitesse virtuelle Û j(x), ilvient :Z
0 (��m(x) : grad Ûm(x) + "�m(x) �Fm(x)� 
m(x)�+ NXr=1 Ir(x)# � Ûm(x)) d
0+ NXr=1 Z
0 n[��r(x) er 
 er] : grad Û r(x) + ��r(x) �F r(x)� 
r(x)�� Ir(x)� � Û r(x)o d
0+ Z@
0 Tm
0(x) � Ûm(x) dS0 + NXr=1 Z@
0 T r
0(x) � Û r(x) dS0 = 0
(2.25)
L'introduction dans (2.25) de l'identité :��(x) : grad Û(x) = Û(x) � div t�(x)� div��(x) � Û(x)�(2.26)et l'application du théorème de la divergence (n(x) désignant la normale à @
0 au point x) :Z
0 div T (x) d
0 = Z@
0 T (x) � n(x) dS0(2.27)donnent alors :8S 0 � S ;8 Û 2 U ;Z
0 (div �m(x) + �m(x) �Fm(x)� 
m(x)�+ NXr=1 Ir(x)) � Ûm(x) d
0+ NXr=1 Z
0 �div (�r(x) er 
 er) + �r(x) �F r(x)� 
r(x)�� Ir(x)	 � Û r(x) d
0+ Z@
0 �Tm
0(x)� n(x) � �m(x)� � Ûm(x) dS0+ NXr=1 Z@
0 [T r
0(x)� �r(x) (n(x) � er) er] � Û r(x) dS0 = 0

(2.28)

Le raisonnement permettant d'obtenir les équations du mouvement et les conditions auxlimites est alors classique. Compte-tenu de l'indépendance des champs de vitesse constituantun mouvement virtuel Û, on peut annuler séparément les termes associés à chaque phase. Pourune phase donnée j, en considérant tout d'abord des champs de vitesse nuls sur la frontière@
0, on obtient la nullité en tout point de l'intégrande associé à l'intégrale volumique, ce quidonne l'équation du mouvement de la phase j. La nullité de l'intégrale de surface pour deschamps quelconques fournit ensuite les conditions aux limites.



1. Construction du modèle multiphasique 53On obtient donc les équations du mouvement pour le modèle multiphasique de matériaurenforcé : 8
0 � 
 ; 8x 2 
0div�m(x) + �m(x) �Fm(x)� 
m(x)�+ NXr=1 Ir(x) = 0(2.29-a) div (�r(x) er 
 er) + �r(x) �F r(x)� 
r(x)�� Ir(x) = 0 ; r = 1; ::: N(2.29-b)ainsi que les conditions aux limites :8
0 � 
 ; 8x 2 @
0Tm
0(x) = Tm(x) = �m(x) � n(x)(2.30-a) T r
0(x) = T r(x) = �r(x)(n(x) � er) er ; r = 1; ::: N(2.30-b)1.6 Interprétation mécanique du modèle. Lien avec l'échelle microscopiqueOn constate que chacune des équations du mouvement (2.29) a la forme de celles obtenuespour un milieu continu classique de Cauchy. Le tenseur �m représente les e�orts intérieurs dansla phase matrice. Il apparaît en particulier sur l'équation (2.30-a) que le vecteur contrainteappliqué à la frontière de 
0 ne dépend que de la normale à @
0 au point considéré. Parailleurs, les e�orts intérieurs d'interaction entre les phases jouent le rôle de forces volumiques.Les e�orts intérieurs dans chaque phase de renforcement sont représentés par un tenseuruniaxial, argumenté par la contrainte scalaire �r. Pour comprendre la signi�cation mécaniquede cette variable, calculons la résultante des e�orts appliqués sur une facette dS de normalen pour la seule phase de renforcement r (Figure 2.3). dR = T r dSdSdS0 n er
Fig. 2.3: Interprétation des e�orts intérieurs dans une phase renforcement



54 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéD'après (2.30-b), cette résultante vaut :dR = T r dS = �r(n � er) dS er(2.31)Soit dS0 = (n � er) dS la projection de dS sur un plan perpendiculaire à la direction derenforcement er. Il vient : dRdS0 = �r er(2.32)La contrainte scalaire �r s'interprète donc comme la résultante des e�orts de traction-compres-sion dans la phase r par unité de surface perpendiculaire à er. Du point de vue du matériauréel, �r correspond donc à la somme des e�orts normaux dans les inclusions traversant dSrapportée à la surface normale équivalente dS0.Supposant connu le champ macroscopique �r obtenu par résolution d'un problème multipha-sique, on peut réciproquement évaluer pour chaque inclusion prise individuellement l'e�ortnormal Ninc et la contrainte normale moyenne �inc dans celle-ci. Il su�t de considérer unvolume élémentaire représentatif (VER) du pavage par les inclusions (�gure 2.4-a), et de cal-culer l'e�ort normal appliqué sur sa face supérieure à l'inclusion. sinc désignant la section del'inclusion, on a simplement : Ninc = sinc � �inc(2.33)
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b - Phase renforcementFig. 2.4: Calcul de l'e�ort normal dans les inclusionsConsidérant maintenant le volume homologue du VER dans la phase renforcement du milieumultiphasique (�gure 2.4-b), on obtient comme résultante sur la face supérieure :Ninc = SVER � �r(2.34)



1. Construction du modèle multiphasique 55ou SVER désigne la section transverse du VER. Notant que �r = sincSVER est la fraction volumiquedes inclusions dans la direction er, on déduit :�inc = Nincsinc = �r�r(2.35)Ainsi la contrainte microscopique normale dans une inclusion (du matériau renforcé) et lacontrainte macroscopique partielle dans la phase r (du milieu multiphasique) sont liées parla fraction volumique �r. La modélisation multiphasique a en quelque sorte � dilué � lescontraintes des inclusions discrètes dans un continuum.1.7 Equations globales d'équilibreLes équations (2.29) et (2.30) décrivent séparément le mouvement de chacune des phases dumilieu considéré. Il est possible d'obtenir un système d'équations globales par sommationterme à terme des précédentes. Dé�nissant successivement pour tout point x :�F =Xj �j F j ; T =Xj T j ; � 
 =Xj �j 
j(2.36)et � = �m + NXr=1 �r er 
 er(2.37)il vient : 8
0 � 
; 8><>: div�(x) + �(x) (F (x)� 
(x)) = 0 8x 2 
0T (x) = �(x) � n(x) 8x 2 @
0(2.38)On reconnaît dans (2.38) les équations du mouvement et conditions aux limites obtenues pourun milieu continu de Cauchy classique. Le tenseur � dé�ni par (2.37) représente pour le milieumultiphasique le tenseur des contraintes totales, tandis que �m et �r désignent les contraintespartielles respectivement dans la matrice et dans chaque phase renforcement. On observeranotamment que les termes d'interaction entre phases n'apparaissent plus dans ces équations.L'intérêt de l'agrégation des équations d'équilibre réside pour l'instant seulement dans lefait de pouvoir retrouver, au moins formellement, les équations régissant un milieu continude Cauchy. L'utilité de cette approche apparaîtra plus clairement lors de la formulation ducomportement, traité dans la section suivante.1.8 Nécessité des lois de comportement du matériau renforcéEn appliquant la méthode des puissances virtuelles, nous avons pu déterminer les équations dumouvement du milieu multiphasique ainsi que les conditions aux limites. Nous avons distinguél'approche par phase (Eqs.(2.29)- (2.30)) de l'approche globale (Eqs.(2.38)).



56 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéComme dans le cas des milieux continus de Cauchy, les seules équations du mouvement nepermettent pas de résoudre des problèmes aux limites. Il est donc nécessaire de leur adjoindredes lois de comportement reliant les variables d'e�orts aux variables de déformation. Nousallons nous y attacher dans la section suivante.



2. Elasticité du milieu multiphasique 572 Elasticité du milieu multiphasique2.1 Hypothèse des petites perturbationsLes problèmes de géotechnique auxquels on souhaite appliquer le modèle multiphasique dematériau renforcé peuvent être traités convenablement dans le cadre de l'hypothèse des petitesperturbations. Ces hypothèses, regoupées sous le sigle (HPP) sont dé�nies par le fait qu'onpuisse identi�er les con�gurations initiale et actuelle du système(Salençon, 1996b, Chap. 8),ce qui permet de formuler les di�érentes équations d'équilibre sur la géométrie initiale. Ellesimpliquent, pour chaque phase j 2 fm ; r = 1; ::: Ng, les conditions suivantes :� les déplacements sont petits devant une longueur caractéristique L du système, ce quis'écrit k �j(x) k� L.� les transformations sont in�nitésimales, soit k grad �j(x) k� 1 .� les déplacements relatifs par rapport à la phase matrice (�r(x)��m(x)) sont petits devantune longueur caractéristique de l'échelle microscopique de description, par exemple unedimension du volume élémentaire représentatif dans le cas d'un renforcement périodique.2.2 Déformations du milieu multiphasiqueLa cinématique du milieu multiphasique est dé�nie par la donnée d'un champ de déplacementpour chacune des phases. On note �m(x) (resp. �r(x)) celui de la phase matrice (resp. phaserenforcement r).Dans le cadre HPP dé�ni plus haut, les variables de déformations pertinentes sont celles quiapparaissent en dualité des variables décrivant les e�orts intérieurs dans l'expression du travailde déformation du système. Celui-ci s'obtient, au signe près, en substituant dans l'expressionde la puissance virtuelle des e�orts intérieurs (2.24) les déplacements �j(x) aux vitesses vir-tuelles Û j(x), soit 1 :W 0d�ef(�m; �r) = Z
0 (�m : grad �m + NXr=1 �r(x) er 
 er! : grad �r) d
0+ Z
0 ( NXr=1 Ir � ��r � �m�) d
0(2.39)
En dé�nissant : "m = 12 �grad �m + tgrad �m�(2.40-a) "r = (er 
 er) : grad �r = @(�r � er)@sr(2.40-b)1. On omet dorénavant la dépendance en x des champs de façon à alléger les notations.



58 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéet compte-tenu de la symétrie du tenseur �m, il vient :W 0d�ef(�m; �r) = Z
0 �m : "m d
0 + Z
0 NXr=1 �r"r d
0 + Z
0 NXr=1 Ir � (�r � �m) d
0(2.41)Les variables de déformation du modèle sont donc le tenseur des déformations "m pour laphase matrice, la déformation axiale "r pour chaque phase de renforcement, et le déplacementrelatif �r � �m pour l'interaction de chaque phase de renforcement avec la matrice.2.3 Elasticité des phasesOn adopte ici le cadre de la thermodynamique des milieux continus pour obtenir le compor-tement élastique du milieu multiphasique, dont on peut trouver une présentation complètedans Salençon (1996b, Chap. 7). On se limite dans la suite aux problèmes isothermes.2.3.1 Postulats thermodynamiquesLe premier principe de la thermodynamique postule l'existence d'une fonction E de l'étatdu système appelée énergie interne, qui véri�e à chaque instant et pour tout sous-systèmeS 0 � S, l'équation : _E + _K = P 0(e)(U) + _Q(2.42)où K désigne l'énergie cinétique totale du sous-système, P 0(e)(U) la puissance des e�ortsextérieurs exercés sur le sous-système dans son mouvement réel, _Q le taux de chaleur reçue,et (_) la dérivation par rapport au temps.Dans toute cette section, nous considérons uniquement des sous-sytèmes 
0 multiphasiques.L'énergie cinétique totale, grandeur extensive, se calcule donc comme somme des énergiescinétiques de chaque phase, soit :K = Z
0 12�m(x) (Um(x))2 d
0 + NXr=1 Z
0 12�r(x) (U r(x))2 d
0(2.43)où U j(x) désigne le champ de vitesse réelle de la phase j 2 fm ; r = 1; ::: Ng. Sa dérivéetemporelle vaut donc :_K = Z
0 �m(x)Um(x) � 
m(x) d
0 + NXr=1 Z
0 �r(x)U r(x) � 
r(x) d
0(2.44)Cette expression n'est autre que la puissance des quantités d'accélération dans le mouvementréel (voir Eq.(2.14)), soit : _K = A0(U)(2.45)



2. Elasticité du milieu multiphasique 59D'autre part, si l'on note P 0d�ef la puissance de déformation, c'est à dire l'opposé de la puissancedes e�orts intérieurs dans le mouvement réel, le principe des puissances virtuelles (2.1-b)appliqué au mouvement réel donne :P 0(e)(U) = A0(U) + P 0d�ef = _K + P 0d�ef(2.46)En comparant les équations (2.42) et (2.46), on obtient �nalement :_E = P 0d�ef + _Q(2.47)La taux de variation d'énergie interne du système s'identi�e donc à la puissance de déformationdu système augmentée du taux de chaleur reçue.Le second principe de la thermodynamique postule l'existence d'une température absolue dusystème T , et d'une fonction d'état S appelée entropie véri�ant :_S � _QT(2.48)Introduisons les densités volumiques lagrangiennes totales d'énergie interne e, d'entropie s, etd'énergie libre 	 = e� T s, obtenues par sommation de leur valeur sur chaque phase. Avecces notations, l'équation (2.47) se réécrit, pour tout sous-système multiphasique occupant unvolume 
0 dans le cas isotherme (T = cte) :Z
0( _	 + T _s) d
0 = P 0d�ef + _Q(2.49)ou encore : P 0d�ef � Z
0 _	 d
0 = T Z
0 _s d
0 � _Q(2.50)En utilisant maintenant (2.48), il vient :P 0d�ef � Z
0 _	 d
0 � 0(2.51)Cette dernière équation, combinaison des deux principes, constitue l'inégalité de Clausius-Duhem et traduit la non-négativité de la dissipation intrinsèque dé�nie par le membre degauche.Il convient de préciser maintenant la forme de la densité d'énergie libre et la puissance dedéformation pour le milieu multiphasique. Compte tenu du cadre HPP, celle-ci s'obtient sim-plement en substituant les vitesses aux déplacements dans (2.41), soit :P 0d�ef = Z
0 �m : _"m d
0 + Z
0 NXr=1 �r _"r d
0 + Z
0 NXr=1 Ir � ( _�r � _�m) d
0(2.52)Remarque Par souci de simplicité, et conformément aux applications visées, on n'a pasdéveloppé le formalisme lié aux échanges de chaleur entre les phases. Pour une présentationthermodynamique générale de la théorie des mélanges, on pourra se reporter à Truesdell etToupin (1960) et Bedford et Stern (1972).



60 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé2.3.2 Ecriture du comportement élastiquePour expliciter le comportement élastique, on suppose que la densité d'énergie libre est ar-gumentée par les seules variables de déformations dé�nies plus haut et qu'elle se décomposeadditivement sur les di�érentes phases du système, soit :	("m; "r; �r � �m) =  m("m) + NXr=1  r("r) + NXr=1  I;r(�r � �m)(2.53)L'inégalité de Clausius-Duhem (2.51), valable pour tout sous-système multiphasique occupantun volume 
0 s'écrit alors, compte tenu de (2.52), sous la forme locale :8 ( _"m ; _"r ; _�r � _�m) ;  �m � @ m@"m ! : _"m + NXr=1 ��r � @ r@"r � � _"r+ NXr=1 �Ir � @ I;r@(�r � �m)� � ( _�r � _�m) � 0(2.54)Le comportement élastique du milieu multiphasique se traduit par la réversibilité de ses évo-lutions, c'est à dire la nullité du taux de dissipation intrinsèque volumique. Considérant suc-cessivement des évolutions pour lesquelles les � taux de déformation � ( _"m ; _"r ; _�r� _�m) sonttous nuls sauf un, il vient : �m = @ m@"m(2.55-a) �r = @ r@"r r = 1; ::: N(2.55-b) Ir = @ I;r@(�r � �m)(2.55-c)Se plaçant maintenant dans le cadre de l'élasticité linéaire, on adopte une expression qua-dratique pour chaque densité d'énergie libre. On en déduit alors les lois de comportementsuivantes, pour un état naturel initial de chaque phase :� phase matrice :  m("m) = 12 "m : am : "m ) �m = am : "m(2.56)� phase renforcement r :  r("r) = 12ar ("r)2 ) �r = ar "r(2.57)� interaction matrice/renforcement : I;r(�r � �m) = 12 (�r � �m) � CI;r � (�r � �m) ) Ir = CI;r � (�r � �m)(2.58)Le comportement élastique linéaire du milieu multiphasique est donc complètement déterminépar la donnée des comportements élastiques des phases le constituant et de leur interaction,soit un tenseur des modules élastiques am pour la matrice, une raideur scalaire pour chaquephase de renforcement ar, et des tenseurs d'interaction CI;r.



2. Elasticité du milieu multiphasique 612.3.3 Lien entre matériau renforcé et milieu multiphasiqueIl convient d'insister sur la di�érence de nature entre le comportement d'une phase du milieumultiphasique, et le comportement des matériaux constitutifs, de la même façon que l'on adistingué à la section 1.6 la contrainte normale dans une inclusion de la contrainte partielledans la phase renforcement correspondante.Pour les applications usuelles de géotechnique, la fraction volumique de renforcements �r étanttrès faible (< 1%), on identi�e les propriétés mécaniques de la phase matrice (c'est à dire am)à celles de son matériau constitutif noté ~am.Pour chaque phase renforcement, reprenant le schéma de la �gure 2.4, il est naturel d'identi�erla déformation axiale " de l'inclusion (dans un modèle � barre �) avec celle de la phaserenforcement "r. Les comportements élastiques respectifs s'écrivent alors :Ninc = Einc sinc "(2.59-a) �r = ar "r(2.59-b)ou Einc désigne le module d'Young du matériau constitutif de l'inclusion. En reportant cesvaleurs dans (2.34), il vient : ar = �r �Einc(2.60)Pour conclure, remarquons que la pertinence du modèle multiphasique pour des fractions volu-miques �r intermédiaires (typiquement 10-20%) est mise en cause de deux façons. D'une part,la représentation des e�orts dans les inclusions par un modèle uniaxial devient très approxi-mative. D'autre part, le choix du comportement de la phase matrice devient problématique.La limite d'application du modèle ne pourra être déterminée que par comparaison avec desapproches directes. On donne à la section 4.1 de ce chapitre quelques résultats d'élasticitéprécisant ce point.2.4 Comportement élastique adhérent2.4.1 Adhérence parfaite et non glissementNous avons présenté jusqu'ici le modèle multiphasique dans un cadre général. Dans cettesection, nous particularisons le modèle en introduisant une hypothèse cinématique forte, ditehypothèse d'adhérence parfaite. Elle se traduit par l'égalité des champs de déplacements detoutes les phases du milieu, soit :8x 2 
; 8 j 2 fm ; r = 1; ::: Ng; �j(x) = �(x)(2.61)Le modèle adhérent ainsi constitué va permettre de traiter notamment des problèmes dematériau renforcé pour lesquels on suppose qu'il n'y a pas de glissement à l'interface entre lamatrice et les inclusions.



62 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéInsistons ici encore sur la terminologie : l'hypothèse d'adhérence parfaite est de nature ciné-matique et se réfère au milieu multiphasique à l'échelle macroscopique. Le non glissement estune hypothèse sur le comportement de l'interface matrice/inclusion dans le matériau décrità l'échelle microscopique. Il n'y a pas d'équivalence entre ces deux hypothèses : contre touteattente, on pourra traiter par exemple, en première approximation, le cas d'un matériau su-bissant des décohésions d'interface avec le modèle adhérent. A l'inverse, on pourra égalementutiliser le modèle général dans le cas d'un matériau renforcé sans glissement d'interface pourrendre compte d'e�ets d'échelle (voir Chap. 6, section 1).2.4.2 Condition de compatibilité des déformationsCompte-tenu de l'hypothèse d'adhérence (2.61), on introduit sans ambiguïté le tenseur desdéformations totales : 2 = 12 �grad � + tgrad ��(2.62)Les variables de déformations associées à chaque phase sont alors :"m = 2(2.63)et "r = @(� � er)@sr = 2 : (er 
 er) �2rr(2.64)L'hypothèse d'adhérence parfaite se traduit donc par des relations de dépendance entre les(N + 6) composantes de la déformation � généralisée � du milieu renforcé �"m ; "r; r = 1; ::N�,et correspond donc en ce sens à l'existence de liaisons internes du � matériau multiphasique �.L'équation (2.64) traduisant en termes de déformations la liaison cinématique (2.61) est ap-pelée condition de compatibilité des déformations des di�érentes phases.2.4.3 Equations de comportement global : état initial naturelL'hypothèse d'adhérence parfaite implique la nullité des déplacements relatifs entre renforce-ments et matrice. L'équation (2.58) implique alors de façon duale que les tenseurs d'interactionCI;r prennent une valeur in�nie, la valeur des e�orts d'interaction eux-mêmes restant indéter-minée. Il est alors pertinent de décrire le mouvement du système par les équations d'équilibreglobal(2.38), qui font intervenir le tenseur des contraintes totales �. Pour pouvoir résoudredes problèmes aux limites formulés en contraintes totales, on va donc chercher à exprimer lecomportement du milieu multiphasique adhérent sous forme d'une relation entre � et 2.Les équations (2.56) et (2.57) se réécrivent, compte-tenu de (2.64) :�m = am : "m = am : 2(2.65-a) �r = ar "r = (ar er 
 er) : 2 ; r = 1; ::: N(2.65-b)



2. Elasticité du milieu multiphasique 63Introduisant ces relations dans (2.37), on obtient �nalement :� = A : 2(2.66)avec : A = am + NXr=1 ar er 
 er 
 er 
 er(2.67)A désigne le tenseur des modules élastiques total du milieu multiphasique. Il se décomposeadditivement en une contribution de la phase matrice et de chaque phase renforcement. Ilapparaît clairement que les directions er sont privilégiées, ce qui traduit le caractère anisotropedu comportement.Connaissant l'état de contraintes totales �, on peut calculer directement les contraintes par-tielles par application d'opérateurs de localisation :�m = Lm : �(2.68-a) �r = Lr : �(2.68-b)Les expressions de ces opérateurs s'obtiennent en introduisant le tenseur des complaisancestotales véri�ant : 2 = C : � ; C = �A��1(2.69)On a en e�et d'après (2.65) :�m = am : �C : �� =) Lm = am : C(2.70) �r = (ar er 
 er) : �C : �� =) Lr = (ar er 
 er) : C(2.71)Ces opérateurs vont notamment nous permettrent d'expliciter simplement le comportementélasto-plastique dans la section 3.Du point de vue énergétique, l'absence de mouvement relatif des phases supprime les termesd'interaction dans l'expression (2.53) de la densité d'énergie libre. D'après (2.56) et (2.57),elle devient simplement : 	 = 12 "m : am : "m + NXr=1 12ar ("r)2(2.72)ce qui s'écrit également, compte-tenu de (2.64) et (2.67) :	 = 12 2 : A : 2 = 12 � : C : �(2.73)On retrouve donc ici, exprimée en variables totales, la forme classique de la densité d'énergielibre d'un milieu continu élastique.



64 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé2.4.4 Cas de déformations anélastiques imposéesL'expression d'une loi de comportement globale de type (2.66) suppose que les constituantssoient pris séparément à l'état initial naturel.Dans le cas où des déformations anélastiques ("man ; "ran) (de type thermique, plastique, etc..)sont imposées indépendamment à chaque phase, il faut, pour les prendre en compte, remplacerles variables de déformation dans (2.65) par leur homologue élastique, soit :�m = am : "me = am : �"m � "man�(2.74-a) �r = ar"re = ar ("r � "ran)(2.74-b)La compatibilité géométrique des déformations totales (2.64) n'impose pas séparément celledes déformations élastiques et anélastiques. Pour s'en convaincre, il su�t de considérer parexemple le réchau�ement uniforme d'un matériau renforcé, dont les constituants ont des co-e�cients de dilatation thermique di�érents. Les déformations thermiques dans chaque phaseseront alors de façon générale incompatibles.Pour comprendre plus �nement ces mécanismes, nous allons étudier l'équilibre local d'unsystème soumis uniquement à des déformations anélastiques ("man ; "ran) incompatibles au sensde (2.64). La compatibilité géométrique des déformations totales implique l'apparition decontraintes partielles que nous notons (�m ; �r ; r = 1; ::: N). L'équilibre global (2.37) s'écritici : �m + NXr=1 �r er 
 er = 0(2.75)ce qui permet d'exprimer l'état de contraintes dans la matrice par :�m = � NXr=1 �r er 
 er(2.76)En introduisant les complaisances élastiques des matériaux constitutifs, soit cm = �am��1 etcr = 1=ar, on peut réécrire (2.74-a) sous la forme :"m = cm : �m + "man(2.77-a) "r = cr �r + "ran(2.77-b)La substitution des équations précédentes dans la condition de compatibilité géométrique(2.64) donne pour chaque phase r, compte-tenu de (2.75) et (2.76) :cr �r + "ran = (er 
 er) : "m = (er 
 er) : cm :  � NXs=1 �s es 
 es!+ (er 
 er) : "man(2.78)



2. Elasticité du milieu multiphasique 65Notant Cmrs le produit (er
 er) : cm : (es
 es), et �rs le symbole de Kroneker, on obtient alorsun système linéaire de la forme :8 r = 1; ::: N ; NXs=1 [(Cmrs + cr�rs) �s] = "man;rr � "ran(2.79)dont la solution f�r ; r = 1; ::: Ng fournit l'état de contrainte du système.Nous allons illustrer ce résultat sur l'exemple du réchau�ement d'un matériau renforcé dansune seule direction, modélisé par un milieu biphasique, et ce dans un formalisme unidimen-sionnel (Figure 2.5).
 renforcement 

matrice

a - Etat initial
"mth
"rth

�m = 0�r = 0
b - Cas non adhérent�m = ���r = � ���"mth + cm �m = "rth + cr �r

c - Cas adhérentFig. 2.5: Réchau�ement d'un milieu biphasiquePartant d'un état initial non chargé, l'accroissement de température produit une dilatationthermique di�érente dans les deux phases. En l'absence d'adhérence, chaque phase reste librede contrainte (Figure 2.5-b). Si l'on requiert l'adhérence parfaite, des contraintes autoéqui-librées �m = ��r se développent de façon à rétablir l'égalité des déformations totales. Lasolution du système (2.79) lorsque N = 1 est triviale et vaut :�r = "man;rr � "rancmrrrr + cr(2.80)



66 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéEn particulier, on remarque que �r est non nul si et seulement si les déformations thermiquessont incompatibles.Cette étude a permis de mettre en évidence la notion d'état de contraintes autoéquilibrées, quiapparaissent pour rétablir la compatibilité géométrique des déformations totales lorsque lesdéformations anélastiques sont incompatibles. Ces résultats sont valables en particulier pourles déformations d'origine plastique, et vont être exploités pour identi�er le comportementélasto-plastique adhérent.



3. Elasto-plasticité du milieu multiphasique 673 Elasto-plasticité du milieu multiphasiqueL'approche thermodynamique nous a permis de réduire l'expression du comportement élas-tique d'un milieu multiphasique à la donnée successive des comportements de la phase matrice,des phases renforcement ainsi que des interactions. Ce découplage provient fondamentalementde l'hypothèse de décomposition additivite de la densité d'énergie libre (2.53).Si nous nous intéressons maintenant à la modélisation d'un comportement non linéaire pour lemilieu multiphasique, la même approche va conduire au même découplage des comportementsnon linéaires pour chacune des phases. On va donc aborder directement les notions nécessairesà l'écriture du comportement élasto-plastique pour chaque phase. Cette présentation classiquepermet essentiellement de préciser les notations utilisées par la suite.L'apport principal de cette section se situe dans la formulation d'un comportement élasto-plastique adhérent au sens de l'hypothèse d'adhérence parfaite dé�nie à la section 2.4.1. Ontrouve une présentation détaillée de ce résultat dans de Buhan et Sudret (1999c).3.1 Elasto-plasticité de chacune des phasesLe comportement élastique présenté dans la section précédente est intimement lié à la notionde réversibilité des processus mécaniques. Il est clair que la plupart des matériaux rencontrésen géotechnique ne véri�ent pas cette propriété. Le schéma élasto-plastique permet de rendrecompte des évolutions irréversibles, lorsque celles-ci sont indépendantes du paramètre tem-porel. Initialement développé pour la modélisation des métaux, il est appliqué aujourd'huicouramment à la modélisation des géomatériaux.Nous présentons tout d'abord la théorie tridimensionnelle dans un paragraphe consacré à laphase matrice, puis le cas unidimensionnel pertinent pour les renforcements, et en�n le cas del'interaction matrice/renforcement. Le formalisme adopté reprend celui de Salençon (1994) etde de Buhan et Dormieux (1996).3.1.1 MatriceOn dé�nit tout d'abord le domaine d'élasticité Cm comme l'ensemble des états de contrainte�m à l'intérieur duquel les évolutions sont réversibles. On introduit pour ce faire une fonctionde charge fm(�m), que l'on supposera convexe de ses arguments et ne présentant pas de pointssinguliers, telle que : 8>>>>><>>>>>:fm(�m) < 0 , �m à l'intérieur de Cmfm(�m) = 0 , �m 2 @Cmfm(�m) > 0 , �m à l'extérieur(2.81)



68 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéOn appelle critère de plasticité la condition fm = 0. Le domaine élastique est supposé ici �xe,c'est à dire indépendant de l'histoire du chargement du matériau. On parle alors de plasticitéparfaite.Après avoir précisé à quel moment on quitte le domaine élastique, il convient de dé�nir l'évolu-tion des déformations irréversibles. On décompose classiquement le tenseur des déformationsen une partie élastique et une partie plastique :"m = "me + "mp(2.82)Les déformations élastiques sont reliées aux contraintes par le tenseur des complaisancesélastiques, soit : "me = cm : �m(2.83)ou inversement : �m = am : �"m � "mp �(2.84)Les déformations plastiques se calculent de façon incrémentale. A partir d'un état de contrainte�m situé à la frontière de Cm, et pour un taux d'accroissement _�m, deux situations peuventse présenter :� il y a décharge si : @fm@�m : _�m < 0(2.85)Dans ce cas, le taux de déformation associée à _�m est purement élastique et l'on a donc_"mp = 0� il y a charge si : @fm@�m : _�m � 0(2.86)Dans le cas de la plasticité parfaite, il ne peut y avoir qu'égalité dans l'équation (2.86)du fait de l'invariance du domaine d'élasticité. Cette égalité prend le nom de conditionde cohérence. La déformation plastique associée s'écrit alors :_"mp = _�m @fm@�m(2.87)Cette équation est dite règle de normalité ou règle d'écoulement associée au sens oùla direction de la déformation plastique est normale au domaine d'élasticité Cm. Lemultiplicateur plastique _�m doit être positif ou nul.



3. Elasto-plasticité du milieu multiphasique 69La règle de normalité est une conséquence du principe du travail plastique maximal énoncépar Hill (1950). Ce principe n'est pas valable pour certains géomatériaux, en particulier lessables. On introduit dans ce cas un potentiel plastique gm(�m) et une règle d'écoulement ditenon associée qui remplace (2.87) et s'écrit :_"mp = _�m @gm@�m ; _�m � 0(2.88)Pour résumer, les équations régissant une évolution élasto-plastique peuvent s'écrire sousforme condensée : _�m = am : � _"m � _"mp �(2.89-a) _"mp = _�m @gm@�m(2.89-b) _�m � 0 ; fm(�m) � 0 ; _�m fm(�m) = 0(2.89-c)L'équation (2.89-c), qui apparaît dans les problèmes d'optimisation convexe, porte le nom deconditions de Kuhn-Tucker (Faurre, 1991, Chap. 2).Les fonctions de charge et potentiels plastiques couramment utilisés dépendent du matériauconstitutif de la matrice. On aura l'occasion de revenir sur ce point dans les applications.3.1.2 RenforcementLes e�orts intérieurs pour une phase renforcement r sont représentés par une contrainte sca-laire �r. Dans le cas où le comportement des renforcements est parfaitement plastique, ledomaine d'élasticité Cr correspondant est donc de la forme :�r 2 Cr , ��r� � �r � �r+(2.90)Dans cette expression, �r+ désigne la résistance à la traction des renforcements, et ��r� larésistance à la compression. On peut dé�nir une fonction de charge associée à Cr par :f r(�r) = max(��r� � �r ; �r � �r+)(2.91)La déformation totale est décomposée additivement en une partie élastique et une partieplastique sous la forme : "r = "re + "rp(2.92)où l'on a de façon équivalente :"re = cr �r ; �r = ar �"r � "rp�(2.93)L'évolution des déformations plastiques s'écrit alors très simplement. Pour un état de contrain-te véri�ant le critère de plasticité, on a forcément �r = ��r� ou �r = �r+. La dérivée du critèref r valant alors �1, il vient : _�r = 0 ; _"rp = _"r(2.94)



70 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé3.1.3 InteractionLes e�orts d'interaction appliqués par une phase renforcement r sur la phase matrice sontreprésentés par une densité volumique Ir. La variable cinématique duale est le déplacementrelatif de la phase renforcement par rapport à la phase matrice, que l'on note pour simpli�er :�r(x) = �r(x)� �m(x)(2.95)Formellement, l'interaction se traite comme un comportement d'interface entre deux solides.Pour chaque phase r, on dé�nit donc le domaine d'élasticité d'interaction par :Ir 2 CI;r , f I;r (Ir) � 0(2.96)Le déplacement relatif est décomposé en une partie réversible �re et une partie irréversible �rp.D'après (2.58), la première est reliée linéairement à Ir par :Ir = CI;r � �re(2.97)tandis que la seconde s'obtient par : �rp = _�I;r @f I;r@Ir(2.98)3.2 Comportement élasto-plastique adhérentNous plaçant dans l'hypothèse de l'adhérence parfaite, nous nous intéressons ici à la formula-tion d'une loi de comportement élasto-plastique globale pour le milieu multiphasique à partirde la donnée des lois de chaque phase. Pour simpli�er la présentation, on se limite dans cettesection à une seule direction de renforcement er (N = 1).3.2.1 Décomposition de la déformation totaleConsidérons l'évolution élasto-plastique d'un système S soumis à un chargement �, de sorteque l'état d'équilibre soit caractérisé par les contraintes partielles (�m ; �r) et les déformationsplastiques ("mp ; "rp).Du point de vue de l'état �nal, l'évolution du système peut être décomposée en une étape pu-rement élastique sous chargement � suivie de l'application des seules déformations plastiques("mp ; "rp) (Figure 2.6). Les contraintes partielles dans chaque phase sont donc obtenues parsuperposition des résultats d'un calcul élastique à partir d'un état initial naturel, relevant dela section 2.4.3, et d'un calcul à déformations imposées relevant de la section 2.4.4, soit :�m = �mel + �m(2.99-a) �r = �rel + �r(2.99-b)



3. Elasto-plasticité du milieu multiphasique 71�mel ; �rel"mp = 0; "rp = 0
�m; �r"mp ; "rp

Calculélastique "mp ; "rpDéformations imposées
Calcul élastoplastique Etat �nal

�
�Etat naturel�m = 0 ; �r = 0

Fig. 2.6: Décomposition locale de l'évolution élasto-plastiqueReprenant le formalisme des opérateurs de localisation, on a d'après (2.68) :�mel = Lm : �(2.100-a) �rel = Lr : �(2.100-b)La déformation totale 2 s'écrit alors :2 = "m = cm : �m + "mp= cm : Lm : � + cm : �m + "mp= C : � + cm : �m + "mp(2.101)On peut donc décomposer additivement la déformation totale en une partie réversible 2e, li-néaire en � et qui s'annule lorsqu'on e�ectue une décharge (� �! 0), et une partie irréversible2p qui vaut : 2p = cm : �m + "mp(2.102)Cette déformation plastique totale est la somme de la déformation plastique dans la matriceet de la déformation élastique associée à �m. Les e�orts intérieurs (�m ; �r) sont par ailleursautoéquilibrés (Eq.(2.75)). Ils ont ici le statut de contraintes résiduelles, puisqu'ils représententles e�orts dans le système après décharge (�mel = 0 ; �rel = 0). On peut poser :�r = �(2.103-a) �m = �� er 
 er(2.103-b)



72 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéou l'on a d'après (2.80) : � = "mp;rr � "rpcmrrrr + cr(2.104)Ces contraintes résiduelles permettent d'assurer la compatibilité géométrique des déformationstotales lorsque les déformations plastiques de chaque phase sont incompatibles, notammentlorsqu'il y a plasticité dans une seule des phases.Compte tenu de (2.99), (2.100) et (2.103), l'expression de la localisation des contraintes s'écrit�nalement dans le cas élasto-plastique :�m(� ; �) = Lm : �� � er 
 er(2.105-a) �r(� ; �) = Lr : � + �(2.105-b)3.2.2 Critère de plasticité et écrouissageForts de ces préliminaires, nous allons pouvoir dé�nir maintenant un critère de plasticitéglobal. Pour une valeur donnée du paramètre �, qui contrôle l'état de contraintes résiduelles, ledomaine d'élasticité est dé�ni par l'ensemble des états de contrainte �, tels que les contraintespartielles associées par (2.105) véri�ent respectivement leur critère de plasticité propre (voirEqs.(2.81),(2.91)).On adopte donc la dé�nition suivante pour le critère de plasticité global du matériau renforcéadhérent : F (� ; �) = Max�fm�Lm : �� � er 
 er� ; f r �Lr : � + ���(2.106)On voit sur cette expression que le domaine d'élasticité actuel dé�ni par F (� ; �) � 0 estpiloté par �, que l'on identi�e donc comme paramètre d'écrouissage. La �gure 2.7 donne unereprésentation du domaine � associé au critère F dans l'espace des contraintes généralisées��	 � f�g = R6 � R. Le domaine d'élasticité initial (resp. actuel) est la section de � parl'hyperplan d'équation � = 0 (resp. � = �0).3.2.3 Energie bloquée et dissipation plastiqueNous présentons dans ce paragraphe quelques résultats liés à l'analyse thermodynamique ducomportement élasto-plastique adhérent. Le lecteur se reportera à l'Annexe B pour le détaildes raisonnements.On montre que la densité d'énergie libre totale 	, somme des contributions de la phase matriceet de la phase renforcement, peut s'exprimer en variables totales sous la forme :	 = 12 � : C : � + U(�)(2.107)
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� �

�ij

�kl
Domained'élasticitéactuelF �� ; � = �0� � 0

Domained'élasticitéinitial F �� ; � = 0� � 0
�0

Fig. 2.7: Domaine d'élasticité généralisé � dans l'espace ��	� f�gElle est donc la somme d'un terme dépendant uniquement de �, récupérable au cours d'unedécharge, et d'un terme U(�), quadratique en �, appelé énergie bloquée. Ce terme correspond àl'énergie élastique associée aux contraintes résiduelles dans les phases matrice et renforcement.Il est non récupérable au cours d'une décharge et traduit l'écrouissage du matériau.Reprenant l'inégalité de Clausius-Duhem, on montre que le taux de dissipation intrinsèquevolumique D se met sous la forme :D = � : _2 � _	 = � : _2p + � _�(2.108)ou � s'interprète comme la variable d'écrouissage associée au paramètre �, et vaut :� = "rp � "mp;rr(2.109)c'est à dire la di�érence entre la déformation plastique de la phase renforcement et celle de lamatrice selon la direction er.On établit en�n une équivalence, du point de vue dissipatif, entre l'approche par phase etl'approche globale du matériau renforcé sous la forme :D = �m : _"mp + �r _"rp = � : _2p + � _�(2.110)Le membre de gauche représente la dissipation plastique des deux phases, qui sont séparémentparfaitement plastiques, alors que le membre de droite montre au niveau global un termed'écrouissage régi par le couple (� ; �) des force et variable d'écrouissage.



74 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé3.2.4 Vers un modèle élasto-plastique standard généraliséNous avons jusqu'ici dé�ni le critère global de plasticité pour le milieu multiphasique adhérentet mis en évidence son caractère écrouissable. Il convient de préciser maintenant la forme dela règle d'écoulement.Pour cela, on exprime tout d'abord le principe du travail plastique maximal en contraintestotales. Etant donnés deux états de contraintes généralisés (� ; �) et ( �� ; ��) appartenant audomaine � et un couple de déformations généralisées ( _2p ; _�) associées à un taux de contraintes_�, on montre (Annexe B, section 2) :8 ( �� ; ��) 2 �; (�� ��) : _2p + (�� ��) _� � 0(2.111)Le premier membre s'interprète comme le produit scalaire des deux vecteurs (�� �� ; �� ��)et ( _2p; _�) dans l'espace vectoriel R6 � R de dimension 7. � _2p ; _��� �
�ij

�kl F �� ; � = �0� � 0� �� ; ��� �0 �� ; ��
Fig. 2.8: Représentation schématique du principe du travail plastique maximal généraliséLa positivité de ce produit scalaire permet alors le raisonnement suivant :� Si (� ; �) est intérieur au domaine �, c'est à dire véri�e F (� ; �) < 0, le vecteur(�� �� ; �� ��) peut avoir une orientation quelconque. Il en résulte que le vecteur ( _2p; _�)est nul. L'évolution est donc purement élastique, ce qui est cohérent avec la dé�nitionde la fonction de charge F .� Si (� ; �) se situe sur la frontière @�, les orientations admissibles pour (�� �� ; � � ��)sont situées en deça de l'hyperplan tangent à � en (� ; �), comme le montre la �gure 2.8.Il s'ensuit que le vecteur ( _2p; _�) a pour direction la normale extérieure à @� au pointconsidéré.



3. Elasto-plasticité du milieu multiphasique 75Ces deux situations se résument de la façon suivante :( _2p; _�) = _� @F (� ; �)@ (� ; �) avec 8<: _� = 0 si F (� ; �) < 0_� > 0 si F = _F = 0(2.112)Cette règle de normalité généralisée permet à la fois le calcul du taux de déformation plastiqueet de la loi d'écrouissage. La loi de comportement globale du milieu multiphasique est doncde type standard généralisé (Halphen et Nguyen, 1975).Il est possible de préciser l'expression du multiplicateur plastique _� dans le cas où il est nonnul, c'est à dire lorsqu'il y a charge. Partant d'un état de contraintes généralisé (� ; �) situésur la frontière du domaine �, le critère F (� ; �) = 0 doit être véri�é continûment, ce quis'exprime par la condition de cohérence :_F = @F@� : _� + @F@� _� = 0(2.113)La loi d'évolution de l'écrouissage s'écrit par ailleurs d'après (2.112) :_� = _�@F@�(2.114)Dé�nissant le module d'écrouissage M = (cmrrrr + cr)�1, on déduit alors de (2.104) et (2.109) :_� = �M _� = � _�M@F@�(2.115)Le multiplicateur plastique _� s'obtient alors en combinant (2.113) et (2.115) :_� = 1M @F@� : _��@F@� �2(2.116)Il dépend donc linéairement du chargement (taux de contraintes _�) et des dérivées partiellesdu critère F .La détermination du multiplicateur plastique achève la description du comportement élasto-plastique adhérent.3.2.5 Conclusion et généralisationPartant d'un comportement élastique parfaitement plastique pour les deux phases, nous avonsobtenu une loi de comportement globale de type standard généralisé à un paramètre d'écrouis-sage.La loi d'écrouissage est déduite directement du calcul et n'a donc pas à être introduite exnihilo. Comme le montrera l'étude analytique d'un exemple (annexe E au chapitre 3), cette



76 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéloi n'est ni de type isotrope, ni de type cinématique. On voit donc tout l'intérêt de l'approchemultiphasique.Les raisonnements ayant permis de dé�nir la loi élasto-plastique adhérente dans le cas d'unrenforcement unidirectionnel se généralisent aisément à un nombre quelconque N de di-rections. On obtient un comportement standard généralisé à N paramètres d'écrouissage(�r; r = 1; ::: N). Ceux-ci se calculent à chaque instant en résolvant un système linéaire detype (2.79), où le second membre contient les déformations plastiques des di�érentes phases.3.3 Critère de rupture du milieu multiphasique adhérentAyant déterminé le comportement élasto-plastique global, il est naturel de s'intéresser à larupture du milieu multiphasique. On dé�nit le critère de rupture global Srup par l'ensembledes états de contrainte � pour lesquels se produit un écoulement plastique libre, c'est à direune déformation plastique non nulle sous charge constante, soit :_2p = _� @F@� 6= 0 et _� = 0(2.117)Se limitant à une seule direction de renforcement, on montre dans l'annexe C que deux mé-canismes de rupture par écoulement plastique sont possibles. On résume ici les principauxrésultats (�gure 2.9).� Soit la phase matrice seule plasti�e, tandis que la phase renforcement reste élastique. Lesous-ensemble Smrup de Srup associé à ce mécanisme est, dans l'espace à six dimensionsdes contraintes ��	, un cylindre de génératrices parallèles à er
er, de longueur �r++�r�,s'appuyant sur la courbe C0 dé�nie comme suit : Cm désignant le domaine d'élasticitéde la phase matrice, C0 est l'ensemble des points de la frontière @Cm pour lesquelsla normale extérieure est perpendiculaire à la direction er 
 er, c'est à dire tels que@fm=@�mrr = 0.� Soit les deux phases sont plasti�ées. La contrainte dans la phase renforcement vaut alors�r+ ou ��r�. Les sous-ensembles de Srup associés à ce mécanisme sont respectivementdé�nis par : S+rup = �� ; fm(�� �r+ er 
 er) = 0 ; @fm=@�mrr > 0	(2.118)si la phase renforcement plasti�e en traction, et :S�rup = �� ; fm(� + �r� er 
 er) = 0 ; @fm=@�mrr < 0	(2.119)si la phase renforcement plasti�e en compression.
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Fig. 2.9: Critère de rupture du milieu multiphasique dans l'espace des contraintes ��	On montre qu'il n'est pas possible d'avoir une rupture par écoulement plastique de la phaserenforcement seule. Finalement, le domaine de rupture Srup représenté sur la �gure 2.9 estdonné par la réunion : Srup = Smrup [ S+rup [ S�rup(2.120)Il peut être interprété comme la frontière de l'enveloppe des domaines translatés du domaineCm le long de la direction er 
 er d'une quantité � 2 [��r� ; �r+]. Il peut donc être redé�ni,dans l'espace des contraintes totales � par :Srup = @ Crup(2.121)avec : Crup = �� =9� 2 [��r� ; �r+] ; fm(�� � er 
 er) � 0	(2.122)On montre alors immédiatement que le critère de rupture F rup(�) dé�ni par :� 2 Crup () F rup(�) � 0(2.123)peut se mettre sous la forme :F rup(�) = min��r�����r+ fm(�� � er 
 er)(2.124)



78 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé4 Validation du modèle en élasticité et calcul à la ruptureComme on l'a souligné à plusieurs reprises, le modèle multiphasique est de nature purementmacroscopique. On a fait un premier lien avec l'échelle microscopique en interprétant lescontraintes partielles qui apparaîssent naturellement dans le modèle (section 1.6). On a eurecours à un raisonnement du même type pour relier la rigidité de la phase renforcement aumodule d'Young de son matériau constitutif (section 2.3.3).Dans la présente section, on confronte plus précisément le modèle avec les résultats obtenus pardes méthodes de changement d'échelle micro/macro. On s'appuie sur l'exemple de l'élasticitédes composites à �bres, puis sur les travaux d'homogénéisation en calcul à la rupture.4.1 Validation en élasticitéLes composites à �bres longues, dont l'étude du comportement élastique a fait l'objet denombreux travaux, correspondent à une seule direction de renforcement. Ils vont donc êtrereprésentés dans notre modélisation par un milieu biphasique adhérent. Avant d'e�ectuer descomparaisons avec la littérature, on commence par expliciter le comportement élastique de cemilieu, dans le cas d'un comportement isotrope de la phase matrice.4.1.1 Modules élastiques du milieu biphasique adhérent à matrice isotrope4.1.1.1 Généralités On rappelle l'expression du tenseur des modules élastiques global(2.67) dans le cas général : A = am + NXr=1 ar er 
 er 
 er 
 er(2.125)Le comportement isotrope de la phase matrice est entièrement dé�ni par ses coe�cients deLamé �m et Gm : am = �m 1
 1+ 2Gm 1(2.126)Si la direction de renforcement unique est repérée par le vecteur unitaire ex, on a donc, ennotant Er � ar la rigidité de la phase renforcement :A = �m 1
 1+ 2Gm 1+Er ex 
 ex 
 ex 
 ex(2.127)4.1.1.2 Notations matricielles Pour préciser ce comportement global, et suivant Le-maitre et Chaboche (1985), on adopte une notation matricielle. A tout tenseur symétriqued'ordre 2, on associe le vecteur de ses composantes dans un repère orthonormé (O; ex; ey; ez).Notant { les vecteurs colonne et t{ les vecteurs ligne, on pose :�  ! t� = f�xx ; �yy ; �zz ; �xy ; �yz ; �xzg(2.128)



4. Validation du modèle en élasticité et calcul à la rupture 79Pour le tenseur des déformations, on choisit la représentation :"  ! t" = f"xx ; "yy ; "zz ; 2 "xy ; 2 "yz ; 2 "xzg(2.129)On conserve ainsi l'expression de l'énergie sous la forme du produit matriciel (noté �) suivant :� : " � t� � "(2.130)Dans ce formalisme matriciel, on associe au tenseur des modules élastiques du quatrième ordreA une matrice carrée D symétrique de dimension 6, appelée par abus de langage matriced'élasticité de sorte que : � = A : "  ! � = D � "(2.131)4.1.1.3 Identi�cation du comportement élastique La matrice d'élasticité déduite del'expression tensorielle (2.127) s'écrit pour le milieu biphasique :
D =

266666666666666664
�m + 2Gm +Er �m �m 0 0 0�m �m + 2Gm �m 0 0 0�m �m �m + 2Gm 0 0 00 0 0 Gm 0 00 0 0 0 Gm 00 0 0 0 0 Gm

377777777777777775(2.132)
Elle ne di�ère de celle d'un comportement élastique isotrope que pas la présence du termeEr en position (1; 1). Pour caractériser l'orthotropie du milieu biphasique, il est commodede calculer le tenseur des complaisances élastiques C = A�1. Pour écrire sa représentationmatricielle D�1, on introduit le module d'Young Em et le coe�cient de Poisson �m de laphase matrice : �m = �mEm(1 + �m)(1� 2 �m) Gm = Em2 (1 + �m)(2.133)Il vient alors :
D�1 =

266666666666666664
1Em+Er � �mEm+Er � �mEm+Er 0 0 0� �mEm+Er 1+Er (1��2m)=EmEm+Er ��m (1+Er(1+�m)=Em)Em+Er 0 0 0� �mEm+Er ��m (1+Er(1+�m)=Em)Em+Er 1+Er (1��2m)=EmEm+Er 0 0 00 0 0 2 (1+�m)Em 0 00 0 0 0 2 (1+�m)Em 00 0 0 0 0 2 (1+�m)Em

377777777777777775
(2.134)



80 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéIl apparaît ainsi que le comportement du milieu biphasique à matrice isotrope est isotropetransverse autour de l'axe ex. Les cinq coe�cients caractérisant classiquement ce compor-tement ne dépendent ici que des trois paramètres Em; Er et �m. On identi�e les modulesd'Young longitudinal et transverse :EL = Em +Er ; ET = Em +Er1 + ErEm (1� �2m)(2.135)et un module de cisaillement unique (longitudinal et transverse), qui est celui de la phasematrice seule : GL = GT = Gm = Em2 (1 + �m)(2.136)Le module de compression transverse noté k est également celui de la matrice seule :k = �m +Gm = km(2.137)et les coe�cients de Poisson longitudinal et transverse valent :�L = �m ; �T = �m Em + (1 + �m)ErEm + (1� �2m)Er(2.138)
4.1.2 Confrontation des résultats4.1.2.1 Rappel des modules élastiques équivalents Comme on l'a noté dans le cha-pitre introductif, la recherche des propriétés équivalentes des matériaux composites, notam-ment ceux renforcés par �bres longues a fait l'objet de recherches constantes depuis les an-nées 60. On s'intéresse ici simplement aux modules élastiques équivalents donnés par le modèleCCA (Hashin et Rosen, 1964), voir chapitre 1 section 4.4.1.Dans la comparaison qui suit, on utilise les expressions sous la forme analytique donnée parHashin (1983). On reprend, avec nos notations les formules (3.2.6)-(3.2.9), (3.2.13) et (3.2.18)de cet article. Pour chaque quantité, on utilise l'exposant m (resp. f ) pour se référer au ma-tériau constitutif de la matrice (resp. de la �bre). On utilise l'exposant � pour désigner lemodule � équivalent �. Comme précédemment, on note � la fraction volumique de renforce-ment, (1 � �) celle de la matrice, E: les modules d'Young, G: les modules de cisaillement, kles modules de compression transverse, �: les coe�cients de Poisson. Avec ces notations, les



4. Validation du modèle en élasticité et calcul à la rupture 81di�érents modules s'écrivent :E�L = (1� �)Em + � Ef + 4 � (1� �)(�f � �m)21� �kf + �km + 1Gm(2.139-a) G�L = Gm + �1Gf �Gm + 1� �2Gm(2.139-b) G�T = Gm + �1Gf �Gm + 1� �2Gm km + 2Gmkm +Gm(2.139-c) k� = km + �1kf � km + 1� �km +Gm(2.139-d) ��L = (1� �) �m + � �f + � (1� �)(�f � �m)� 1km � 1kf �1� �kf + �km + 1Gm(2.139-e)On déduit �nalement les expressions du module d'Young transverse E�T et du coe�cientde Poisson transverse ��T par les formules générales valables pour tout matériau isotropetransverse : 4E�T = 1G�T + 1k� + 4 ��L2E�L(2.140-a) ��T = E�T2G�T � 1(2.140-b)4.1.2.2 Principe de la comparaison Le modèle multiphasique a été spécialement for-mulé pour des matériaux composites rencontrés en génie civil, pour lesquels la fraction volu-mique de renforcement � est très faible tandis que les caractéristiques mécaniques du matériaurenforçant sont très grandes devant celles de la matrice (par exemple Ef � Em). On se ramèneà ce cas extrême en e�ectuant sur les formules précédentes le passage à la limite :� �! 0 ; Ef �!1 ; � Ef = Er(2.141)Pour cela, on substitue Er=� à Ef dans (2.139) - (2.140), puis on fait un développement limitéà l'ordre 1 en � des résultats (Tableau 2.1).En confrontant les valeurs du tableau à celles obtenues à la section précédente, il apparaîtque les modules élastiques du milieu biphasique adhérent sont exactement les termes d'ordre0 du développement limité des formules d'Hashin-Shtrikman 2.Remarque Les termes d'ordre 1 sont non nuls, sauf éventuellement si �m = �f . L'erreurcommise en utilisant le modèle multiphasique est donc plus faible dans cette hypothèse. Pourétendre le domaine de validité du modèle à des fractions volumiques �nies, on peut par ailleursadopter la stratégie suivante : ayant estimé par exemple les modules E�L et G�L par les formules2. On n'a pas explicité les termes d'ordre 1 pour E�T et ��T en raison de leur complexité.



82 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéModule Développement limitéE�L Em +Er + � � 2 (�f��m)21+�m � 1� EmE�T Em+Er1+ ErEm (1��2m) +O(�)G�L Gm (1 + 2 �)G�T Gm (1 + 4 �m�44 �m�3 �)k� km (1 + 2 (1 � �m) ���L �m � 2 (1 � �m)(�f � �m) ���T �m Em+(1+�m)ErEm+(1��2m)Er +O(�)Tab. 2.1: Modèle CCA (Hashin, 1983) - Modules élastiques à l'ordre 1 en �d'Hashin-Shtrikman, on déduit successivement les paramètres à introduire dans le modèlemultiphasique comme suit : Er = � Ef(2.142-a) Em = E�L �Er(2.142-b) �m = Em2G�L � 1(2.142-c)4.1.2.3 Résultats complémentaires La comparaison précédente s'appuie sur des ré-sultats généraux d'élasticité des matériaux composites. Parallèlement à ces travaux, dans ledomaine du renforcement des sols, Gerrard (1982) introduit à partir d'hypothèses heuristiquesun comportement macroscopique du matériau � sol renforcé �. Il étudie un sol orthotrope ren-forcé par des plaques ou des bandes dans une, deux ou trois directions perpendiculaires entreelles, et confondues avec les directions d'orthotropie du sol.Les modules d'Young longitudinaux dans chaque direction, ainsi que les di�érents coe�cientssont explicités (Equation (13) de l'article). Les valeurs sont strictement identiques aux modulesobtenus pour un milieu multiphasique renforcé dans trois directions orthogonales. NotantKxEm ; Ky Em ; Kz Em les rigidités de chaque phase de renforcement, on a précisément :Ex = Em 1 +Kx +Ky +Kz + (1� �2m) (KxKy +KxKz +KyKz) + (1� 2 �m)(1 + �m)2KxKyKz1 + (1� �2m) (Ky +Kz) + (1� 2 �m)(1 + �m)2KyKz(2.143)ainsi que Ey et Ez par permutation circulaire des indices x ; y ; z.Il convient également de rappeler les résultats de Greuell (1993). Utilisant une approchevariationnelle sur une cellule de base soumise à une contrainte uniforme, Greuell encadrerigoureusement le module de cisaillement longitudinal macroscopique et montre que les deux



4. Validation du modèle en élasticité et calcul à la rupture 83bornes tendent vers la même valeur (celui de la matrice seule) lorsqu'on e�ectue le passage àla limite (2.141).4.1.2.4 Conclusion Les comparaisons que l'on vient de passer en revue montrent quele comportement élastique du modèle multiphasique reproduit plusieurs résultats classiquesobtenus par di�érentes méthodes. Elles montrent également que l'approximation faite est dupremier ordre en la fraction volumique de renforcement �. Les valeurs habituelles de � étant del'ordre du pourcent dans les ouvrages de géotechnique, on valide ainsi le modèle multiphasiquepour ces applications.Par ailleurs, le caractère tensoriel du tenseur des modules élastiques global (2.67) fournitun résultat plus général, permettant notamment de traiter de réseaux d'inclusions ayant descaractéristiques di�érentes dans chaque direction, ce qui conduit à un comportement globaltotalement anisotrope.4.2 Validation en calcul à la ruptureComme on l'a vu dans le chapitre introductif, les idées sous-tendant le modèle multiphasiqueproviennent pour partie des résultats d'homogénéisation en calcul à la rupture. Dans cettesection, nous rappelons tout d'abord les principes de cette approche puis, dans le cas descomposites à �bres longues, la forme du critère de rupture homogénéisé. Nous comparonsensuite ce résultat à celui obtenu pour le milieu multiphasique.4.2.1 Homogénéisation en calcul à la ruptureL'homogénéisation des milieux à structures périodiques a été initialement abordé dans lecadre non linéaire par Suquet (1982, 1983) et de Buhan (1986), auxquels on se reportera pourune présentation détaillée. Ces auteurs montrent que la détermination du critère de rupturehomogénéisé se fait par la résolution d'un problème de calcul à la rupture sur une cellulede base représentative de la périodicité de la structure. Dans le cas de composites à �bres,une cellule de base A typique est schématisée sur la �gure 2.10, et on note Am (resp. Af ) levolume géométrique occupé par la matrice (resp. la �bre).On désigne par G(x) le domaine de résistance du matériau constitutif au point x 2 A, supposéconstant et noté Gm (resp. Gf ) dans la matrice (resp. la �bre). Le critère de résistance dechaque matériau est une fonction scalaire telle que :� 2 Gj () f j(�) � 0 ; j = m; f(2.144)Avec ces notations, le domaine de résistance macroscopique Ghom est dé�ni comme l'ensembledes champs de contrainte � qui sont moyenne sur la cellule de base de champs �(x) stati-quement admissibles et appartenant en tout point au domaine de résistance local, ce que l'on



84 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcéAfAm
Fig. 2.10: Cellule de base A typique pour les composites à �bresécrit : Ghom = �� =< � >A ; � � n antipériodique, div� = 0�(x) 2 G(x) 8x 2 A	(2.145)4.2.2 Critère de résistance pour les composites à �bresLa détermination exacte de Ghom étant impossible, on peut l'encadrer en utilisant successi-vement une approche statique et une approche cinématique (Salençon, 1983). Choisissant deschamps de contrainte constants par morceaux dans la cellule (ef désigne un vecteur unitairecolinéaire à la direction des �bres) :�(x) = 8<:�m 8x 2 Am;�m + �f ef 
 ef 8x 2 Af(2.146)de Buhan et Talercio (1988) dé�nissent un minorant Ghoms � Ghom par :Ghoms = n� =< � >A= �m + � �f ef 
 ef ; �m 2 Gm ; �m + �f ef 
 ef 2 Gfo(2.147)Lorsque la fraction volumique de �bre � tend vers 0 et que simultanément le domaine derésistance de la �bre croît :Gf = 1� ~Gf ; � �! 0 ; ~Gf constant(2.148)de Buhan et Talercio (1991) montrent que :lim�!0Ghoms = lim�!0Ghom(2.149)



4. Validation du modèle en élasticité et calcul à la rupture 85Cette limite notée Ghomo s'explicite sous la forme :Ghomo = n� = �m + �f ef 
 ef ; �m 2 Gm ; �f 2 [~�f� ; ~�f+]o(2.150)où ~�f+ (resp. ~�f�) désigne la résistance en traction (resp. compression) par unité de surfacetransverse du réseau de �bres. Le critère de résistance associé à ce domaine peut se mettresous la forme commode :F homo (�) = min~�f���f�~�f+ �fm(�� �f ef 
 ef )�(2.151)Le domaine de résistance Ghomo ainsi obtenu par passage à la limite est a priori valide seulementpour une très faible fraction volumique �. Notant �j� les résistances en traction et compressionsimple du matériau constitutif de la phase j = m; f , de Buhan et Talercio (1991) montrentque le domaine Go dé�ni de façon similaire par :Go = n� = �m + �f ef 
 ef ; �m 2 Gm ; �f 2 [�(�f� � �m� ) ; �(�f+ � �m+ )]o(2.152)est une borne statique valable quelle que soit la fraction volumique �.Il est par ailleurs possible de majorer Ghom par une approche cinématique. On trouvera ledétail des calculs dans de Buhan et al. (1991) et Taliercio (1992). Exploitant ces résultatsgénéraux sur l'expérience de traction simple hors axe et pour une sollicitation biaxiale endéformation plane, Taliercio montre que les bornes obtenues ci-dessus pour Ghom sont trèsproches quelle que soit la fraction volumique �, ce qui valide la dé�nition (2.152) commedomaine de résistance du composite.4.2.3 Validation du modèle multiphasiqueIl su�t de comparer le critère de rupture du milieu multiphasique (2.124) avec le critèrehomogénéisé (2.151) pour voir que leurs expressions sont strictement identiques, les paramètres~�r� et �r� ayant la même interprétation mécanique. Le formalisme multiphasique permet doncde retrouver tous les résultats obtenus par une approche de type homogénéisation, et onidenti�e Crup avec Ghomo . Cette conclusion fondamentale valide le modèle multiphasique encalcul à la rupture.Pour illustrer ce résultat, on reporte ci-dessous la validation expérimentale du critère derupture (2.151) e�ectuée par Siad (1987) à partir d'essais triaxiaux réalisés par Long et Ursat(1977). Les éprouvettes sont constituées de sable de Fontainebleau renforcé par des armaturesen aluminium d'inclinaison variable � par rapport à l'horizontale. Le mode de chargement estschématisé sur la �gure 2.11-a. Pour �2 �xé par les conditions expérimentales, on augmente�1 et on relève la valeur à la rupture. Le problème homogénéisé équivalent est représenté surla �gure 2.11-b.On représente sur la �gure 2.12 la courbe de rupture théorique donnée par l'homogénéisa-tion (et donc également le modèle multiphasique) dans le plan (�1 ; �2), sur laquelle sont
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a - Eprouvette en sable renforcé b - Matériau homogène associéFig. 2.11: Essais triaxiaux sur des éprouvettes en sable renforcé - Principe de l'expérience(d'après Siad (1987))superposés les points expérimentaux. On peut constater un très bon accord entre les résultatsexpérimentaux et le calcul.

a - � = 20o b - � = 64oFig. 2.12: Essais triaxiaux sur des éprouvettes en sable renforcé - Validation du critère derupture (d'après Siad (1987))Comme on peut le voir sur ces deux exemples, les résultats sont excellents. Siad a menéla comparaison pour toute une gamme d'angles de renforcement et d'espacement entre les



4. Validation du modèle en élasticité et calcul à la rupture 87armatures, et constate un très bon accord dans toutes les con�gurations.

a - Sollicitation uniaxiale d'un compositeverre/epoxy (d'après Tsai (1968)) b - Sollicitation uniaxiale d'un compositegraphite/epoxy (d'après Kim (1981))Fig. 2.13: Validation expérimentale du modèle multiphasique en calcul à la rupture pour lescomposites à �bres (d'après de Buhan et Talercio (1991))Le critère de rupture (2.151) a également été validé dans le domaine des composites à �bres parde Buhan et Talercio (1991). La �gure 2.13-a concerne une expérience de traction-compressionréalisée hors axe sur un composite verre/epoxy (Tsai, 1968). La �gure 2.13-b concerne le mêmeessai sur un composite graphite/epoxy (Kim, 1981). Sont représentées les limites en tractionet compression uniaxiale en fonction de l'angle � compris entre la direction des �bres et cellede la sollicitation. Le résultat analytique obtenu avec le critère de rupture Crup = Ghomo 3 etreprésenté par les courbes en trait plein reproduit parfaitement les points expérimentaux encompression (��(�)).Remarque On notera que pour obtenir la courbe de traction �+(�) correcte (traits pleins),les auteurs sont amenés à introduire un critère d'interface matrice/�bre. Pour arriver à cerésultat dans une approche multiphasique, il faudrait renoncer à l'hypothèse d'adhérenceparfaite et se donner un critère de rupture portant sur la force d'interaction entre les phases.
3. le critère de rupture de la matrice étant celui de Von Mises.



88 Chapitre 2. Modèle multiphasique de matériau renforcé5 ConclusionArrivés au terme de ce chapitre, nous avons construit un modèle mécanique cohérent ens'appuyant sur la méthode des puissances virtuelles. Utilisant un cadre thermodynamique,nous l'avons complété des nécessaires lois de comportement, élastique puis élasto-plastique.Nous avons en�n précisé le critère de rupture du milieu multiphasique naturellement associé.Pour situer ce corpus de modélisation par rapport aux travaux antérieurs, nous avons comparéles résultats donnés par le modèle avec ceux fournis par la littérature sur l'élasticité descomposites à �bres d'une part, sur leur critère de rupture d'autre part.Dans le domaine élastique, il semble que la modélisation multiphasique ne donne de bonsrésultats que pour des proportions volumiques de renforcement faibles (<10%). En calcul à larupture, le formalisme multiphasique reproduit par contre complètement les résultats obtenuspar homogénéisation, qui ont été validés expérimentalement pour des fractions volumiquesquelconques.Espérant avoir convaincu le lecteur du bien-fondé du modèle multiphasique, nous l'invitonsmaintenant à se familiariser avec son formalisme par l'étude analytique de quelques problèmes.



Chapitre 3
Solutions analytiques de problèmesmultiphasiques

Ce chapitre est consacré à la résolution analytique de problèmes pour lesquels lematériau renforcé est représenté par le modèle multiphasique.On précise d'abord la structure de ces problèmes dans le cadre de l'élasto-plasticité.On discute l'unicité des solutions et les méthodes de résolution adaptées au modèlegénéral d'une part, au modèle adhérent d'autre part.On résout ensuite successivement trois problèmes :� la compression simple en élasto-plasticité. Traité dans le cadre adhérent, ceproblème illustre les phénomènes d'écrouissage associés à la plasti�cation pro-gressive des phases d'un système multiphasique.� la compression en déformation plane. Il s'agit de mettre en ÷uvre le modèlegénéral en élasticité. On introduit la notion d'e�et de bord reliée à la densitéd'interaction entre les phases.� la convergence d'un tunnel boulonné. On utilise le modèle général en élasti-cité, et en géométrie cylindrique. On met en évidence notamment la distribu-tion classique des e�orts d'ancrage dans les boulons.
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1. Structure générale des problèmes et méthodes de résolution 931 Structure générale des problèmes et méthodes de résolution1.1 IntroductionL'objet de la mécanique des milieux continus est de déduire des sollicitations imposées à unsystème son évolution en terme de déplacements, déformations et e�orts intérieurs. Si l'évolu-tion est supposée quasi-statique, on se ramène à une succession de problèmes d'équilibre danslesquels sont négligées les forces d'inertie. Dans l'hypothèse des petites perturbations, l'écri-ture des équations de champ (équilibre local et comportement du matériau) et des conditionsaux limites dé�nit un problème bien posé.Pour les systèmes modélisés par un milieu multiphasique, la forme des équations de champet des conditions aux limites est di�érente selon qu'on traite le modèle général ou le modèleadhérent.On présente dans cette section la structure de ces deux types de problèmes en se limitant àl'hypothèse des petites perturbations qui permet de raisonner sur une con�guration géomé-trique �xe donnée. On discute ensuite, dans chaque cas, l'unicité de la solution et les méthodesde résolution adaptées.1.2 Problème d'élasticité - modèle adhérentDans le cadre de l'hypothèse d'adhérence parfaite, toutes les phases ont le même champ dedéplacement �. On dé�nit alors les variables de déformation totale 2 et de contrainte totale �,de façon à pouvoir se ramener formellement aux équations du milieu continu classique (chap.2, section 1.7).1.2.1 Forme des sollicitationsL'évolution étant supposée quasi-statique, les sollicitations appliquées à un système S occu-pant un volume 
 sont de deux types (Salençon, 1996b, chap. 8) :� des forces volumiques �(x)F (x) intervenant dans l'équation locale d'équilibre (2.38),� des conditions aux limites, correspondant à la donnée en chaque point de @
 de troiscomposantes orthogonales entre elles dans l'ensemble des six composantes des vecteurs



94 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquescontrainte T et déplacement � :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Ti(x) = T di (x) sur STi�i(x) = �di (x) sur S�iavec S�i [ STi = @
 ; i = 1; 2; 3S�i \ STi = ;(3.1)

1.2.2 Champs de contrainte statiquement admissibles et champs de déplacementcinématiquement admissiblesLa distinction entre les conditions aux limites portant sur les e�orts et celles portant sur lesdéplacements conduit à l'introduction des notions suivantes :� Un champ de contraintes totales � est dit statiquement admissible (S.A) avec les donnéesen e�ort s'il véri�e :8>>>>><>>>>>: div�(x) + �(x)F (x) = 0 8x 2 
�ij(x)nj(x) = T di (x) 8x 2 STi ; i = 1; 2; 3n(x) vecteur normal extérieur à @
 en x(3.2)� Un champ de déplacement � est dit cinématiquement admissible (C.A) avec les donnéesen déplacement s'il véri�e :8><>: �(x) continu et continûment di�érentiable,�i(x) = �di (x) 8x 2 S�i ; i = 1; 2; 3(3.3)1.2.3 Unicité de la solutionLa résolution d'un problème multiphasique 1 adhérent consiste en la détermination d'un couple�� ; �� tel que :� � est statiquement admissible au sens de (3.2),� � est cinématiquement admissible au sens de (3.3),� � et la déformation 2 associée à � sont reliées par la loi de comportement globale dumilieu multiphasique : � = A : 2(3.4)1. On entend par cette expression tout problème de mécanique comportant une modélisation multiphasiquedu matériau constitutif du système étudié.



1. Structure générale des problèmes et méthodes de résolution 95La réponse de chaque phase s'obtient ensuite comme sous-produit en écrivant d'abord lacompatibilité géométrique des déformations :8><>: "m = 2"r = 2 : er 
 er =2rr ; r = 1; :: N(3.5)puis le comportement propre de la phase considérée :8><>: �m = am : "m�r = ar "r ; r = 1; :: N(3.6)En appliquant le principe des puissances virtuelles et en utilisant la convexité de la densitéd'énergie libre  (2) (Eq.2.73), on montre que le champ � solution minimise une fonctionnelle,dite énergie potentielle sur l'espace des champs cinématiquement admissibles. La démons-tration est formellement identique à celle donnée dans Salençon (1996b, chap. 10) pour lemilieu continu de Cauchy. De cette propriété découle l'unicité de la solution du problèmemultiphasique adhérent en élasticité et en petites perturbations.1.3 Problème d'élasticité - modèle général1.3.1 Forme des sollicitationsDans le modèle multiphasique général, chaque phase a une cinématique distincte, et est régiepar des équations d'équilibre propres. Les sollicitations appliquées et les conditions aux limitesdoivent donc être explicitées indépendamment pour chaque phase.Plus précisément, les sollicitations sont classées comme à la section 1.2.1 pour chaque phasej 2 fm ; r = 1; :: Ng, chaque quantité étant maintenant indicée par j. On distingue donc :� les forces volumiques �j(x)F j(x) intervenant dans l'équation locale d'équilibre de laphase j,� les conditions aux limites, correspondant à la donnée, pour chaque phase j, et en chaquepoint de @
 de trois composantes orthogonales entre elles dans l'ensemble des six com-posantes des vecteurs contrainte T j et déplacement �j :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
T ji (x) = T d;ji (x) sur ST ji�ji (x) = �d;ji (x) sur S�jiavec S�ji [ ST ji = @
S�ji \ ST ji = ; i = 1; 2; 3 ; j 2 fm ; r = 1; :: Ng(3.7)



96 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesExemples Nous allons illustrer ces notations de façon à montrer que la complexité apparentede spéci�cation des conditions aux limites n'est pas purement formelle. Il su�t d'imaginer lecas d'une fondation constituée d'un chevêtre très rigide reliant des inclusions de renforcementplacées verticalement dans le sol, de sorte qu'il n'y ait pas de contact entre ce chevêtre etle sol (fondation � sur pilotis � schématisée sur la �gure 3.1-a). La zone renforcée étantmodélisée par un milieu multiphasique, le chargement du système se fait en imposant d'unepart un déplacement vertical en tête pour la phase renforcement, et d'autre part un vecteurcontrainte nul pour la phase matrice. Si par contre, on considère une semelle rigide reposantsur un volume de sol renforcé par micropieux, et qui est en contact avec le sol (radier de pieuxschématisé sur la �gure 3.1-b), on imposera un déplacement vertical identique pour les deuxphases.
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b - Fondation mixteFig. 3.1: Exemples de fondations sur sol renforcé
1.3.2 Champs de contrainte statiquement admissibles et champs de déplacementcinématiquement admissiblesCompte tenu de la forme de données, nous généralisons maintenant les concepts introduits en1.2.2 au cas du modèle multiphasique général.� Un ensemble de champs d'e�orts intérieurs ��m ; �r ; Ir ; r = 1; :: N� est dit statique-ment admissible avec les données en e�ort s'il véri�e :8><>: div�m(x) + �m(x)Fm(x) +PNr=1 Ir(x) = 0div (�r(x) er 
 er) + �r(x)F r � Ir = 0 ; r = 1; :: N(3.8)



1. Structure générale des problèmes et méthodes de résolution 97et 2 8><>: �jik(x)nk(x) = T d;ji (x) 8x 2 ST ji ; i = 1; 2; 3 ; j 2 fm ; r = 1; :: Ngn(x) vecteur normal extérieur à @
 en x(3.9)� Un ensemble de champs de déplacement (�j ; j 2 fm ; r = 1; :: Ng) est dit cinématique-ment admissible avec les données s'il véri�e :8><>: �j(x) continu et continûment di�érentiable;�ji (x) = �d;ji (x) 8x 2 S�ji ; i = 1; 2; 3 ; j 2 fm ; r = 1; :: Ng(3.10)
1.3.3 Unicité de la solutionAyant dé�ni les déformations de chaque phase par (2.40), la résolution d'un problème multi-phasique consiste en la détermination de champs ��j ; �m ; �r ; Ir� tels que :� ��m ; �r ; Ir� statiquement admissible au sens de (3.8) et (3.9),� (�j ; j 2 fm ; r = 1; :: Ng) cinématiquement admissible au sens de (3.10),� Les champs d'e�orts intérieurs soient associés aux champs de déformation par les loisde comportement : �m = am : "m�r = ar "r ; r = 1; :: NIr = CI;r � (�r � �m) ; r = 1; :: N(3.11)
A partir de ce formalisme, il est aisé de montrer que la solution d'un problème multiphasiqueminimise la fonctionnelle d'énergie potentielle sur l'espace des champs C.A (voir plus loin lechapitre 4, section 4). On en déduit alors l'unicité de la solution.1.4 Méthodes de résolutionS'inspirant des méthodes directes applicables au milieu continu de Cauchy (Salençon, 1996b,chap. 8), on détaille le processus de résolution des problèmes multiphasiques dans le cadreélastique, puis élasto-plastique.2. On note �r = �r er 
 er pour r = 1; :: N .



98 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques1.4.1 En élasticitéQue le modèle retenu soit adhérent ou non, la résolution s'articule de la façon suivante :� On choisit les inconnues principales du problème : champ(s) de déplacement C.A (resp.champ(s) de contrainte S.A) avec les données. Ce choix est dicté par l'intuition méca-nique, les symétries, la forme des données, etc. Selon le cas, on parle de méthode desdéplacements ou de méthode des contraintes.� Dans la méthode des déplacements, on calcule à partir du (des) champ(s) �j les dé-formations, puis les contraintes partielles associées par la (les) loi(s) de comportement.On astreint les champs obtenus à véri�er les équations d'équilibre et les conditions auxlimites en e�ort.� Dans la méthode des contraintes, on déduit inversement le(s) champ(s) de déformationdu (des) champ(s) de contrainte, et par intégration le(s) champ(s) de déplacement. Onvéri�e les conditions aux limites en déplacement, et dans le modèle général la compati-bilité géométrique des déformations entre les di�érentes phases.Dans tous les cas, le résultat d'unicité assure qu'on a la solution si toutes ces équations sontvéri�ées.1.4.2 En plasticitéSi le modèle adhérent a conduit à une simpli�cation du formalisme dans le cadre de l'élas-ticité, il n'en va pas de même en élasto-plasticité. Il su�t de se rappeler la forme complexedu critère (2.106) et des lois d'évolution (2.112) pour s'en convaincre. Si l'étude théorique ducomportement élasto-plastique global permet de mieux comprendre les phénomènes d'écrouis-sage dans le matériau renforcé, son utilisation directe n'est pas appopriée pour la résolutionde problèmes. Aussi va-t-on préférer la stratégie exposée maintenant.Ayant déterminé les paramètres de chargement du système, on commence par écrire la solutionélastique, en utilisant la démarche présentée au paragraphe 1.4.1. On traite ensuite la plasticitéde chaque phase séparément. Connaissant les contraintes partielles �j, on peut évaluer chaquecritère de plasticité f j(�j). On détermine ainsi la limite élastique du système, et le point dela phase qui plasti�e en premier au cours du chargement.On fait ensuite une hypothèse sur les phases et les domaines géométriques de ces phases quientrent en plasticité. Sur ces domaines, on écrit les lois d'évolution élasto-plastiques, c'està dire la règle d'écoulement et la condition de cohérence, et ce dans le formalisme de laphase considérée. Sur les domaines complémentaires, les lois élastiques sont encore valables.On obtient ainsi un système di�érentiel sur chaque domaine, que l'on résout à l'aide desconditions aux limites et de continuité des solutions entre les domaines. On véri�e a posteriori



1. Structure générale des problèmes et méthodes de résolution 99la validité des hypothèses, notamment en s'assurant de la positivité du (des) multiplicateur(s)plastique(s).1.4.3 ConclusionPour résumer, les méthodes de résolution classiques pour les milieux continus se transposentau milieu multiphasique sur chaque phase. Comme on le verra plus loin, cette remarquefondamentale est à l'origine de l'algorithme de résolution numérique en plasticité (chapitre 4,section 3.3.2).La combinaison des équations conduit ici à des systèmes di�érentiels couplés, au lieu deséquations habituelles de Navier ou Beltrami (Salençon, 1996b, chap. 8).Il est intéressant de comparer ici une approche par homogénéisation au modèle multiphasique.Utilisant la première, Bernaud et al. (1995) déterminent un critère de rupture équivalentpour le matériau renforcé, utilisé ensuite comme critère de plasticité. La di�culté dans larésolution d'un problème aux limites se situe au niveau de l'exploitation de ce critère dontl'expression est en pratique relativement complexe. Par contre, le formalisme et les méthodesde résolution sont ceux du milieu continu. Dans le cadre multiphasique, la di�culté se retrouvenon dans le comportement, mais dans le couplage des équations. Celles-ci sont par contre plussimples à écrire séparément, puisqu'elles font intervenir un comportement de phase plus facileà expliciter.Après avoir donné un cadre permettant de bien poser les problèmes multiphasiques, nousallons appliquer les méthodes décrites dans cette section à la résolution analytique de quelquesproblèmes. La solution de ces problèmes servira de référence pour la validation des méthodesnumériques (chapitre 5). De façon à illustrer les di�érentes démarches, nous avons retenu desproblèmes adhérents ou non, dans le cadre élastique ou élasto-plastique. Chacune des troissections suivantes est consacrée à un problème type.



100 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques2 Comportement élasto-plastique en compression simple d'uneéprouvette renforcéeComme première application du modèle multiphasique, on traite dans cette section le problèmede la compression simple. On travaille dans le cadre de l'adhérence parfaite en élasto-plasticité.2.1 Position du problème2.1.1 Géométrie et matériauOn considère une éprouvette cylindrique homogène de hauteur H reposant sans frottementsur le plan horizontal y = 0 (surface S0). Sa face supérieure SH est en contact sans frottementavec un plateau rigide imposant un déplacement vertical ��(t) ; �(t) � 0 (�gure 3.2).
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Fig. 3.2: Compression simple d'une éprouvette renforcéeLe matériau constitutif de l'éprouvette est un composite renforcé dans une seule directioner, que l'on prendra successivement égale à ey (compression longitudinale) puis ex (compres-sion transverse). Il est modélisé par un milieu biphasique dont les caractéristiques sont lessuivantes :� la phase matrice est élastique parfaitement plastique. L'élasticité isotrope est représentéepar le module d'Young Em et le coe�cient de Poisson �. Le critère de plasticité retenuest celui de Von Mises. Notant sm le déviateur du tenseur �m et J2 le second invariant :sm = �m � 13 tr�m 1 ; J2 = 12 sm : sm = 12 k sm k2(3.12)



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 101on écrit le critère sous la forme :fm(�m) =p3 J2 � �mo =r32 k sm k ��mo(3.13)Le paramètre �mo est alors la limite en traction-compression simple de la phase matrice.� La phase renforcement est élastique parfaitement plastique. Sa rigidité est notée Er,sa limite en traction compression �ro. On rappelle que ces quantités sont obtenues enmultipliant la fraction volumique des inclusions respectivement par le module d'Younget la limite en traction du matériau de renforcement. Le critère de plasticité s'écritsimplement : f r(�r) = j�rj � �ro(3.14)2.1.2 Chargement et conditions aux limitesConformément à la description faite en 1.2.1, les sollicitations sont les suivantes :� les forces volumiques sont nulles : �(x)F (x) = 0.� Le contact est sans frottement sur S0 et SH . T = � � n désignant le vecteur contraintesur une facette de normale n, ces conditions s'écrivent :T (y = 0) � ex = T (y = 0) � ez = T (y = H) � ex = T (y = H) � ez = 0(3.15)La normale à S0 et SH valant respectivement �ey, il vient :�xy = �yz = 0 pour y = 0 et y = H(3.16)� La surface Slat est libre de contrainte :�(x) � n = 0 pour x 2 Slat ; n 2 (Oxz)(3.17)� Les déplacements imposés s'écrivent :�y = 0 sur S0 ; �y = �� sur SH(3.18)2.2 Renforcement longitudinal2.2.1 Evolution élastiqueDans cette section, on choisit er = ey. Compte tenu de l'homogénéité de l'éprouvette et duchoix des conditions aux limites, on recherche la solution du problème en contrainte totale sous



102 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesla forme d'un champ uniaxial constant � = �� ey 
 ey qui est bien statiquement admissibleavec (3.16),(3.17). La décomposition sur les phases impose :� = (�m + �r) ey 
 ey = �� ey 
 ey(3.19)L'élasticité de la phase matrice donne le tenseur des déformations :2 = "m = 1 + �Em �m � �Em tr�m 1(3.20)soit : 2 = ��� �rEm �ey 
 ey � � (ex 
 ex + ez 
 ez)�(3.21)Celle de la phase renforcement donne alors :�r = Er "r = Er 2yy= ErEm (��� �r)(3.22)De (3.22) et (3.19), on déduit les contraintes partielles de compression :�m = � EmEr +Em �(3.23-a) �r = � ErEr +Em �(3.23-b)et de (3.21) le tenseur des déformations :2 = ��Em +Er �ey 
 ey � � (ex 
 ex + ez 
 ez)�(3.24)Ce champ étant constant, on l'intègre directement, avec les conditions aux limites (3.18) pourobtenir le champ de déplacement :�(x) = 2 � x= ��Em +Er �y ey � � (x ex + zez)�(3.25)Cette dernière équation permet de relier le déplacement du plateau �� à la contrainte totale�� : �Em +Er = �H = � 2yy(3.26)Remarque Les résultats sont similaires à ceux obtenus pour un essai de compression surmatériau non renforcé. On constate de plus ici que les contraintes partielles sont répartiesproportionnellement à la rigidité de chaque phase. La courbe de chargement (�=H ; �) estlinéaire, et on peut identi�er le module d'Young longitudinal global du matériau renforcé :EL = Em +Er(3.27)



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 1032.2.2 Evolution élastoplastiqueOn doit tout d'abord déterminer la limite d'élasticité du système et la phase qui plasti�e enpremier 3. Pour cela, on évalue le critère de plasticité global (2.106) :F (�) = max �fm(�m) ; f r(�r)	= max � EmEm +Er �� �mo ; ErEm +Er �� �ro�(3.28)La limite d'élasticité est donc :�el = min ��mo Em +ErEm ; �ro Em +ErEr �(3.29)Elle est atteinte pour une déformation axiale :�H = min � �moEm ; �roEr�(3.30)Selon les valeurs relatives des rapports précédents, c'est la phase renforcement ou la phasematrice qui plasti�e d'abord. Le chargement étant poursuivi de façon monotone ( _� > 0), onsuppose que la phase pour laquelle le critère est saturé reste plastique tandis que l'autre resteélastique. On envisage successivement les deux possibilités de première plasti�cation.2.2.2.1 Phase renforcement plasti�ée D'après (3.30), sa limite en compression estatteinte pour �=H = �ro=Er. Pour _� > 0 on a donc :�r = ��ro(3.31-a) �m = ��+ �ro(3.31-b)Par ailleurs, la phase matrice reste élastique, d'où :2 = ��+ �roEm �ey 
 ey � � (ex 
 ex + ez 
 ez)�(3.32)Se rappelant que 2yy= ��=H, cette dernière égalité fournit la courbe de compression sous laforme : � = Em �H + �ro(3.33)On obtient la déformation plastique en écrivant ensuite le comportement de la phase renfor-cement : �r = Er ("r � "rp) = ��ro avec "r =2yy(3.34)soit : "rp = �ro � 1Em + 1Er�� �Em(3.35)Comme _"rp = _�r @f r@�r et @f r@�r = �1 dans le cas présent, on véri�e que _�r = _�Em = _�H est bienpositif tant que la compression se poursuit.3. En toute rigueur, on cherche le premier point x pour lequel le critère de plasticité est saturé. Ici, l'essaiest homogène, donc tous les points de la phase considérée atteignent simultanément la limite d'élasticité.



104 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques2.2.2.2 Phase matrice plasti�ée Elle atteint sa limite en compression pour �=H =�mo =Em. L'état mécanique du système à ce stade du chargement est dé�ni par :�m = ��mo(3.36-a) �r = � ErEm�mo(3.36-b) � = �el = �mo Em +ErEm(3.36-c) 2 = � �moEm �ey 
 ey � � (ex 
 ex + ez 
 ez)�(3.36-d)Cet ensemble constitue l'état initial à partir duquel les équations de la plasticité s'écriventsous forme incrémentale :_2 = _"m = _"me + _"mp (Décomposition du taux de déformation)(3.37) _"me = 1 + �Em _�m � �Em tr _�m 1 (Comportement élastique)(3.38) _"mp = _�m @fm@�m = _�mp3=2 smksmk (Règle d'écoulement)(3.39) @fm@�m : _�m = 0 (Condition de cohérence)(3.40)Le caractère uniaxial de _� et donc de _�m, associée à (3.40) implique :_�m = 0 ; _� = � _�r(3.41)La contrainte partielle dans la phase matrice reste constante et égale à �mo . Celle de la phaserenforcement vaut donc : �r = ��+ �mo(3.42)En terme de déformation, on déduit successivement de (3.38) puis (3.37) :_"me = 0 ; _2 = _"mp ; _"r = _"mp;yy(3.43)Compte tenu de la forme (3.13) du critère, la règle d'écoulement (3.39) donne par ailleursaprès simpli�cation : _2 = _"mp = _�m ��ey 
 ey + 12(ex 
 ex + ez 
 ez)�(3.44)On tire alors de l'élasticité de la phase renforcement, et de (3.43), (3.44) :_� = � _�r = Er _�m(3.45)On véri�e sur cette équation que le multiplicateur plastique _�m est toujours positif tant que lechargement est croissant ( _� > 0). L'intégration de (3.45) compte tenu des conditions initiales(3.36-c) donne : � = �mo Em +ErEm +Er �m(3.46)



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 105ce qui permet d'exprimer le multiplicateur plastique :�m = �Er � �mo ( 1Em + 1Er )(3.47)L'intégration de (3.44) avec la condition initiale (3.36-d) donne la déformation après plasti�-cation de la matrice :(3.48) 2 = � �moEm �ey 
 ey � � (ex 
 ex + ez 
 ez)�+ � �Er � �mo ( 1Em + 1Er )� ��ey 
 ey + 12(ex 
 ex + ez 
 ez)�De cette dernière égalité découle l'expression de la courbe de chargement :� = Er �H + �mo(3.49)Remarque Après le début de la plasti�cation de la phase matrice, celle-ci subit unecontrainte uniaxiale constante ��mo . Tout incrément de chargement � est repris par la phaserenforcement. On reconnaît sur (3.48) la somme de la déformation élastique constante, et dela déformation plastique fonction a�ne de �.2.2.3 Rupture par écoulement plastique libreDans chacun des cas que l'on vient de traiter, la solution est valable tant que la phase supposéeélastique le reste e�ectivement. Si la phase renforcement a plasti�é la première, la solution(3.31-b) reste valable tant que fm(�m) � 0, soit :� � �mo + �ro(3.50)Si c'est d'abord la phase matrice, la solution (3.42) reste valable tant que f r(�r) � 0, ce quiconduit au même résultat. On montre alors dans les deux cas qu'il y a écoulement plastiquelibre des deux phases.2.2.4 Récapitulatif des résultats et interprétationLa �gure 3.3 représente la courbe de compression longitudinale du matériau renforcé dansles deux cas étudiés. Le comportement est d'abord élastique, le module d'Young longitudinalglobal valant Em +Er. Pour un écrasement critique �=H = min f�mo =Em ; �ro=Erg, une desdeux phases plasti�e en tout point. La courbe de compression s'in�échit, le module d'Youngtangent valant celui de la phase restée élastique. Pour �=H = max f�mo =Em ; �ro=Erg, ladeuxième phase plasti�e et il y a écoulement plastique libre du composite. La charge limitevaut � = �mo + �ro, c'est à dire la somme des limites en compression des deux phases.L'état mécanique du système étant homogène, la courbe de compression peut également s'in-terpréter comme le comportement élasto-plastique du composite en chaque point. Le phéno-mène d'écrouissage traité de façon théorique au chapitre 2, section 3.2 apparaît ici clairement.



106 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques��m0 + �r0�r0 �Em + ErEr �
�r0Er �m0Em �H�r0Er < �m0EmEm + Er

Em

a - Faible renforcement

�� ��m0 + �r0
�r0Er�m0Em �HEm + Er �r0Er > �m0EmEr�m0 �Em + ErEm �

b - Fort renforcementFig. 3.3: Courbes de compression longitudinaleOn a porté sur la �gure 3.4 la courbe de compression précédente, et en traits pointillés lacourbe de compression obtenue par un modèle parfaitement plastique, pour lequel le critèrede rupture global calculé par une méthode d'homogénéisation est ensuite utilisé comme cri-tère de plasticité (Greuell, 1993; Greuell et al., 1994). L'approximation faite dans ce modèlese mesure donc à l'étendue de la surface grisée.
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Fig. 3.4: Mise en évidence de l'écrouissage - Compression longitudinaleRemarque Les courbes de la �gure 3.3 rappellent celle du problème classique des � troisbarres � en élasto-plasticité (Salençon, 1994, Chap. 2). La plasti�cation successive des barressollicitées en traction, séparément élastiques parfaitement plastiques, donne également uneréponse globale avec écrouissage. C'est bien, dans chaque cas, l'apparition progressive desdéformations plastiques géométriquement incompatibles qui explique ce résultat.Pour visualiser de façon complémentaire le phénomène d'écrouissage, on a étudié dans le casd'une sollicitation biaxiale les domaines d'élasticité initial D0 et actuel D� ainsi que l'évolutiondu paramètre d'écrouissage �. Les résultats sont présentés dans l'annexe E. Il apparaît ainsique D� est obtenu par intersection d'un domaine E� relatif à la plasti�cation de la phasematrice, et d'un domaine B� relatif à la plasti�cation de la phase renforcement. Chacun de ces



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 107domaines évolue de façon indépendante en fonction de �. L'écrouissage associé à l'évolutionde D� n'est ainsi ni de type cinématique ni de type isotrope. Pour le cas particulier de lacompression longitudinale traitée dans cette section, on observe clairement que le domaine D�est � entraîné � par le trajet de chargement (Salençon, 1994).2.3 Renforcement transverse2.3.1 Evolution élastiqueDans cette section, on choisit er = ex. L'état de contrainte global est toujours uniaxial, dela forme � = �� ey 
 ey. Le tenseur des contraintes partielles dans la phase matrice s'écritdonc : �m = ��r ex 
 ex �� ey 
 ey(3.51)On en déduit la déformation associée par (3.20) :2 = 1Em �[��r + � �] ex 
 ex + [� �r ��] ey 
 ey + � [�r +�] ez 
 ez�(3.52)L'élasticité de la phase renforcement s'écrit :�r = Er 2xx= ErEm (��r + � �)(3.53)En résolvant cette équation, puis en reportant dans (3.52), on obtient successivement :�r = � ErEm +Er �(3.54-a) �m = �� � � ErEm +Er ex 
 ex + ey 
 ey�(3.54-b)et : 2 = ��Em +Er �� � ex 
 ex + [1 + ErEm (1� �2)] ey 
 ey � � [1 + (1 + �) ErEm ] ez 
 ez�(3.55)On constate que par � e�et Poisson �, la phase renforcement est sollicitée en traction (�r > 0)pour une compression globale ��.Le champ de déformation étant homogène, il s'intègre trivialement pour donner le champ dedéplacement � = 2 � x. La condition à la limite (3.18) permet d'écrire ici encore :2yy= � �H(3.56)Retenant le terme ey 
 ey de (3.55), et compte tenu de (3.56), on obtient l'équation de lacourbe de compression transverse sous la forme :� = ET �H(3.57)



108 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesoù le module d'Young transverse global ET vaut :ET = Em +Er1 + ErEm (1� �2)(3.58)2.3.2 Evolution élasto-plastiquePour connaître quelle phase plasti�e en premier au cours du chargement, on évalue les critèresde plasticité (3.13), (3.14) sur l'état de contrainte (3.54). Il vient :fm(�m) =p�2 + (�r)2 � ��r � �mo= �Em +Er p(Em +Er)2 + (� Er)2 � � Er (Em +Er)� �mo(3.59)et : f r(�r) = � � ErEm +Er � �ro(3.60)La limite élastique en compression est donc :�el = min ( �mo (Em +Er)p(Em +Er)2 + (� Er)2 � � Er (Em +Er) ; �ro (Em +Er)� Er )(3.61)Pour caractériser l'évolution élasto-plastique, on distingue ensuite deux cas selon la phase quiplasti�e en premier.2.3.2.1 Phase renforcement plasti�ée La phase renforcement étant sollicitée en trac-tion, on a pour � � �el : �r = �ro(3.62-a) �m = ��ro ex 
 ex � � ey 
 ey(3.62-b)Le tenseur des déformations a la forme (3.52), où l'on a remplacé �r par �ro . On en déduitl'expression de la courbe de compression après plasti�cation de la phase renforcement :� = Em �H + � �ro(3.63)et la déformation plastique dans la phase renforcement :"rp = "r � �roEr =2xx � �roEr= � �Em � �ro � 1Em + 1Er�(3.64)



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 1092.3.2.2 Phase matrice plasti�ée A partir du point de première plasti�cation, et pourune compression � croissante, le critère fm(�m) est constamment saturé. En reportant l'étatde contrainte (3.51) dans (3.13), on voit que le couple (�r ; �) est astreint à se déplacer surune ellipse d'équation : �2 � ��r + (�r)2 � (�mo )2 = 0(3.65)On explicite maintenant les équations incrémentales (3.37)-(3.40). Le taux de contraintes'écrit : _�m = � _�r ex 
 ex � _� ey 
 ey(3.66)Le taux de déformation élastique associée vaut (voir (3.52)) :_"me = 1Em �[� _�r + � _�] ex 
 ex + [� _�r � _�] ey 
 ey + � [ _�r + _�] ez 
 ez�(3.67)Pour calculer le taux de déformation plastique (3.39), on commence par évaluer le déviateurdes contraintes :sm = 13 �[�� 2�r] ex 
 ex + [�r � 2�] ey 
 ey + [�r +�] ez 
 ez�(3.68)Le critère étant constamment saturé, on a de plus :ksmk =r23 �mo(3.69)Le taux de déformation plastique (3.39) vaut donc :_"mp = _�m2�mo �[�� 2�r] ex 
 ex + [�r � 2�] ey 
 ey + [�r +�] ez 
 ez�(3.70)On exploite ensuite l'élasticité de la phase renforcement, soit successivement :_�r = Er _2xx = Er _"mxx = Er [ _"me; xx + _"mp; xx]= Er "� _�� _�rEm + _�m2�mo (�� 2�r)#(3.71)On déduit de cette expression la valeur du multiplicateur plastique :_�m2�mo = _�r (Em +Er)� � Er _�EmEr (�� 2�r)(3.72)On exprime ensuite le taux de déformation dans la direction de compression en additionnantles contributions élastique (3.67) et plastique (3.70), et en utilisant dans cette dernière lavaleur de _�m précédente. Tous calculs faits, il reste :_2yy = � _�r � _�Em + _�r (Em +Er)� � Er _�EmEr (�� 2�r) (�r � 2�)(3.73)



110 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesA partir du point de limite d'élasticité caractérisé par �el (3.61), l'équation de la courbede compression transverse est donc donnée sous la forme di�érentielle (3.73), dans laquelle�r est implicitement relié à � par l'équation de l'ellipse (3.65). Pour résoudre, il faut doncparamétrer l'ellipse. On retient la forme suivante du paramétrage :�r = 2p3 �mo sin �(3.74-a) � = 2p3 �mo sin(� + �3 )(3.74-b)En substituant (3.74) dans (3.73), on obtient après simpli�cation :_2yy = 2p3 �moEm _��2 � cos � � cos(� + �3 ) + 2Em +ErEr cos2 �p3 sin � � cos ��(3.75)L'équation explicite de la courbe de chargement en phase élasto-plastique s'obtient donc enintégrant (3.75) à partir de la limite élastique. En ce point, la déformation vaut 2yy= �el=ETet on note �0 la valeur correspondante du paramètre. On a �nalement en coordonnées para-métriques :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
2yy = �elET + 2p3 �moEm "2 � sin � � sin(� + �3 )+Em +ErEr (34 ln tan �=2� 2 +p3tan �=2 + 2 +p3 + p3� tan �=21 + tan2 �=2 )#��0� = 2p3 �mo sin(� + �3 )(3.76)

On peut véri�er que la condition de cohérence (3.40), qui s'exprime ici sous la forme :(�� 2�r) _�r + (�r � 2�) _� = 0(3.77)est trivialement véri�ée pour le paramétrage (3.74). Par ailleurs, le multiplicateur plastique(3.72) s'exprime en fonction du paramétrage sous la forme :_�m = 2p3 �moEm _���� + Em +ErEr cos �sin(�6 � �)�(3.78)Il est donc toujours positif pour _� � 0 et � 2 [0 ; �6 ], qui est l'intervalle dans lequel on se placepuisque � � 0 et �r � 0 dans notre essai.2.3.3 Interprétation des résultatsPour illustrer les développements analytiques précédents, on représente pour di�érentes va-leurs des paramètres la courbe de compression transverse dans l'espace (� 2yy= �=H ; �),et le trajet de chargement dans l'espace (�r ; �). Reprenant le même plan qu'à la sectionprécédente, on considère deux cas selon la phase qui plasti�e la première.



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 111

�
�el Em

ET = Em+Er1+ ErEm(1��2)
� 2yy= �=Ha - Courbe de compression

�� �

�2 � �r � + (�r)2 � (�mo )2

�r

2p3 �mo

�mo =2

b - Trajet de chargement dans le plan (�r ; �)Fig. 3.5: Compression transverse - Plasti�cation de la phase renforcement en premier2.3.3.1 Phase renforcement plasti�ée On constate sur la �gure 3.5-a que l'écrouissageest peu marqué. En e�et, le module d'Young tangent (voir (3.63)) vaut Em, qui est très prochedu module d'Young transverse initial. Dans l'espace (�r ; �), la solution élastique (3.54-a) estreprésentée par une droite. La limite d'élasticité correspond à son intersection avec la droiteverticale �r = �ro. Lorsque le trajet de chargement atteint la frontière de l'ellipse, il y aécoulement plastique des deux phases. La limite en compression transverse correspond à lavaleur de � en ce point d'intersection.2.3.3.2 Phase matrice plasti�ée On représente les résultats pour deux valeurs de larésistance en traction de la phase renforcement. Dans les deux cas, la limite élastique encompression correspond à l'intersection de la droite de chargement élastique avec la frontièrede l'ellipse dans le plan (�r ; �). L'écrouissage correspond à un trajet de chargement sur lafrontière de l'ellipse, la courbe de compression ayant pour équation (3.76). Il convient dedistinguer deux situations selon la valeur relative de �ro par rapport à �mo .Pour �ro < �mo =2 (�gure 3.6), le trajet de chargement le long de l'ellipse est interrompu pour�r = �ro . Il y a alors écoulement plastique des deux phases. On remarque que l'on se trouveen deça du � sommet � de l'ellipse. La courbe de compression 3.6-a montre un point anguleuxlorsque se produit l'écoulement plastique libre.Au contraire, pour �ro > �mo =2 (�gure 3.7), la courbe de compression tend asymptôtiquementvers la valeur limite. L'abscisse 2yy (Eq.(3.76)) tend en e�et vers l'in�ni lorsque � tend vers



112 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques
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� 2yy= �=H
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ET = Em+Er1+ ErEm(1��2)

a - Courbe de compression

�� �

�2 � �r � + (�r)2 � (�mo )2

�mo =2
�r

�ro

2p3 �mo

b - Trajet de chargement dans le plan (�r ; �)Fig. 3.6: Compression transverse - Plasti�cation de la phase matrice en premier (faible résis-tance des renforcements (�ro < �mo =2))�6 , qui correspond au sommet de l'ellipse. Dans l'espace (�r ; �), le trajet de chargementne rencontre jamais la droite �r = �ro. Il y a asymptôtiquement écoulement plastique de lamatrice, tandis que les renforcements restent dans le domaine élastique. On retrouve ainsi surcet exemple les di�érents modes de rupture présentés dans un cadre général au chapitre 2,section 3.3.



2. Compression simple élasto-plastique d'une éprouvette renforcée 113

�
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ET = Em+Er1+ ErEm(1��2)

a - Courbe de compression
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b - Trajet de chargement dans le plan (�r ; �)Fig. 3.7: Compression transverse - Plasti�cation de la phase matrice en premier (forte résis-tance des renforcements (�ro > �mo =2))



114 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiques3 Compression en déformation plane (Modèle biphasique gé-néral)On s'intéresse dans cette section à la résolution du problème de compression en déformationplane d'une éprouvette constituée d'un matériau renforcé. On met ici en ÷uvre la modélisationbiphasique générale, et on se limite au comportement élastique.3.1 Position du problème3.1.1 Géométrie et matériauOn considère une éprouvette homogène, de forme parallélépipédique, de hauteur H et delargeur 2L. Elle repose sans frottement sur le plan horizontal y = 0, et est soumise à unecompression uniaxiale globale de la forme � = �� ey 
 ey par l'intermédiaire d'un plateaurigide parfaitement lisse imposant un déplacement vertical �� (�gure 3.8).
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Fig. 3.8: Compression en déformation plane d'une éprouvette renforcéeLe matériau constitutif de l'éprouvette est un composite renforcé dans la direction ex modélisépar un milieu biphasique. Contrairement à la section précédente, on ne suppose pas l'adhérenceparfaite entre les phases. On se restreint ici à la compression transverse (vis à vis de la directionde renforcement).Les caractéristiques élastiques de chaque phase sont les mêmes qu'à la section précédente (voirpage 100). On note � et � les coe�cients de Lamé de la phase matrice 4.On complète la description du comportement en précisant l'interaction entre les deux phases(Eq.(2.58)). En l'absence de forces de volume, l'équation d'équilibre de la phase renforcement(2.29-b) impose que la densité d'interaction I soit colinéaire à la direction de renforcement er.En supposant que I ne dépend que du déplacement relatif dans la direction de renforcement,4. On omet l'exposant m pour alléger les notations.



3. Compression en déformation plane 115on peut mettre la loi de comportement d'interaction sous la forme :I = cI (�rx � �mx ) ex(3.79)3.1.2 Chargement et conditions aux limitesComme on l'a vu à la section 1.3.1, il faut ici préciser les sollicitations par phase :� Il n'y a pas de forces de volume : �r(x)F r(x) = �m(x)Fm(x) = 0.� Le contact sans frottement implique �mxy = �mzy = 0 pour y = 0 et y = H.� La surface latérale est libre de contrainte, séparément pour chaque phase, d'où:�m(�L) � ex = 0 ; �r(�L) = 0(3.80)� Les déplacements imposés à chaque phase s'écrivent :�my (y = 0) = �ry(y = 0) = 0 ; �my (y = H) = �ry(y = H) = ��(3.81)3.2 RésolutionOn cherche une solution en déplacement sous la forme :�m = m(x) ex � y �H ey(3.82-a) �r = r(x) ex � y �H ey(3.82-b)Notant (:)0 la dérivation par rapport à x, les déformations associées s'écrivent :"m = m0(x) ex 
 ex � �H ey 
 ey(3.83-a) "r = r0(x)(3.83-b)On en déduit les e�orts intérieurs :�m = � �m0(x)� �H � 1+ 2� �m0(x) ex 
 ex � �H ey 
 ey�(3.84-a) �r = ar r0(x)(3.84-b) I = I ex = cI (r(x)�m(x)) ex(3.84-c)Les équations d'équilibre par phase (2.29) se simpli�ent ici en :div�m + I = 0(3.85-a) div (�r ex 
 ex)� I = 0(3.85-b)



116 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesEn substituant (3.84)dans (3.85), on aboutit au système di�érentiel :8><>: (�+ 2�)m00 + cI (r �m) = 0ar r00 � cI (r �m) = 0(3.86)Les conditions aux limites (3.80) conduisent à :m0(�L) = ��+ 2� �H(3.87-a) r0(�L) = 0(3.87-b)En sommant les équations (3.86) et en intégrant deux fois, on obtient compte tenu de (3.87) :ar r(x) + (�+ 2�)m(x) = � �H x(3.88)On a �xé pour cela la seconde constante d'intégration correspondant à un mouvement rigidi-�ant de translation horizontale à 0. En exprimant r(x) à partir de cette dernière équation, eten substituant dans (3.86), on se ramène à une seule équation di�érentielle portant sur m(x).On introduit alors la longueur caractéristique :` =s ar (�+ 2�)cI (�+ 2�+ ar)(3.89)et le paramètre adimensionnel : $ = L̀(3.90)Tous calculs faits, la solution s'écrit �nalement :m(x) = ��+ 2�+ ar �H �x+ ` ar�+ 2� sinh $x=Lcosh$ �(3.91-a) r(x) = ��+ 2�+ ar �H �x� ` sinh $x=Lcosh$ �(3.91-b)Reportant ces valeurs dans (3.84), on déduit les e�orts intérieurs. En particulier, il vient :�r(x) = ar ��+ 2�+ ar �H �1� cosh $x=Lcosh$ �(3.92)et : I(x) = �cI` ��+ 2� �H sinh $x=Lcosh$(3.93)On véri�e également que �mxx(x) = ��r(x). Ainsi, le tenseur des contraintes globales � cor-respond bien à une compression selon ey en déformation plane.
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a - Déplacements horizontaux �0:5 �0:4 �0:3 �0:2 �0:1 0:0 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5x=2L

�r(x) cI = 103N=m4cI = 104N=m4cI = 105N=m4

�r;ad = ar ��+2�+ar �H

b - Contrainte dans la phase renforcementFig. 3.9: Compression en déformation plane d'une éprouvette renforcée - Résultats3.3 RésultatsOn a représenté sur la �gure 3.9 les déplacements horizontaux des deux phases fm(x) ; r(x)get la contrainte �r(x) dans la phase renforcement.Les déplacements des deux phases sont très proches dans le noyau central de l'éprouvette.C'est en e�et le terme linéaire en x dans (3.91) qui est prépondérant. Corrélativement, lacontrainte �r est à peu près constante. Puis les courbes de déplacement s'écartent lorsqu'onapproche des bords latéraux (x = �L), et la contrainte �r tend brusquement vers la valeurnulle imposée par la condition de bord libre.On met ainsi en évidence un e�et de bord dont la dimension caractéristique est la longueur `dé�nie en (3.89), et donc directement liée à la constante d'interaction cI . Comme le montrela formule (3.89), cet e�et disparaît (` �! 0) lorsque cI �!1, qui correspond à l'hypothèsed'adhérence parfaite. En prenant la limite des formules (3.91) lorsque ` tend vers 0, on obtientun champ de déplacement noté �ad, identique pour les deux phases :�ad = � �H �� ��+ 2�+ ar x ex + y ey�(3.94)On retrouve donc ainsi la solution correspondant à l'hypothèse d'adhérence parfaite. Lese�orts intérieurs sont dans ce cas :�r;ad = ��mxx = ar ��+ 2�+ ar �H(3.95-a) �m;adyy = � �H ��+ 2�� �2�+ 2�+ ar�(3.95-b) �m;adzz = � �H � (ar + 2�)�+ 2�+ ar(3.95-c)On remarque que si la contrainte totale �xx = �mxx+�r est bien nulle sur la surface latérale de



118 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesl'éprouvette, en revanche la condition de bord libre n'est pas véri�ée séparément pour chaquephase.Reprenant les expressions (3.91), on voit que la solution générale est exactement la sommede la solution adhérente (déplacements linéaires, e�orts intérieurs constants) et de termescorrecteurs relatifs à l'e�et de bord.Pour conclure, il est intéressant de déterminer le module de compression apparent dé�ni par :ED:P = 12L Z L�L �myy(x) dx��=H(3.96)Introduisant son homologue dans le cas de l'adhérence parfaite (voir (3.95-b)) :EadD:P = �+ 2�� �2�+ 2�+ ar(3.97)on obtient après simpli�cation :ED:P = EadD:P � 2 cI `� ��+ 2�+ ar�2 tanh L=`(3.98)La prise en compte de l'élasticité d'interaction � assouplit � donc le système comme on pouvaits'y attendre.



4. Boulonnage des tunnels profonds 1194 Boulonnage des tunnels profonds (Sudret et de Buhan, 1998b)Comme on l'a montré dans le chapitre introductif, les tunnels boulonnés font partie desouvrages de géotechnique pour lesquels une modélisation multiphasique du matériau renforcéconstitutif est pertinente. De façon à obtenir des résultats analytiques, nous étudions danscette section le cas particulier d'un tunnel profond de section circulaire. Nous allons appliquerla méthode dite de convergence-con�nement, qui permet de se ramener à un problème endéformations planes. En ce qui concerne la modélisation du matériau renforcé � roche +boulons �, nous utilisons successivement le modèle multiphasique général, puis le modèleadhérent dans le cadre élastique.4.1 Position du problème4.1.1 GéométrieOn considère un tunnel cylindrique d'axe horizontal, de section circulaire de rayon R, creusédans un massif rocheux homogène. L'axe du tunnel est situé à une profondeur H très grandedevant R, de sorte qu'on peut considérer le massif environnant comme in�ni. L'état decontrainte initial du massif est supposé isotrope de la forme �0 = �P0 1, ce qui revient ànégliger la variation de contrainte géostatique entre le haut et le bas de la section. La pressionP0 correspond au poids des terres à la profondeur H. Dans toute cette section, on utilise lescoordonnées cylindriques (r ; � ; z), où (Oz) est l'axe du tunnel.4.1.2 Schéma de renforcement
R

e� er�
a - Schéma de boulonnage

AAAAA
AAAAA
AAAAA
AAAAApr �� r

boulon roche
Sb

b - Cellule représentative
e�errR�0 = �P0 1c - Modèle multiphasiqueFig. 3.10: Description géométrique du tunnelLes boulons sont mis en place de façon périodique dans le massif parallèlement à la directionradiale er (�gure 3.10-a). Notant � l'espacement angulaire entre les boulons dans le plan (r ; �)



120 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiqueset p leur distance mutuelle dans la direction z, on dé�nit la densité de boulons en paroi :db = 1p�R(3.99)Si l'on considère une cellule de base du pavage périodique (�gure 3.10-b), il est clair que lafraction volumique �r de boulons varie avec la distance radiale r. Précisément, cette quantité�r s'obtient comme le rapport de la section des boulons Sb supposée constante à la section dela cellule au point considéré, soit : �r(r) = Sbp�r = dbSbRr(3.100)La densité de renforcement décroît donc en 1=r avec la distance radiale. Cette remarquejusti�e l'approximation simpli�catrice suivante : on va supposer dans le calcul que les boulonss'étendent à l'in�ni dans le massif. Cela est cohérent avec les résultats analytiques de Greuell(1993), et ceux numériques de Bernaud et al. (1995), qui ont montré que l'in�uence de lalongueur lb des boulons est négligeable dès lors que lb > 2R.Par ailleurs, d'un point de vue pratique, le boulonnage ne peut pas être mis en place dansle massif rocheux instantanément après creusement, mais nécessite un certain délai de pose.On néglige ici ce phénomène, ce qui revient à considérer que les boulons sont en place dansle massif dès avant le creusement.4.1.3 Méthode convergence-con�nementLe passage du problème tridimensionnel incluant le front de taille du tunnel au problème endéformations planes s'e�ectue à partir du raisonnement suivant (Panet, 1995).

�c = 0 0 < �c < 1 �c = 1Pc = P0 Pc = (1� �c)P0 Pc = 0
Pc Pc
A B C

Fig. 3.11: Principe de la méthode convergence-con�nementConsidérons un état de l'ouvrage en cours de percement, et plaçons nous très en amont dufront de taille actuel (�gure 3.11, coupe A). L'état de contraintes du massif n'est pas encoreperturbé par le creusement, de sorte que la contrainte radiale �rr(r = R) vaut �P0. Plaçons



4. Boulonnage des tunnels profonds 121nous ensuite sur une section très en aval (coupe C) : la contrainte radiale à la paroi est nulle.Pour toute section intermédiaire (coupe B), l'e�et du front de taille est pris en compte parl'application sur la paroi d'une pression de soutènement �ctive notée Pc. On note :Pc = (1� �c)P0(3.101)ou �c désigne le taux de décon�nement. Longtemps avant le creusement, on a donc �c = 0.Puis �c croît progressivement de 0 à 1 lorsque le front de taille atteint puis dépasse la sectionconsidérée et �nalement s'en éloigne.Di�érents auteurs ont proposé des expressions analytiques semi-empiriques de �c en fonctionde la distance au front de taille (voir Panet (1995, Chap. 3)), à partir d'un ensemble decalculs numériques tridimensionnels en élasticité ou en élasto-plasticité. Ayant la solution duproblème bidimensionnel pour tout �c, on peut ainsi obtenir des informations en tout pointdu massif après creusement.4.2 Solution élastique - modèle généralOn s'intéresse dans cette section à la modélisation du problème par un milieu biphasiquegénéral, c'est à dire sans prendre en compte l'hypothèse d'adhérence parfaite.4.2.1 Paramètres du modèle biphasiqueCompte tenu de la faible fraction volumique de renforcement, on a�ecte à la phase matriceles propriétés élastiques de la roche, repérées par ses coe�cients de Lamé � et �. Cettehypothèse est raisonnable, puisqu'une densité d'un boulon par m2 correspond en moyenne à�r = 10�3 � 1.Conformément à la section 2.3.3 du chapitre 2, l'élasticité de la phase renforcement est donnéepar : ar(r) = �r(r) �Eb(3.102)où Eb désigne le module d'Young du matériau constitutif des boulons. Reportant (3.100) dans(3.102), on obtient : ar(r) = Kor ; avec Ko = dbSbEbR(3.103)4.2.2 Equations du problèmeCompte tenu de la symétrie de révolution autour de l'axe (Oz), les champs de déplacementde chaque phase sont purement radiaux et ne dépendent que de la distance du point courant



122 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesau centre du tunnel. On note : �m(x) = M(r) er(3.104-a) �r(x) = B(r) er(3.104-b)Les déformations associées s'écrivent 5:"m = M 0(r) er 
 er + M(r)r e� 
 e�(3.105-a) "r = B0(r)(3.105-b)L'élasticité isotrope de la phase matrice s'écrit, compte tenu de l'état initial géostatique :�m = �P0 1+ � (tr "m) + 2� "m(3.106)et pour la phase renforcement, supposée initialement à l'état naturel :�r = ar(r) "r(3.107)En�n, la densité des e�orts d'interaction entre les phases, linéaire de la di�érence des champsde déplacement, est également purement radiale, et l'on note :I = I er = cI [B(r)�M(r)] er(3.108)Les équations d'équilibre du système biphasique se déduisent des équations générales du mou-vement (2.29) en annulant les forces volumiques et les accélérations :div�m + I = 0(3.109-a) div (�r er 
 er)� I = 0(3.109-b)ce qui s'explicite en coordonnées cylindriques sous la forme :d�mrrdr + �mrr � �m��r + I = 0(3.110-a) d�rdr + �rr � I = 0(3.110-b)En reportant (3.105-a) dans (3.106), il vient :�mrr = �P0 + (�+ 2�)M 0(r) + � M(r)r�m�� = �P0 + (�+ 2�)M(r)r + �M 0(r)�mzz = �P0 + � �M 0(r) + M(r)r �(3.111)5. Les dérivées successives par rapport à r sont notées 0;00, etc.



4. Boulonnage des tunnels profonds 123De même, en reportant (3.103) et (3.105-b) dans (3.107), il vient :�r(r) = Kor B0(r)(3.112)La substitution de (3.111) et (3.112) dans les équations d'équilibre (3.110) fournit �nalement,compte tenu de (3.108), le système d'équations di�érentielles suivant :8>><>>: Kor B00(r)� cI [B(r)�M(r)] = 0(�+ 2�)�M 0(r) + M(r)r �0 + cI [B(r)�M(r)] = 0(3.113)4.2.3 Conditions aux limitesDe façon naturelle, on impose que les déplacements à l'in�ni s'annulent pour les deux phases,soit : limr!+1 B(r) = limr!+1 M(r) = 0(3.114)Sur la paroi du tunnel (r = R) s'applique la pression Pc. Cette pression �ctive, sensée modéliserla décompression progressive du massif, ne s'applique qu'à la phase matrice, qui seule subit ledécon�nement. La condition à la limite s'écrit donc :�mrr(r = R) = (�+ 2�)M 0(R) + �M(R)R � P0 = �Pc(3.115)ou encore : (�+ 2�)M 0(R) + �M(R)R = �c P0(3.116)La phase renforcement est quant à elle supposée libre de contraintes sur la paroi, soit :�r(r = R) = KoR B0(R) = 0(3.117)On constate que la solution ne dépend linéairement que du paramètre de chargement �c. Ondonnera donc les résultats pour la con�guration �nale, c'est à dire �c = 1.4.2.4 RésolutionLe système di�érentiel (3.113) ne peut pas être résolu analytiquement. On va donc se donnerun jeu de valeurs pour les paramètres du problème, et e�ectuer une résolution numérique parla méthode des di�érences �nies. Le principe de la méthode est détaillé dans l'annexe D.Hormis pour cI , on a choisi le jeu de paramètres utilisé par Bernaud et al. (1995). Les valeurssont reportées dans le tableau ci-dessous. Le rayon du tunnel est R = 3m.



124 Chapitre 3. Solutions analytiques de problèmes multiphasiquesModule d'Young Em=100 MPaCoe�cient de Poisson �=0,498Roche Coe�cients de Lamé � = 8311 MPa� = 33,1 MPaPression géostatique P0=1,2 MPaDiamètre d= 20 mmBoulons Densité �r=1 b./m2Rigidité a Ko=188,5 MPaInteraction Coe�cient d'élasticité cI= 10 MN/m4Tab. 3.1: Tunnel boulonné - Valeurs numériques des paramètresa Le module d'Young de l'acier est pris égal à 200 000 MPa4.2.5 Interprétation des résultatsLes résultats du calcul numérique sont donnés sur la �gure 3.12, où l'on a représenté d'une partles déplacements adimensionnels jB(r)j=R ; jM(r)j=R 6, et l'e�ort dans la phase renforcement�r en fonction de r=R. On a également �guré la di�érence (jB(r)�M(r)j=R), qui représente,au facteur cI près, l'intensité de l'interaction entre les phases, c'est à dire du cisaillementd'interface entre la roche et les boulons à l'échelle microscopique.On peut observer très nettement deux zones dans le massif :� A proximité de la paroi du tunnel (R � r . 2R), la convergence de la phase matrice estplus grande que celle de la phase renforcement (jM(r)j > jB(r)j). Les boulons jouentun rôle actif en ce sens qu'ils � retiennent � la masse rocheuse. Leur tension, nulle enparoi, croît donc progressivement sous l'e�et du mouvement centripète de la roche. Lecisaillement d'interface est dirigé vers l'intérieur du massif.� Dans le reste du massif (2R . r � 1), le cisaillement d'interface change de signe :les boulons sont maintenant ancrés dans la roche, qui les retient. Leur tension décroîtprogressivement jusqu'à s'annuler à l'in�ni.Le calcul élastique avec le modèle biphasique rend donc compte des observations habituellesfaites pour les tunnels boulonnés (Oreste et Peila, 1996) : allure des déplacements en paroi,répartition de la tension dans les boulons. On retrouve également les résultats de Hyett et al.(1996) qui modélisent séparément la roche et le boulon.6. Dans le repère choisi, les déplacements radiaux de chaque phase sont de signe négatif (convergence).
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Fig. 3.12: Tunnels profonds - Déplacements radiaux et e�ort dans les boulons
L'étendue de la zone active dépend de la valeur de la constante d'interaction cI . On représentesur la �gure 3.13 les courbes de déplacement pour di�érentes valeurs de cI .
Plus cI augmente, plus la zone active rétrécit. On retouve ici le phénomène d'e�et de borddéjà constaté à la section 3 pour la compression transverse d'un bloc en déformation plane.On montrera au chapitre 6 que la constante cI peut également être interprétée en terme dedimension de la cellule représentative du renforcement, et donc être estimée simplement enfonction de la géométrie de cette cellule.
Lorsque cI �!1, on retrouve le modèle adhérent pour lequel les deux champs de déplacementB(r) et M(r) sont identiques. Ce cas est traité explicitement ci-après.
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Fig. 3.13: Tunnels profonds - In�uence de la constante d'interaction cI4.3 Solution élastique - modèle adhérent4.3.1 Equations du problèmeL'adhérence parfaite conduit à introduire un champ de déplacement unique pour les deuxphases, soit � = u(r) er. Le tenseur des déformations associées s'écrit :2 = u0(r) er 
 er + u(r)r e� 
 e�(3.118)Le comportement élastique global donne le tenseur des contraintes totales :� = �P0 1+ � tr2+ 2�2+ Kor 2rr er 
 er(3.119)En reportant (3.118) dans (3.119), et en écrivant l'équilibre div� = 0, il vient :�1 +$Rr � u00(r) + u0(r)r � u(r)r2 = 0(3.120)où le paramètre adimensionnel $, qui représente la rigidité relative des renforcements parrapport à la matrice, vaut : $ = Ko=R�+ 2�(3.121)



4. Boulonnage des tunnels profonds 1274.3.2 Conditions aux limitesDans le modèle adhérent, elles doivent être précisées globalement pour l'ensemble des phases.On impose donc d'une part la nullité du déplacement à l'in�ni :limr!+1 u(r) = 0(3.122)et d'autre part la condition de con�nement à la paroi du tunnel :�rr(r = R) = (�+ 2�)u0(R) + �u(R)R + KoR u0(R)� P0 = �Pc(3.123)soit : (�+ 2�+ KoR )u0(R) + �u(R)R = �c P0(3.124)4.3.3 RésolutionLes équations et les conditions aux limites précédentes sont exactement celles données parGreuell (1993), qui avait postulé la décomposition additive du tenseur des contraintes totales.On retrouve donc sa solution :u(r) = �P0R(�+ 2�) ln(1 +$)� 2(�+ �)(1� ln(1 +$)=$) �1� r$R ln(1 + $Rr )�(3.125)La �gure 3.14 représente les courbes de convergence pour les modèles général et adhérent. Onconstate que la convergence en paroi calculée par le modèle adhérent est comprise entre celledes phases matrice et renforcement dans le modèle général. Les trois courbes sont asymptoti-quement identiques quand r ! +1.Greuell (1993, Chap. 4) donne également la solution analytique complète en élasticité dans lecas où la longueur des boulons lb est �nie. Cette solution sera utilisée au chapitre 5, section 1.3pour valider le code de calcul numérique.4.4 Remarques complémentairesLe modèle multiphasique général permet de rendre compte d'e�ets de bord observés dansles tunnels boulonnés. En modi�ant légèrement les données du problème, on peut traiterégalement :� le cas du boulonnage à ancrage ponctuel. Il su�t en e�et de choisir cI = 0, et d'imposerdes conditions de liaison cinématiques entre les deux phases aux points d'ancrage desboulons, soit fM(r = R) = B(r = R) ; M(r = R+ lb) = B(r = R+ lb)g.� le cas de l'utilisation de plaques d'ancrage à la paroi du tunnel en plus de l'ancrageréparti des boulons. Il su�t d'imposer la condition M(r = R) = B(r = R) à la paroidu tunnel à la place des conditions de paroi libre (3.115)-(3.117).
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Fig. 3.14: Tunnels profonds - Comparaison du modèle général et adhérent



5. Conclusion 1295 ConclusionCe troisième chapitre nous a permis de mettre en ÷uvre le modèle multiphasique de matériaurenforcé par la résolution analytique de di�érents problèmes aux limites. A travers quelquesexemples illustratifs, nous avons essayé de balayer l'ensemble des sous-catégories du modèle :comportement élastique ou élasto-plastique des phases, version � générale � ou à � adhérenceparfaite �.Les exemples de la compression simple et de la compression en déformation plane nous ontpermis de nous familiariser avec les méthodes de résolution. Malgré leur relative simplicité, cesproblèmes mettent en lumière deux aspects de la richesse du modèle multiphasique : l'écrouis-sage global intrinsèque associé au comportement élasto-plastique adhérent; la prise en compted'e�ets de bord par le modèle général.Par ailleurs nous avons résolu le problème plus concret de la convergence d'un tunnel profondboulonné. Les résultats obtenus sont intéressants à deux points de vue. D'une part la méthodeproposée a été justi�ée dans le cadre mécanique cohérent de la modélisation multiphasique.D'autre part, on a pu déterminer la répartition des e�orts dans les boulons et con�rmer desrésultats expérimentaux ou théoriques.En�n, et ce n'est pas le moindre de ses apports, ce chapitre constitue un ensemble de solutionsanalytiques de référence. Elles vont notamment permettre la validation du code de calculCastor développé spéci�quement pour l'implémentation du modèle multiphasique. Eu égardà ces di�érentes remarques, nous espérons que le lecteur nous a déjà pardonné le caractèreparfois � technique � du contenu de ce chapitre, et nous l'invitons à pénétrer maintenant avecnous dans l'univers du numérique.





Chapitre 4
Mise en ÷uvre par éléments �nis dumodèle multiphasique

Pour pouvoir être utilisé en dehors d'un cadre strictement académique, un modèlemécanique doit être implémenté dans un code de calcul directement utilisable parl'ingénieur. Dans cette optique, le modèle multiphasique, extension de la modéli-sation du milieu continu, se prête naturellement à une telle implantation. L'objetde ce chapitre est de décrire plus particulièrement la mise en ÷uvre par éléments�nis.On commence par rappeler la démarche qui conduit à la modélisation éléments �nispour le milieu continu en élasticité : principe de minimum de l'énergie potentielle,puis discrétisation des équations.On aborde ensuite le traitement numérique de l'élasto-plasticité, en insistant surla méthode des contraintes initiales.On développe ensuite la formulation par éléments �nis du modèle multiphasique,d'abord dans le cadre adhérent en élasto-plasticité, puis dans le cadre général enélasticité. On est amené à introduire dans le premier cas un algorithme de plas-ticité modi�é, dans le second une famille d'éléments multiphasiques à plusieurschamps.L'implémentation du modèle multiphasique adhérent a été faite dans un nouveaucode de calcul baptisé Castor. On examine en�n l'architecture de ce code et sespotentialités.





133Sommaire1 La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élastiquemonophasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1351.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1351.2 Principe de minimum de l'énergie potentielle . . . . . . . . . . . . . 1351.2.1 Position du problème élastique . . . . . . . . . . . . . . . . 1351.2.2 Dualisation des équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1361.3 La technique des éléments �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1371.3.1 Maillage de la géométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1371.3.2 Principe de minimum discrétisé . . . . . . . . . . . . . . . 1371.3.3 Expression discrétisée de l'énergie . . . . . . . . . . . . . . 1391.3.4 Formes intégrales élémentaires discrétisées . . . . . . . . . 1401.3.5 Assemblage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1411.3.6 Résolution du problème de minimisation . . . . . . . . . . 1411.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1422 Les éléments �nis en élasto-plasticité . . . . . . . . . . . . . . . . 1432.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1432.1.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1432.1.2 Démarche générale de résolution . . . . . . . . . . . . . . . 1432.2 Discrétisation temporelle du problème d'évolution . . . . . . . . . . 1442.3 Algorithme de résolution global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442.4 Algorithme d'intégration local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1462.4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1462.4.2 Ecriture du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1462.4.3 Généralités sur l'intégration numérique des équations di�é-rentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1462.4.4 Application de l'algorithme d'Euler implicite . . . . . . . . 1472.4.5 Interprétation en terme d'optimisation . . . . . . . . . . . . 1492.4.6 Utilisation d'un autre prédicteur . . . . . . . . . . . . . . . 1492.5 Véri�cation de la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1502.6 Autres méthodes de résolution numérique des problèmes de plasticité 1522.6.1 Méthode de Newton-Raphson . . . . . . . . . . . . . . . . . 1522.6.2 Comportement tangent et tangent consistant . . . . . . . . 1542.6.3 Méthodes quasi-Newton et accélérateurs de convergence . . 1562.7 Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1572.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1573 Implémentation du modèle multiphasique adhérent . . . . . . . . 1613.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161



134 Chapitre 4. Eléments �nis3.2 Traitement de l'élasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1613.2.1 Principe de minimum de l'énergie potentielle . . . . . . . . 1613.2.2 Discrétisation du principe de minimum . . . . . . . . . . . 1623.3 Traitement de la plasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1633.3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1633.3.2 Algorithme de plasticité modi�é . . . . . . . . . . . . . . . 1643.3.3 Autres méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . 1663.3.4 Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1673.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1674 Implémentation du modèle multiphasique général . . . . . . . . . 1694.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1694.2 Principe de minimum de l'énergie potentielle . . . . . . . . . . . . . 1694.2.1 Position du problème d'élasticité biphasique . . . . . . . . 1694.2.2 Principe du minimum en déplacement . . . . . . . . . . . . 1704.3 Formulation éléments �nis en déformation plane . . . . . . . . . . . 1724.3.1 Discrétisation et interpolation des champs de déplacement 1724.3.2 Déformations des phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1734.3.3 Contraintes partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1744.3.4 E�orts d'interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1744.3.5 Matrice de rigidité et vecteur force élémentaires . . . . . . 1754.3.6 Résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1764.4 Généralisation et remarques sur l'implémentation . . . . . . . . . . . 1764.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1775 Le code Castor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1795.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1795.2 Le pré-processeur prepro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1805.3 Le code de calcul castor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1815.3.1 En élasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1815.3.2 En élasto-plasticité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1835.4 Le post-processeur postpro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1836 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185



1. La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élastique monophasique 1351 La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élas-tique monophasique1.1 IntroductionLa formulation d'un problème aux limites pour le milieu continu élastique requiert l'écrituredes équations d'équilibre, de la loi de comportement ainsi que des conditions aux limites.La résolution du système d'équations aux dérivées partielles ainsi constitué n'est possibleanalytiquement que lorsque la géométrie du problème est su�samment simple.Dans le cas général, seules des solutions approchées par des techniques d'analyse numériquesont accessibles. La méthode des éléments �nis développée depuis le début des années 60 estaujourd'hui la plus largement utilisée. Nous allons présenter dans cette section le principe deminimum de l'énergie potentielle sur lequel s'appuie cette méthode, puis sa discrétisation.Il s'agit ici de dé�nir les notations et résumer les concepts clés, qui seront ensuite étendus aumilieu multiphasique. Certains points relevant des techniques de programmation sont renvoyésdans l'annexe F. La rédaction de cette section doit beaucoup aux ouvrages désormais classiquesde Dhatt et Touzot (1981), Zienkiewicz et Taylor (1994a,b) et Batoz et Dhatt (1995), auquelil sera fait plus précisément référence dans le corps du texte.1.2 Principe de minimum de l'énergie potentielle1.2.1 Position du problème élastiqueSoit S un système mécanique occupant un volume géométrique 
 soumis aux sollicitationssuivantes :� des forces de volume �(x)F (x) intervenant dans l'équation d'équilibre local :div�(x) + �(x)F (x) = 0(4.1)� des forces de surface T d(x) appliquées sur un sous-ensemble ST de @
 véri�ant 1:�(x) � n(x) = T d(x) 8x 2 ST(4.2)� des conditions aux limites en déplacement de la forme :�(x) = �d(x) 8x 2 S� ; S� [ ST = @
(4.3)1. On suppose pour simpli�er les notations que les conditions aux limites en e�orts et en déplacementsont imposées sur les mêmes domaines ST et S� pour toutes les composantes. (L'écriture la plus générale desconditions aux limites a été donnée au chapitre 3, voir Eq.(3.1)). Il s'agit simplement d'une facilité d'écritureet non d'une restriction de la généralité du propos, comme on le verra plus loin.



136 Chapitre 4. Eléments �nisSe plaçant dans le cadre des petites perturbations, on rappelle les dé�nitions suivantes :� l'espace des champs de contrainte statiquement admissibles est l'ensemble des � véri-�ant (4.1) et (4.2).� l'espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles, noté C (S� ; �d), estl'ensemble des � continus, continûment di�érentiables par morceaux et véri�ant (4.3).� la densité d'énergie libre  (") permet d'exprimer la loi de comportement sous la forme :� = @ @"(4.4)La solution du problème d'élasticité est l'ensemble des champs (~� ; ~" ; ~�) tels que ~� soit sta-tiquement admissible, ~� soit cinématiquement admissible, et (~" ; ~�) véri�ent (4.4) .1.2.2 Dualisation des équationsReprenant le raisonnement de Salençon (1996b, chap. X), on écrit le principe des travauxvirtuels sous la forme suivante 2 :8 � 2 C (S� ; �d) ; Z
 ~� : " d
� Z
 �F � � d
� ZST T d � � dS � ZS� �d � ~� � n dS = 0(4.5)Appliquant cette équation au champ solution ~�, et soustrayant membre à membre, il vient :8 � 2 C (S� ; �d) ; Z
 ~� : ("� ~") d
 = Z
 �F � (� � ~�) d
+ ZST T d � (� � ~�) dS(4.6)D'après (4.4), on a : ~� = @  @ " (~")(4.7)La stabilité du matériau constitutif implique la convexité de la fonction  ("), ce qui s'écrit :8 ( " ; ~" ) ;  (")�  (~") � @  @ " (~") : ("� ~")(4.8)Reportant (4.7) et (4.8) dans (4.6), il vient :8 � 2 C (S� ; �d) ; Z
  (") d
� Z
 �F � � d
� ZST T d � � dS� Z
  (~") d
� Z
 �F � ~� d
� ZST T d � ~� dS(4.9)2. Pour simpli�er, on omet dorénavant la dépendance en x des di�érentes grandeurs intervenant dans lesintégrales.



1. La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élastique monophasique 137Il en résulte que le champ ~� solution du problème d'élasticité minimise sur l'espace des champsde déplacement cinématiquement admissibles C (S� ; �d) la fonctionnelle énergie potentielle,notée E(�) et dé�nie par : E(�) = W(�)� �(�)(4.10-a) W(�) = Z
  (") d
(4.10-b) �(�) = Z
 �F � � d
+ ZST T d � � dS(4.10-c)Dans le cas d'un comportement élastique linéaire isotherme, on rappelle que la densité d'éner-gie libre s'écrit de façon générale : (") = 12 " : A : "+ " : (�0 �A : "an)(4.11)où A ; �o ; "an désignent respectivement le tenseur des modules élastiques, le tenseur des con-traintes initiales et le tenseur des déformations d'origine anélastique.L'espace a�ne des champs de déplacement cinématiquement admissibles C (S� ; �d) étant engénéral de dimension in�nie, le principe de minimum de l'énergie potentielle ne permet pasd'obtenir directement la solution du problème élastique. Par contre, en se restreignant à dessous-espaces de dimension �nie n, notés C n dans la suite, on peut calculer des approximationsde la solution exacte. Naturellement, celles-ci seront d'autant meilleures que la dimension nsera grande.Remarque On montre de façon similaire un principe de minimum en contraintes sur l'espacedes champs de contraintes statiquement admissibles. Par discrétisation de ces principes, onaboutit dans chaque cas à un modèle éléments �nis dit � déplacement � ou � contrainte �.On développe maintenant le modèle déplacement, le plus classiquement utilisé.1.3 La technique des éléments �nis1.3.1 Maillage de la géométrieLa construction d'espaces C n appropriés s'appuie sur la discrétisation de la géométrie dusystème. On appelle maillage le recouvrement du volume 
 par Ne éléments polyédriques,notés Ve, qui véri�ent la propriété suivante : l'intersection de deux éléments adjacents est unsommet, une arête ou une face entière. Si 
 n'est pas polyédrique, le recouvrement n'estqu'approché (�gure 4.1).1.3.2 Principe de minimum discrétiséOn dé�nit les champs de déplacement �n à partir de leur valeur aux n÷uds du maillage.Les n÷uds sont les sommets des éléments ainsi qu'éventuellement des points supplémentairessitués sur les côtés et à l'intérieur (�gure 4.1) .



138 Chapitre 4. Eléments �nis

a - Maillage exact (Eléments Q9 quadra-tiques) b - Maillage approché (Eléments Q4linéaires)Fig. 4.1: Exemples de maillagesOn note ue le vecteur des déplacements nodaux de l'élément e. Sa taille est le produit de ladimension de l'espace dans lequel est plongé 
 par le nombre de noeuds de l'élément. Chaquecomposante constitue un degré de liberté de l'élément. La restriction du champ �n à l'éléments'écrit comme l'interpolation suivante :8x 2 Ve ; �n(x)jVe = Ne(x) � ue(4.12)où Ne désigne la matrice des fonctions de forme polynômiales en x. Selon le degré des poly-nômes, on parle d'éléments de type linéaire, quadratique, cubique, etc... Le nombre de n÷udsnécessaire à la dé�nition (4.12) est lié au degré de l'interpolation choisie.Tout champ de déplacement �n est donc complètement dé�ni par l'ensemble des composantesde déplacement de tous les noeuds du maillage. Soit U = fu1; ::: ung ce vecteur. Le caractèrecinématiquement admissible de �n impose que les composantes associées aux noeuds situés surS� prennent des valeurs �xées (i.e données par �d). Désignant par I(k) le numéro du k-ièmedegré de liberté ainsi � bloqué � (k = 1; ::: Nc:l) , et par udI(k) sa valeur imposée, on explicitel'espace C n sous la forme :C n = nU 2 Rn ; uI(k) = udI(k) ; k = 1; ::: Nc:lo(4.13)La restriction de la fonctionnelle E à C n devient une fonction dé�nie comme suit :EjCn � En : C n �! RU �! En(U ) = E(�n(U ))(4.14)La meilleure approximation de la solution du problème élastique dans C n est la solution duproblème de minimisation discrétisé suivant :(P) : Trouver ~U � f~u1 ; ~u2 ; :::; ~ung tel que 8>><>>: ~U 2 C nEn( ~U) = minU2Cn En(U )(4.15)



1. La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élastique monophasique 139Dans la pratique, si l'on choisit une densité d'énergie libre quadratique (Eq.(4.11)), la fonctionEn est également quadratique de ses arguments, et de plus, strictement convexe. La minimi-sation d'une telle fonction conduit donc à un système d'équations linéaires qui admet unesolution unique sur C n .1.3.3 Expression discrétisée de l'énergiePour exprimer de façon commode En(U), on utilise la notation matricielle déjà introduite à lasection 4.1.1 du chapitre 2. Rappelons que les tenseurs d'ordre 2 (déformation et contrainte)sont remplacés par les vecteurs de leurs composantes dans une base orthonormée, tandis queceux d'ordre 4 deviennent des matrices carrées. Pour le détail des notations, on se reporteraà la page 78.Le tenseur des déformations "(x) est calculé par dérivation du champ de déplacement. NotantL la matrice symbolique de di�érentiation associée à la partie symétrique de l'opérateurgradient, on peut écrire : " = L � �n(4.16)Substituant (4.12), on exprime " sur chaque élément en fonction des déplacements nodauxpar : 8x 2 Ve ; " = L �Ne(x) � ue = Be � ue(4.17)Notant en�n D la matrice d'élasticité associée au tenseur des modules élastiques A, la densitéd'énergie libre (4.11) devient : (") = 12 t" �D � "+ t" � [�o �D � "an](4.18)dont on tire la loi de comportement :� = D � ("� "an) + �o(4.19)Pour exprimer l'énergie potentielle En(U) (Eqs.(4.10),(4.14)), on décompose les intégrales surles éléments du maillage, soit :En(U ) � WjCn (U)� �jCn (U )(4.20-a) WjCn (U ) = NeXe=1 ZVe  (") d
 = NeXe=1 we(ue)(4.20-b) �jCn (U ) = NeXe=1 �ZVe �F � �n d
+ ZVe\ST T d � �n dS� = NeXe=1 �e(ue)(4.20-c)



140 Chapitre 4. Eléments �nis1.3.4 Formes intégrales élémentaires discrétiséesReportant (4.12), (4.17) et (4.18) dans (4.20), on montre que :we(ue) = 12 tue � �ZVe tBe �D �Be d
� � ue � tue � ZVe �tBe �D � "an � tBe � �o� d
(4.21-a)�e(ue) = tue � ZVe tNe � �F d
+ tue � ZVe\ST tNe � T d dS(4.21-b)On introduit alors les notations usuelles suivantes pour :� la matrice de rigidité élémentaire :ke = ZVe tBe �D �Be d
(4.22)� le vecteur force élémentaire : fe = fane + f�e + f
e + fSTe(4.23)dont la décomposition selon le type de sollicitations s'écrit :fane = ZVe tBe �D � "an d
 (déformations anélastiques imposées)(4.24) f�e = ZVe �tBe � �o d
 (contraintes initiales)(4.25) f
e = ZVe tNe � �F d
 (forces volumiques sur Ve )(4.26) fSTe = ZVe\ST tNe � T d dS (forces surfaciques sur Ve \ ST )(4.27)Reportant ces expressions dans (4.20) et (4.21), on peut mettre �nalement l'énergie potentielleEn(U) sous la forme : En(U) = NeXe=1�12 tue � ke � ue � tue � fe�(4.28)Remarque Dans le code implémenté sur ordinateur, le calcul des intégrales se fait numé-riquement par une méthode de quadrature : on approxime les intégrales par une combinaisonpondérée d'évaluations de l'intégrande en certains points du domaine d'intégration (points deGauss ou de Hammer selon la forme de Ve). Le lecteur se reportera à l'annexe F, section 1pour les détails. Le formalisme qui y est développé est supposé connu du lecteur dans la suitedu mémoire.



1. La méthode des éléments �nis pour le milieu continu élastique monophasique 1411.3.5 AssemblageLe vecteur global des déplacements U a été dé�ni comme l'ensemble des composantes desdéplacements élémentaires ue. On a ainsi choisi une numérotation globale des degrés de libertédu système. Pour chaque élément, la correspondance entre numérotation locale et globale desdegrés de liberté est dé�nie par une table de localisation.Ayant calculé les quantités élémentaires (4.22)-(4.27), on procède ensuite à l'assemblage desmatrices et des vecteurs force. Ce processus consiste en l'injection, pour chaque élément, duvecteur fe (resp. de la matrice ke) dans le vecteur force global F (resp. la matrice de rigiditéglobale K) en utilisant la même correspondance de numérotation que celle employée pourordonner les ue dans U . Il vient alors :En(U) = 12 tU �K � U � tU � F(4.29)Il su�t maintenant de minimiser cette fonction quadratique sur C n .1.3.6 Résolution du problème de minimisationComme on l'a remarqué précédemment, l'espace de minimisation C n n'est qu'un sous-espacea�ne de Rn (Eq.(4.13)). Le problème (P) dé�ni en (4.15) peut s'interpréter comme un pro-gramme de minimisation sur Rn (Chateau et Dormieux, 1998) sous les contraintes linéaires :uI(k) � udI(k) = 0 ; k = 1; ::: Nc:l(4.30)Il se résout par la technique des multiplicateurs de Lagrange. On montre que la minimisationse ramène à la résolution d'un système de type :8<:K � ~U + L � � = FtL � ~U = Ud(4.31)Dans cette équation, L est une matrice associant chaque degré de liberté bloqué à la valeurqui lui est imposée, � désigne le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés à la priseen compte des conditions (4.30), et Ud est le vecteur des déplacements imposés 3.La minimisation sous contrainte conduit à un système linéaire dont la taille est la sommedu nombre de degrés de liberté global n et du nombre de degrés de liberté bloqués Nc:l.Cependant, par une résolution partielle de (4.31), on peut se ramener à un système linéairemodi�é, (indices :c:l) de taille n, qui s'écrit :Kc:l � ~U = F c:l(4.32)3. La prise en compte des conditions aux limites est donc en pratique e�ectuée successivement pour chaquecomposante de déplacement imposé. La restriction mentionnée dans la note de la page 135 pour la clarté del'exposé se lève donc d'elle même.



142 Chapitre 4. Eléments �nisCette équation traduit sous forme discrétisée l'équilibre entre les e�orts intérieurs et les e�ortsextérieurs appliqués au système. Par inversion de la matrice Kc:l, on obtient ~U , dont on peutdéduire le champ de déplacement �n par (4.12) et les champs de déformation et de contraintepar (4.17) et (4.19).1.4 ConclusionLa minimisation de l'énergie potentielle du système sur un sous-espace de dimension �nie nconduit à un système linéaire, dont les inconnues sont les déplacements nodaux. La résolutiondu problème élastique étant acquise, on peut aborder maintenant le cas de problèmes nonlinéaires, pour lesquels le comportement du matériau est élasto-plastique. Comme on va levoir, on e�ectue en e�et dans ce cas une série de calculs élastiques.Remarque A la discrétisation du principe de minimum de l'énergie est parfois préférée laméthode dite de Galerkin (Dhatt et Touzot, 1981; Faurre, 1991). La forme variationnelle deséquations d'équilibre (qui en l'occurence exprime le principe des travaux virtuels) conduit àexprimer le champ de déplacement ~� solution du problème élastique comme la solution duproblème suivant 4:Trouver ~� 2 C (S� ; 0) = �� fonctions régulières sur 
 j �(x) = 0 8x 2 S�	A(� ; ~�) = B(�) 8 � 2 C (S� ; 0)(4.33)ou l'on a posé : A(� ; ~�) = Z
 �(~�) : "(�) d
(4.34-a) B(�) = Z
 �F � � d
+ ZST T d � � dS(4.34-b)On montre que ce problème a une solution unique si la forme bilinéaire A(: ; :) est coercive(Théorème de Lax-Milgram). De plus, la restriction de ce problème à des sous-espaces C n deC (S� ; 0) de dimension �nie n est équivalente au système linéaire (4.32).Cette approche permet de montrer qu'on peut trouver une suite d'approximations �n 2 C n quiconverge vers la solution ~� en norme dans C (S� ; 0). Ce résultat important justi�e l'utilisationde la méthode des éléments �nis. A l'inverse, le principe de minimum de l'énergie permet de� situer � les résultats obtenus (approximation par excès de l'énergie du système).
4. On considère ici que les déplacements imposés sur S� sont nuls.



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 1432 Les éléments �nis en élasto-plasticité2.1 Introduction2.1.1 Position du problèmeAvant d'entrer dans le détail de la résolution numérique, il est bon de se rémémorer leséquations constitutives d'un problème aux limites d'évolution élasto-plastique. Considéronsdonc un système mécanique S de volume 
, modélisé par un milieu continu de Cauchy,soumis à un chargement Q(t) (comprenant par exemple des e�orts volumiques, surfaciques,des déplacements imposés) sur l'intervalle de temps [0 ; T ]. La réponse de ce système estconstituée de l'ensemble des champs f� ; " ; "pg dé�nis sur 
� [0 ; T ] véri�ant :div� + �F = 0 (Equilibre local)(4.35) _� = A : ( _"� _"p) (Comportement élasto-plastique)(4.36) _"p = _� @ f@ � (Règle d'écoulement plastique)(4.37) _� � 0 ; f(�) � 0 ; _� f(�) = 0 (Conditions de Kuhn-Tucker)(4.38)et des conditions aux limites de type (4.2)-(4.3).2.1.2 Démarche générale de résolutionL'observation des équations précédentes fait ressortir deux caractéristiques du problème :� d'une part la loi de comportement s'exprime de façon di�érentielle. Il va donc falloirdiscrétiser le processus de chargement dans le temps pour traiter le problème de façonincrémentale.� d'autre part, les équations de la plasticité sont non linéaires. Pour un incrément dechargement, le calcul par éléments �nis des déplacements nécessite donc une résolutionitérative. Typiquement on va considérer les étapes suivantes :1. A partir de l'équation d'équilibre discrétisée (voir section 1.3), on calcule une es-timation des incréments de déplacements nodaux en fonction de l'incrément dechargement et des déformations plastiques accumulées. On en déduit l'incrémentde déformation en tout point par (4.17).2. L'incrément de déformation étant ainsi �xé, on évalue localement la réponse élasto-plastique en intégrant les équations (4.36)-(4.38), ce qui conduit à une nouvelleévaluation des déformations plastiques. Si celle-ci di�ère de celle obtenue précé-demment, l'équilibre est modi�é. On itère alors au point 1.



144 Chapitre 4. Eléments �nis3. Le processus est interrompu lorsqu'un critère de convergence, évalué à chaque ité-ration est satisfait.Dans la suite, on procède tout d'abord à la discrétisation temporelle du problème (section 2.2).Puis on s'intéresse à la résolution de l'équation d'équilibre discrétisée. On insiste en particu-lier sur la méthode des contraintes initiales, qui est implémentée dans le code Castor (sec-tion 2.3), mais on donne également un aperçu d'autres méthodes (section 2.6). On expliciteensuite l'algorithme d'intégration local pour un incrément de déformation donné (section 2.4).On discute les critères d'arrêt du processus itératif à la section 2.5. Finalement, un schémarécapitulatif est donné à la section 2.7.2.2 Discrétisation temporelle du problème d'évolutionOn s'intéresse dans ce mémoire à des évolutions quasi-statiques. Dans le cadre de la plasticitéclassique considérée ici (et à l'opposé de la viscoplasticité), le temps est �ctif et n'intervientque comme paramétrage du processus de chargement.Compte tenu de ces remarques, on note (t0 = 0; ::: tN = T ) les di�érents � instants � d'appli-cation du chargement, et (Q0; :::QN ) les valeurs correspondantes. On note �Qn l'incrémentde chargement appliqué entre tn et tn+1 :�Qn = Qn+1 �Qn(4.39)Le problème d'évolution est donc ramené à une succession de problèmes incrémentaux. Onsuppose connus à l'instant tn les champs f�n ; "n ; "png équilibrant Qn et véri�ant localementla loi de comportement. On cherche à trouver l'état d'équilibre f�n+1 ; "n+1 ; "pn+1g résultantde l'application de �Qn.Du point de vue des éléments �nis, on note Un le champ des déplacements nodaux à l'instant tnet Qn le vecteur force associée aux e�orts extérieurs (voir Eqs.(4.25)-(4.27) pour les expressionsexactes selon le type de sollicitations). La variation de chacune de ces quantités entre tn ettn+1 est notée : �{n = {n+1 � {n ; { 2 fU ; Q ; � ; " ; "pg(4.40)Dans toute la suite de ce chapitre, on utilise les notations matricielles � éléments �nis � pourl'écriture des équilibres. Par souci de clarté, on continue d'employer la notation tensoriellelorsqu'il est question de quantités évaluées localement.2.3 Algorithme de résolution globalOn entend par algorithme de résolution global le processus qui permet d'obtenir le vecteurdes déplacements nodaux à chaque itération. On présente dans cette section la méthode des



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 145contraintes initiales (Zienkiewicz et al., 1969; Nguyen, 1977), (de Buhan et Dormieux, 1996,Chap. 3), qui est celle implémentée dans Castor .Pour en comprendre le principe, supposons tout d'abord connu le champ des déformationsplastiques �"pn(x) engendré dans la structure par l'application de �Qn. Les interprétantcomme des déformations anélastiques imposées sur chaque élément, on peut leur associerpar (4.24) un vecteur force élémentaire. L'assemblage de ces contributions fournit le vecteurdes forces plastiques �F pn. On obtient la solution en déplacement en résolvant l'équationd'équilibre incrémentale : K ��Un = �Qn +�F pn(4.41)Bien sûr, le champ �"pn(x) et par suite �F pn sont initialement inconnus. En en utilisantdes approximations successives, on obtient par une série de calculs élastiques à déformationsimposées des approximations de �Un. Plus précisément :� On initialise le processus en posant �F p;on = 0 (Itération 1).� Au début de l'itération i, on suppose connus le champ �"p;i�1n (x) et par suite le vecteurdes forces plastiques �F p;i�1n . On résout alors :K ��U in = �Qn +�F p;i�1n(4.42)� A partir de la solution �U in, on peut déduire le champ de déformation �"in(x). Celui-ci étant considéré comme pilotant localement l'évolution élasto-plastique, on appliquel'algorithme d'intégration local de la plasticité (voir section suivante). On obtient ainsiune nouvelle évaluation �"p;in de la déformation plastique, et par assemblage �F p;in .� Si le critère de convergence est véri�é, la valeur actuelle �U in est réputée être la solutionrecherchée, sinon on itère au point 2 (Eq.(4.42)) en faisant i i+ 1.La méthode des contraintes initiales ainsi schématisée présente l'avantage de requérir l'inver-sion d'une seule matrice de rigidité, en l'occurence celle obtenue à partir du comportementélastique du matériau. Par contre la vitesse de convergence de l'algorithme devient très faiblelorsqu'on se rapproche de la charge limite du système. Depuis une vingtaine d'années, desalgorithmes beaucoup plus performants basés sur la méthode de Newton-Raphson ont étéproposés, et constamment ra�nés. Un aperçu en est donné à la section 2.6.Après cette présentation du schéma global de résolution, on s'intéresse maintenant à l'aspectlocal des lois de comportement.



146 Chapitre 4. Eléments �nis2.4 Algorithme d'intégration local2.4.1 IntroductionL'utilisation de techniques d'intégration numérique par quadrature implique l'évaluation desintégrandes en des points particuliers du domaine d'intégration (points de Gauss). Le calculdu vecteur des forces plastiques résultant d'une telle intégration (Eq.(4.24)), c'est donc enchacun de ces points qu'il est nécessaire de calculer les valeurs des champs f� ; " ; "pg, doncd'appliquer l'algorithme décrit maintenant.2.4.2 Ecriture du problèmeAprès résolution de (4.42) à l'itération i, on dispose du champ incrément de déformation�"in(x). Pour chaque point de Gauss, partant de l'état d'équilibre f�n ; " ; "png, on appliquesur l'intervalle [tn ; tn+1] le taux de déformation constant donné :_" = �"in=�tn(4.43)Pour obtenir la réponse, il faut intégrer sur l'intervalle de temps [tn ; tn+1] les équationsdi�érentielles suivantes : 8>>>><>>>>: _" constant_� = A : ( _"� _"p)_"p = _� @ f@�(4.44)avec les conditions de Kuhn-Tucker :_� � 0 ; f(�) � 0 ; _� f(�) = 0(4.45)les conditions initiales s'écrivant :�(tn) = �n ; "(tn) = "n ; "p(tn) = "pn(4.46)2.4.3 Généralités sur l'intégration numérique des équations di�érentiellesSi l'on oublie pour l'instant (4.45), le système (4.44)-(4.46) s'écrit formellement comme suit :8 t 2 [tn ; tn+1] ; 8<: _{(t) = z({(t); t){(tn) = {n(4.47)La technique classique d'intégration numérique consiste à approximer la valeur {n+1 en tn+1à partir d'une valeur estimée de la dérivée _{ sur l'intervalle. Précisément, on pose :{n+1 = {n +�tn z({n+�)(4.48)



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 147où l'on a : {n+� = �{n+1 + (1� �){n(4.49)Selon la valeur de � (appelé paramètre de relaxation), on reconnaît :� l'algorithme d'Euler explicite pour � = 0,� le schéma de Crank-Nicholson pour � = 12 ,� l'algorithme d'Euler implicite pour � = 1 (appelé backward Euler dans la littératureanglo-saxonne)On montre que le schéma d'intégration est inconditionnellement stable, c'est à dire convergevers la solution quelle que soit la condition initiale, si � � 12 . Dans le cas particulier de laplasticité, où il convient de tenir compte des conditions supplémentaires (4.45), il est aujour-d'hui reconnu que l'algorithme implicite � = 1 permet la meilleure précision (Krieg et Krieg,1977; Ortiz et Popov, 1985; Ortiz et Simo, 1986). Il va être maintenant développé.2.4.4 Application de l'algorithme d'Euler impliciteIl s'agit ici de discrétiser (4.44) en appliquant (4.48)-(4.49). Ayant supposé que le problèmeest localement piloté par l'incrément de déformation, on a successivement 5 :"n+1 = "n +�"n(4.50) "pn+1 = "pn +�"pn ; �"pn = ��n+1  @ f@�!�n+1(4.51) �n+1 = �n +A : (�"n ��"pn)(4.52)Les conditions (4.45) prennent la forme discrétisée :��n+1 � 0 ; f(�n+1) � 0 ; ��n+1 f(�n+1) = 0(4.53)La résolution du système précédant constitue l'algorithme de retour sur le critère, en anglaisreturn mapping dont l'origine remonte à Wilkins (1964), et dont l'historique et les récentesvariantes sont présentées dans Simo et Hughes (1998, Chap. 3).On introduit à cet e�et un état auxiliaire, en anglais trial state que nous traduirons ici parprédicteur, tout en l'a�ectant de l'exposant trial :�trialn+1 = �n +A : �"n(4.54)5. On abandonne (temporairement) l'exposant i relatif à l'itération courante.



148 Chapitre 4. Eléments �nisCet état de contrainte est d'une part directement calculable à partir des données f�n ; �"ng,et relie d'autre part les inconnues f�n+1 ; �"png, puisque d'après (4.52) :�n+1 = �trialn+1 �A : �"pn(4.55)On montre que sa connaissance permet de décider si l'application de �"n correspond, du pointde vue de la plasticité, à une charge ou une décharge.Tout d'abord, il est facile de véri�er que :f(�trialn+1) � f(�n+1)(4.56)En e�et, de par la convexité du critère de plasticité f(�), on a :f(�trialn+1)� f(�n+1) �  @ f@�!�n+1 : ��trialn+1 � �n+1�� ��n+1  @ f@�!�n+1 : A :  @ f@�!�n+1 � 0(4.57)
On distingue alors deux cas selon le signe de f(�trialn+1).� S'il est strictement négatif, il en est de même pour f(�n+1). De (4.53) puis (4.52), ontire successivement : ��n+1 = 0 ; �"pn = 0 ; "pn+1 = "pn(4.58)Dans ce cas, l'évolution est purement élastique sur l'intervalle [tn ; tn+1], et le prédicteur�trialn+1 est la solution �n+1.� Si f(�trialn+1) est positif, le prédicteur viole le critère et n'est donc pas la solution. Alors ilvient successivement, d'après (4.53) :��n+1 > 0 ; f(�n+1) = 0(4.59)Il faut alors résoudre le système :�n+1 = �trialn+1 ���n+1A :  @ f@�!�n+1 ; f(�n+1) = 0(4.60)L'état de contrainte solution �n+1 est dit plastiquement admissible puisque véri�ant lecritère. L'incrément de déformation plastique correspondant est :�"pn = ��n+1  @ f@�!�n+1(4.61)Dans le cas général, les équations (4.60) sont non linéaires et nécessitent une résolution itéra-tive. Pour les critères usuels tels que ceux de Von Mises et Drucker-Prager, on peut trouverune solution analytique. Celle-ci est détaillée en annexe F, section 3.



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 1492.4.5 Interprétation en terme d'optimisationIl est intéressant de remarquer que la solution de (4.60) est celle d'un problème d'optimisationsous contrainte (de Buhan et Dormieux, 1996, Chap. 3), (Simo et Hughes, 1998, pages 118-119). Dé�nissons à cet e�et le produit scalaire � élastique �, et sa norme associée (A désignele tenseur des modules élastiques) :< � ; �0 >= 12 � : A�1 : �0 ; k � kA�1=< � ; � >(4.62)Avec cette notation, la solution �n+1 de (4.60) minimise la fonction k �trialn+1 � � kA�1 sur ledomaine d'élasticité convexe C dé�ni par :C = �� ; f(�) � 0	(4.63)Pour le montrer, il su�t d'introduire le lagrangien du problème :L(� ; ��) = 12 ��trialn+1 � �� : A�1 : ��trialn+1 � ��+�� f(�)(4.64)La stationnarité de cette fonction au voisinage du minimum (�� ; ���) s'écrit : @L@�!�� = 0 soit A�1 : ��� � �trialn+1�+��  @f@�!�� = 0(4.65) � @L@������ = 0 soit f(��) = 0(4.66)En comparant (4.65)-(4.66) à (4.60), on voit que (�n+1 ; ��n+1) s'identi�e à (�� ; ���), solu-tion du problème de minimisation. �n+1 réalise donc le minimum de la fonction � distance �de � 2 C à �trialn+1 selon la norme élastique.Géométriquement, �n+1 correspond ainsi à la projection, selon la norme élastique, du pré-dicteur �trialn+1 sur le domaine d'élasticité (en anglais, closest point projection). Ce résultat estschématisé sur la �gure 4.2.2.4.6 Utilisation d'un autre prédicteurComme on l'a mentionné plus haut, l'indice i associé à l'itération courante a été omis dans leparagraphe précédent. Cela signi�e en particulier que le calcul de �n+1 dans (4.60) ne dépendque des quantités connues à tn et pas des résultats de l'itération précédente (i � 1). Or ondispose pourtant de la déformation plastique �"p ; i�1n .A partir de cette remarque, on peut imaginer l'utilisation d'un autre prédicteur intégrant cettedonnée supplémentaire. On dé�nit à cet e�et l'état de contrainte statiquement admissible àl'itération i par : �s:a; in+1 = �n +A : ��"in ��"p;i�1n �(4.67)



150 Chapitre 4. Eléments �nis�trialn+1
�n �n+1 �"pn = ��n+1  @ f@�!�n+1�A = 1�

@C = f� ; f(�) = 0gFig. 4.2: Retour sur le critère par projection selon la norme élastiqueLa dénomination provient du fait que c'est précisément l'état obtenu à partir du vecteurincrément de déplacement solution de l'équilibre (4.42). La projection de cet état sur le critèrefournit �in+1 et l'incrément de déformation plastique �"p; in véri�ant :�in+1 = �s:a; in+1 �A : �"p; in ; f(�in+1) = 0(4.68)d'où l'on déduit : �"p;in = �"p;i�1n + �"p; in(4.69)Dans ce processus, la déformation plastique associée à l'incrément de chargement �Qn n'estdonc pas déterminée par approximations successives comme en (4.60) mais obtenue par cumul.Les deux processus itératifs sont schématisés sur la �gure récapitulative 4.4 page 160.L'utilisation de ce prédicteur est mentionné par Simo et Hughes (1998, page 125). L'auteur at-tire l'attention sur le fait que le processus de cumul mentionné à l'instant peut poser problèmenotamment lorsque des décharges plastiques interviennent au cours des itérations.Dans le code Castor, les deux types de prédicteur (4.54) et (4.68) ont été implémentés.Pour les problèmes traités, aucune di�érence n'a été constatée sur les résultats. Cependant,la convergence est sensiblement plus rapide lorsque le prédicteur statiquement admissible estutilisé.2.5 Véri�cation de la convergenceLa section précédente a mis en évidence deux états de contraintes calculés à chaque itérationen tout point, respectivement l'état plastiquement admissible �in+1 (Eq.(4.60)) et l'état stati-quement admissible �s:a; in+1 (Eq.(4.67)). En théorie, à la convergence du processus itératif, ces



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 151deux états sont confondus. Cependant, numériquement la convergence n'est véri�ée qu'à uneprécision donnée.Dès lors, deux stratégies sont possibles pour mesurer l'erreur commise à l'itération i :� Calculer l'erreur à partir de l'état statiquement admissible en évaluant le critère deplasticité f ��s:a; in+1 �. Ce calcul est local, e�ectué en tout point de Gauss.Supposons que le critère de plasticité ait la dimension d'une contrainte et soit dé�ni àl'aide d'une grandeur caractéristique S (par exemple la limite en traction simple pourle critère de Von Mises). Se �xant une erreur relative acceptable Tolf , le critère deconvergence locale peut s'écrire alors comme suit :maxfPoints de Gaussg f(�s:a; in+1 )S < Tolf(4.70)Dans le cas où de fortes non linéarités ne permettent pas de véri�er (4.70), on peut limitertout au moins le nombre de points de Gauss où le critère est violé (points plastiques nonconvergés) (Plaxis, 1993).� Calculer l'erreur à partir de l'état plastiquement admissible en mesurant l'écart à l'équi-libre (Zienkiewicz et Taylor, 1994b, page 223), (Cris�eld, 1991, page 289) . Cette quantitéest par nature globale. Se rappelant la forme des e�orts nodaux associés à un champde contrainte (Eq.(4.25)), on introduit le vecteur des résidus (en anglais, out-of-balanceforces) : 	in+1 = Z
 tBe � �in+1 d
�Qn+1(4.71)Se �xant un déséquilibre relatif acceptable Tol	, on en déduit un critère global deconvergence : k 	in+1 kk Qn+1 k < Tol	(4.72)Il est à noter que, si l'on prend soin de conserver à la �n du pas de charge n l'étatstatiquement admissible �s:an , on a évidemment 	n = 0, de sorte que 	in+1 = �	in.L'estimation de la convergence peut alors se faire uniquement à partir des quantitésrelatives au pas de charge courant. On montre ci-dessous que 	in+1 est lié à la variationdu vecteur des forces plastiques entre deux itérations successives (Eq.(4.81) ).Parallèlement, on peut estimer la convergence en déplacement : la variation du vecteur incré-ment des déplacements nodaux entre deux itérations doit tendre vers 0. Le critère correspon-dant s'écrit : k �U i+1n ��U in kk �U in k < TolU(4.73)



152 Chapitre 4. Eléments �nisIl est possible d'obtenir une information sur la vitesse de convergence de l'algorithme. Intro-duisant le taux de convergence qi dé�ni par :qi = k �U i+1n ��U in kk �U in ��U i�1n k(4.74)Mestat (1993, page 129) montre qu'il su�t de véri�er que qi < 1 à chaque itération poura�rmer la convergence en déplacement du processus.Dans tout ce qui précède, on utilise une norme euclidienne sur l'espace vectoriel des degrésde liberté du problème Rn : k X k=pX �X(4.75)Les valeurs usuelles de Tol varient entre 10�4 et 10�2.Tous les indicateurs de convergence que l'on vient de présenter sont implémentés dans le codeCastor . A l'usage, on a remarqué que les critères (4.72)-(4.73) pouvaient être véri�és alorsqu'en certains points, le critère de plasticité était fortement violé. Le critère local est ainsiplus contraignant, et c'est en général celui qui est décisif pour l'arrêt du processus itératif.2.6 Autres méthodes de résolution numérique des problèmes de plasticitéComme annoncé à la section 2.3, on donne ici un aperçu d'autres méthodes de résolution quiont vu le jour ces vingt dernières années. Le but n'est pas de faire un panorama exhaustif,que l'on peut trouver par ailleurs dans des ouvrages très complets tels que ceux de Cris�eld(1991) et de Simo et Hughes (1998). Il s'agit de montrer le principe de ces méthodes, pourvoir en quoi elles sont adaptables au modèle multiphasique.Ces di�érentes méthodes n'ont pas été introduites dans le code Castor . En e�et, le trai-tement numérique n'est pas au coeur de notre sujet, et les développements associés à cesimplémentations ont été jugés hors de propos dans le cadre de ce travail.2.6.1 Méthode de Newton-RaphsonSe rappelant la structure des matrices de rigidité (Eq. (4.22)), on peut mettre l'équationd'équilibre discrétisée (4.32) à l'instant tn sous la forme suivante :Z
 tBe � �n d
 = Qn(4.76)L'objectif est de déterminer le champ �n+1 équilibrant de la même façon Qn+1. Cet équilibren'étant véri�é qu'après convergence d'un processus itératif, on a introduit en (4.71) le vecteurdes résidus à l'itération i du pas de charge courant n+ 1 :	in+1 = Z
 tBe � �in+1 d
�Qn+1(4.77)



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 153Dans cette équation, �in+1 désigne l'état de contrainte obtenu après intégration locale de laplasticité (Eq.(4.60)), c'est à dire l'état de contrainte plastiquement admissible. Désignantpar uin+1 le vecteur des déplacements nodaux de l'élément contenant le point courant, on ad'après (4.19) : �in+1 = D � hBe � U in+1 � "p ;in+1i+ �o(4.78)L'équilibre (4.42) ayant fourni le vecteur U in+1 peut d'autre part se mettre sous la forme :Z
 tBe � �s:a ; in+1 d
�Qn+1 = 0(4.79)ou l'état de contrainte statiquement admissible vaut :�s:a ; in+1 = D � hBe � U in+1 � "p ; i�1n+1 i+ �o(4.80)Reportant (4.78)-(4.80) dans (4.77), et soustrayant (4.79), on obtient une nouvelle expressiondu vecteur des résidus à la �n de l'itération i :	in+1 = �Z
 tBe � �"p ; in d
 = ��F p ; in ; �"p ; in = "p ; in+1 � "p ; i�1n+1(4.81)A partir de cette valeur, on cherche une nouvelle évaluation du champ de déplacement U i+1n+1véri�ant : 	i+1n+1 = 0(4.82)L'application de la méthode de Newton-Raphson à la résolution de l'équation 	(U) = 0conduit à remplacer l'équation précédente par un développement limité au premier ordre :	i+1n+1 = 0 � 	in+1 +�@	@U�U in+1 � �U i+1n+1 � U in+1�= 	in+1 +�@	@U�U in+1 � ��U i+1n ��U in�(4.83)Posant : �U in = �U i+1n ��U in(4.84)et introduisant la matrice de rigidité tangente :Kin+1 = �@	@U�U in+1(4.85)on obtient la nouvelle évaluation du vecteur incrément des déplacements �U i+1n en résolvant :�U in = � �Kin+1��1 �	in+1 = �Kin+1��1 � �F p ; in(4.86-a)La matrice Kin+1 joue ainsi, pour la méthode de Newton-Raphson, le rôle de la matrice Kutilisée dans la méthode des contraintes initiales (Eq.(4.41)). On représente graphiquementsur la �gure 4.3 les approximations successives de 	in+1 par les deux méthodes.



154 Chapitre 4. Eléments �nis	n+1
	1n+1	2n+1	3n+1

�U1n = �U1n�U2n = �U1n + �U2n
�U2n �U3n U

a - Méthode des contraintes initiales	n+1 U
�U1n = �U1n�U2n = �U1n + �U2n

�U2n �U3n	1n+1	2n+1	3n+1
b - Méthode de Newton-RaphsonFig. 4.3: Processus itératif d'annulation du vecteur résidu2.6.2 Comportement tangent et tangent consistantIl reste à déterminer la forme de la matrice de rigidité tangente Kin+1. Dérivant (4.77) parrapport au vecteur déplacement, il vient :Kin+1 = Z
 tBe ��@�@"�"in+1 �� @"@U�U in+1 d
 = Z
 tBe �Din+1 �Be d
(4.87)ou Din+1 est la matrice de comportement tangente.



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 155Si localement l'incrément de déformation �"in entraîne une décharge du point de vue de laplasticité, le comportement tangent est bien sûr le comportement élastique. Si par contre il ya charge, il faut introduire les équations de la plasticité pour le déterminer.Certains auteurs, notamment Hinton et Owen (1980) déduisent cette matrice du tenseur desmodules élasto-plastiques tangent Ae:p tiré des équations de la plasticité exprimées en tauxde variation : _� = A : ( _"� _"p)(4.88-a) _"p = _� @ f@ �(4.88-b) _f = @ f@ � : _� = 0(4.88-c)Reportant (4.88-a) et (4.88-b) dans (4.88-c), on montre aisément que :_� = Ae:p : _"(4.89)avec : Ae:p = A�  A : @ f@ �!
 A : @ f@ �!@ f@ � : A : @ f@ �(4.90)En utilisant la matrice de rigidité tangente De:p construite à partir de ce comportement,il a été constaté que la convergence du processus itératif n'est pas de nature quadratique,contrairement à ce que l'on attendait de la méthode de Newton-Raphson.Pour obtenir e�ectivement cette convergence, Simo et Taylor (1985) ont introduit le compor-tement tangent consistant avec l'algorithme. Pour l'obtenir, l'opération de dérivation (4.85)est e�ectuée à partir de l'expression de �n+1 comme projection du prédicteur sur le critère :�n+1 = �n +A : 0@"n ���n+1 @ f@�!�n+11A(4.91)En di�érentiant cette expression incrémentale, il vient :_�n+1 = A : 24 _"n � _�  @ f@�!�n+135���n+1A : :z }| { @ f@�!�n+1(4.92)où le dernier terme fait intervenir les dérivées secondes du critère de plasticité ::z }| { @ f@�!�n+1 =  @2f@ �2! : _�n+1(4.93)



156 Chapitre 4. Eléments �nisIl vient alors : _�n+1 = "I +��n+1A : @2f@ �2#�1 : A : 24 _"n � _�  @ f@�!�n+135(4.94)Cette équation ressemble formellement à (4.88-a), à condition d'y remplacer A par :A = "I +��n+1A : @2f@ �2#�1 : A(4.95)Résolvant de nouveau les équations (4.88) avec A, on obtient le comportement tangent consis-tant : Ae:pt:c = A�  A : @ f@ �!
 A : @ f@ �!@ f@ � : A : @ f@ �(4.96)auquel on peut associer la matrice de comportement tangent De:pt:c et calculer (4.87).Remarques Le calcul de (4.96) prend ainsi en compte le fait que la résolution numérique deséquations se fait en utilisant un incrément de taille �nie, alors que les équations constitutivessont exprimées en taux. Cela explique la dénomination de � consistant avec l'algorithme �.Le gain réalisé en utilisant cet opérateur par rapport à (4.89) peut être signi�catif (Simo etTaylor, 1985). Cependant, cette approche nécessite le calcul des dérivées secondes du critère,qui peuvent s'avérer singulières en certains points.2.6.3 Méthodes quasi-Newton et accélérateurs de convergenceLa méthode de Newton-Raphson nécessite comme on l'a vu une inversion de la matrice derigidité tangente à chaque itération de calcul. Pour des gros systèmes, cette étape peut s'avérertrès coûteuse en temps de calcul. Pour pallier ce problème, certains auteurs ont proposé deremplacer (Kin+1)�1 par une approximation calculée à partir des (Kjn+1)�1 ; j < i. Lesméthodes les plus couramment utilisées sont :� La méthode DFP (Davidon, Fletcher, Powell) qui fait une actualisation de rang 1, c'està dire évaluant (Kin+1)�1 uniquement à partir de (Ki�1n+1)�1.� la méthode BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno) qui est une actualisation derang 2.La première est rapportée dans Zienkiewicz et Taylor (1994b, page 218) et Mestat (1993). Laseconde a été appliquée initialement dans le cadre des éléments �nis par Matthies et Strang(1979). On en trouve des variantes dans Cris�eld (1991, Chap. 9).



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 157Un autre type d'optimisation des algorithmes consiste en l'utilisation de schémas d'accé-lération de convergence. A l'itération i, à partir d'une valeur du champ de déplacement�U i+1n = �U in + �U in, on e�ectue une actualisation de type :�Û i+1n = �U in + �i �U in(4.97)Le scalaire �i est ajusté de façon à minimiser la norme du vecteur résidu associé à �Û i+1n .Ce procédé est connu sous le nom de line search dans la littérature, et très souvent associéà l'utilisation de la matrice de rigidité initiale élastique. On trouve di�érentes variantes dansNayak et Zienkiewicz (1972); Thomas (1984); Abbo et Sloan (1997) et une discussion détailléedans Cris�eld (1991, pages 254-265).2.7 RécapitulatifLes di�érents ingrédients permettant de traiter numériquement un problème de plasticitéayant été abordés successivement, on propose dans ce pararaphe un récapitulatif de l'ensemblede la procédure sous forme d'organigrammes. Ceux-ci reprennent précisément l'enchaînementdes tâches programmées dans le code de calcul Castor.Deux versions de l'algorithme sont présentées :� dans la première, le prédicteur � élastique � (4.54) est utilisé au niveau local. L'ensembledes opérations est résumé dans l'organigramme 4.1. Les évaluations successives de ladéformation plastique sont représentées sur la �gure 4.4-a.� dans la seconde, le prédicteur � statiquement admissible � (4.67) est utilisé. L'ensembledes opérations est résumé dans l'organigramme 4.2. Les évaluations successives de ladéformation plastique, maintenant obtenue par cumul au cours des itérations, sont re-présentées sur la �gure 4.4-b.2.8 ConclusionNous arrivons au terme de la section la plus technique de ce chapitre. L'ampleur du formalismeutilisé et les diverses références su�sent à montrer que le traitement de la plasticité dans lecadre des éléments �nis n'est pas un domaine de recherche clos. Nous espérons avoir donnésu�samment de détails pour montrer la richesse du sujet sans avoir noyé complètement lelecteur.Les sections qui suivent présentent le travail théorique original de ce chapitre : la mise en÷uvre par éléments �nis du modèle multiphasique adhérent en élasto-plasticité, puis celle dumodèle général en élasticité.



158 Chapitre 4. Eléments �nis� Initialisation i = 1�"p ; 0n = 0 �F p ; 0n = 0�U1n = K�1 ��Qn� Itération i�F p ; in = 0�U in ; �"p ; i�1n connus� Pour chaque élément k�fp ; in (k) = 0 �uin(k) � �U in� Pour chaque point de Gauss IPG : Return mapping� �trial ; in+1 = �n +D �Be ��uin(k)� Si f(�trial ; in+1 ) � 0 alors �"p ; in = 0sinon �"p ; in donné par (4.60)� �s:a ; in+1 = �trial ; in+1 �D ��"p ; i�1n� CritMax � max �CritMax ; f(�s:a ; in+1 )��fp ; in (k) � �fp ; in (k) + !IPG tBe �D ��"p ; inAssemblage : �F p ; in  � �F p ; in +�fp ; in (k)� Calcul élastique : �U i+1n = K�1 ���Qn +�F p ; in �� Convergence	in+1 = �F p ; i�1n ��F p ; inSi (4.70),(4.72),(4.73) véri�és, alors la solution est :Un+1 = Un +�U i+1n"n+1 = "n+1 +Be ��U i+1n"pn+1 = "pn +�"p ; in�n+1 = �n +D � �Be ��U i+1n ��"p ; in �Sinon i � i+ 1Tab. 4.1: Algorithme de plasticité - Utilisation du prédicteur � élastique � (4.54) - Méthodedes contraintes initiales



2. Les éléments �nis en élasto-plasticité 159� Initialisation i = 1�"p ; 0n = 0 �F p ; 0n = 0�U1n = K�1 ��Qn� Itération i�F p ; in = 0�U in ; �"p ; i�1n connus� Pour chaque élément k�fp ; in (k) = 0 �uin(k) � �U in� Pour chaque point de Gauss IPG : Return mapping� �s:a ; in+1 = �n +D � �Be ��uin(k)��"p ; i�1n �� Si f(�s:a ; in+1 ) � 0 alors �"p ; in = 0sinon �"p ; in donné par (4.68)�"p ; in = �"p ; i�1n + �"p ; in� CritMax � max �CritMax ; f(�s:a ; in+1 )��fp ; in (k) � �fp ; in (k) + !IPG tBe �D � �"p ; inAssemblage �F p ; in  � �F p ; in + �fp ; in (k)� Calcul élastique �U i+1n = K�1 � �F p ; in�U i+1n = �U in + �U i+1n� Convergence	in+1 = ��F p ; inSi (4.70),(4.72),(4.73) véri�és, alors la solution est :Un+1 = Un +�U i+1n"n+1 = "n+1 +Be ��U i+1n"pn+1 = "pn +�"p ; in�n+1 = �n +D � �Be ��U i+1n ��"p ; in �Sinon i � i+ 1Tab. 4.2: Algorithme de plasticité - Utilisation du prédicteur � statiquement admissible �(4.67) Méthode des contraintes initiales
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�"p; 1n�"p; 2n
�"pn = �"p ;1n + �"p ;2n + : : :

b - Prédicteur � statiquement admissible �Fig. 4.4: Algorithme de projection sur le critère - Visualisation de la déformation plastiqueau cours des itérations



3. Implémentation du modèle multiphasique adhérent 1613 Implémentation du modèle multiphasique adhérent (Sudretet de Buhan, 1999b; Sudret et al., 1999)3.1 IntroductionSous l'hypothèse d'adhérence parfaite, le modèle multiphasique se formule à partir d'un champde déplacement � unique pour toutes les phases. Ainsi, son implémentation dans un code auxéléments �nis formulé en déplacement est-elle une extension de la formulation associée aumilieu continu classique.Comme à la section 1, on commence par établir un principe de minimum de l'énergie po-tentielle en élasticité. La discrétisation de celui-ci fait apparaître des termes liés à la phasematrice et à chaque phase renforcement.Pour traiter le comportement élasto-plastique, on s'appuie sur la dé�nition première du critèrede plasticité (2.106). Celui-ci s'obtenant à partir des valeurs des contraintes partielles, onmontre que l'algorithme local d'intégration de la plasticité peut s'appliquer indépendammentsur chaque phase, l'algorithme itératif global restant quant à lui inchangé.3.2 Traitement de l'élasticité3.2.1 Principe de minimum de l'énergie potentielleSoit S un système mécanique constitué d'un milieu multiphasique adhérent à N phases ren-forcement. On a montré à la section 1.7 du chapitre 2 qu'à condition de dé�nir les e�ortsextérieurs globaux (2.36) et le tenseur des contraintes totales (2.37), les équations d'équilibreet conditions aux limites de ce milieu et celles du milieu continu de Cauchy sont identiques.Reprenant les notations du paragraphe 1.2.2, on note C (S� ; �d) l'espace des champs de déplace-ment cinématiquement admissibles, et (~� ; ~" ; ~�) les champs solutions du problème d'élasticitémultiphasique adhérent. Le principe des travaux virtuels s'écrit sous la forme 6 :8 � 2 C (S� ; �d) ; Z
 ~� : " d
� Z
 �F � � d
� ZST T d � � dS � ZS� �d � ~� � n dS = 0(4.98)Le champ de contraintes totales solution du problème élastique s'écrit :~� = @	@ " (~")(4.99)où 	("), densité d'énergie libre du milieu multiphasique (voir Eq.(2.53)) se simpli�e dans lecas présent en : 	(") =  m(") + NXr=1  r("r = " : er 
 er)(4.100)6. Voir note page 135



162 Chapitre 4. Eléments �nisLa stabilité des matériaux constitutifs de chaque phase implique que chaque fonction  j(") eststrictement convexe. Par conséquent leur somme 	(") l'est également, et on peut appliquerle même raisonnement qu'en 1.2.2. Le champ de déplacement � solution minimise donc lafonctionnelle énergie potentielle dé�nie en (4.10), dans laquelle on remplace simplement  (")par 	(").3.2.2 Discrétisation du principe de minimumLe champ de déplacement � étant unique pour toutes les phases, on va procéder à une seulediscrétisation géométrique de la structure, ce qui revient à choisir les mêmes degrés de libertéet interpolations pour chaque phase. Reprenant les notations du paragraphe (1.3.2), on pose :8x 2 Ve ; �n(x)jVe = Ne(x) � ue(4.101-a) " = Be � ue(4.101-b)Sur chaque élément e = 1; ::: Ne, le terme �e(ue) (Eq.(4.20-c)) est inchangé pourvu qu'onutilise les e�orts extérieurs globaux dans son calcul (Eq.(4.21-b)). Par contre, le terme we(ue)(Eq.(4.20-b)) est maintenant l'intégrale d'une somme de termes relatifs respectivement à laphase matrice et aux di�érentes phases renforcement. On écrit sans ambiguïté :we(ue) = wme (ue) + NXr=1wre(ue)(4.102)Pour la phase matrice, on reprend simplement l'expression (4.21-a) en remplaçant D par dm,matrice d'élasticité de la phase matrice associée à am. Pour les phases renforcement, il estnécessaire d'introduire des notations supplémentaires.L'exploitation de la condition de compatibilité des déformations "r = " : er 
 er nécessite ladé�nition de la représentation matricielle du tenseur er 
 er. On note :er 
 er  ! er(4.103)de sorte que : "r = ter � " = t" � er(4.104)De façon similaire à (4.11), on retient la forme suivante de la densité d'énergie libre d'unephase renforcement :  r("r) = 12 ar("r)2 + "r (�ro � ar "ran)(4.105)Dans cette équation, ar désigne la raideur scalaire, "ran la déformation d'origine anélastique,et �ro la contrainte initiale. On montre alors que :wre(ue) = ZVe  r("r) d
= 12 tue � �ZVe ar tBe � er � ter �Be d
� � ue � tue � ZVe (ar "ran � �ro) tBe � er d
(4.106)



3. Implémentation du modèle multiphasique adhérent 163On identi�e ainsi pour chaque phase renforcement :� la matrice de rigidité élémentaire :kre = ZVe ar tBe � er � ter �Be d
(4.107)� le vecteur force élémentaire associée aux déformations anélastiques :fr;ane = ZVe ar "ran tBe � er d
(4.108)� le vecteur force élémentaire associée aux contraintes initiales :fr; �e = ZVe ��ro tBe � er d
(4.109)Lors du processus d'assemblage des matrices de rigidité (resp. vecteurs force) élémentaires, onadditionne pour chaque élément les contributions de chaque phase avant d'injecter la sommedans la matrice de rigidité (resp. le vecteur force) global(e).Remarque La matrice de rigidité dr d'une phase renforcement s'identi�e au produit ar er�ter.On donne dans l'annexe F, section 3 la forme explicite de cette matrice dans les cas bi- ettridimensionnels en fonction des angles dé�nissant la direction de renforcement.3.3 Traitement de la plasticitéReprenant la structure de la section 2, nous allons successivement poser le problème de plas-ticité multiphasique discrétisé, discuter du processus itératif de résolution, de l'intégrationlocale des lois de comportement et des critères de convergence. Nous donnons en�n un or-ganigramme récapitulatif. Dans cette section, on se limite pour simpli�er la présentation àune phase renforcement. Cependant les processus mis en ÷uvre étant découplés par phase, lagénéralisation à N phases est immédiate.3.3.1 Position du problèmeSoit S un système mécanique de volume 
modélisé par un milieu biphasique adhérent, soumisà un chargement Q(t) (décrit par les e�orts globaux volumiques, surfaciques et les conditionsaux limites en déplacement) sur l'intervalle de temps [0 ; T ]. L'objectif est de déterminer laréponse du système sous la forme des champs suivants dé�nis sur 
� [0 ; T ] :f�m ; �r ; " ; "mp ; "rpg(4.110)



164 Chapitre 4. Eléments �nisCes champs véri�ent le système d'équations :div� + �F = 0 ; � = �m + �r er 
 er(4.111) _�m = am : ( _"� _"mp ) ; _�r = ar ( _"r � _"rp)(4.112) _"mp = _�m @ fm@ �m ; _"rp = _�r @f r@�r = � _�r(4.113) _�j � 0 ; f j(�j) � 0 ; _�j f j(�j) = 0 j = m; r(4.114)ainsi que les conditions aux limites de type (4.2).La discrétisation temporelle s'e�ectue comme à la section 2.2. Pour toutes les variables (4.110),on note avec l'indice n les valeurs, supposées connues, à l'instant tn et �()n l'incrément àdéterminer comme réponse à �Qn.3.3.2 Algorithme de plasticité modi�éLe schéma général de résolution alternant l'écriture d'équilibres globaux et l'intégration localedes lois de comportement reste inchangé. Dans le cadre de la méthode des contraintes ini-tiales, la matrice de rigidité du système est obtenue par sommation sur toutes les phases desmatrices (4.22) et (4.107) puis assemblage de ces contributions élémentaires. Les évaluationssuccessives du vecteur incrément des déplacements nodaux �U in sont obtenues en l'utilisantdans (4.41).L'expression du critère de plasticité global (2.106) s'obtient à partir de l'évaluation du critèrepropre à chaque phase sur les contraintes partielles correspondantes. Par ailleurs, les lois d'évo-lution (4.112)-(4.113) sont également exprimées par phase. Ainsi, l'évolution élasto-plastiquepilotée par un incrément de déformation imposé �"n est-elle découplée par phase.Le traitement numérique va donc s'appuyer sur cette remarque importante. A partir d'unincrément de déplacement �Un calculé à l'itération i, on calcule en tout point de Gaussl'incrément de déformation �"n = �"mn . On considère ensuite séparément chaque phase.Phase matrice On commence par évaluer le prédicteur (4.54) :�trial ; mn+1 = �mn + am : �"n(4.115)On distingue ensuite deux cas selon le signe de f(�trial ; mn+1 ).� S'il est strictement négatif, l'évolution est purement élastique sur l'intervalle [tn ; tn+1]et l'on a : ��mn+1 = 0 ; �"mp ; n = 0 ; "mp ; n+1 = "mp ; n ; �mn+1 = �trial ; mn+1(4.116)



3. Implémentation du modèle multiphasique adhérent 165� S'il est positif, on projette le prédicteur sur le critère de la phase matrice selon la normeélastique associée à am en résolvant :�mn+1 = �trial ; mn+1 ���mn+1 am :  @ fm@�m !�mn+1 ; fm(�mn+1) = 0(4.117)Si l'on utilise le critère de Drucker-Prager pour la phase matrice, la résolution se faitanalytiquement, et l'expression de l'incrément de déformation plastique associé est donnépar (F.38). Par une intégration de type (4.24), on obtient le vecteur des forces plastiquesélémentaire associé.Pour la phase matrice, on obtient donc formellement le même processus que pour le milieucontinu de Cauchy. Par conséquent, la même zone du code de calcul sera utilisée dans les deuxsituations.Phase renforcement On procède formellement de la même façon que pour la phase ma-trice. Les calculs sont cependant plus simples. A partir de l'incrément de déformation �"n,on obtient par la condition d'adhérence parfaite :�"rn = �"n : er 
 er(4.118)d'où on tire le prédicteur : �trial ; rn+1 = �rn + ar�"rn(4.119)On distingue ensuite les deux cas suivants :� Si f r(�trial ; rn+1 ) < 0, l'évolution est purement élastique, et donc :��rn+1 = 0 ; �"rp ; n = 0 ; "rp ; n+1 = "rp ; n ; �rn+1 = �trial ; rn+1(4.120)� Si f r(�trial ; rn+1 ) � 0, on projette le prédicteur sur le critère. Le domaine d'élasticité Cr dela phase renforcement est dé�ni par un intervalle de R de la forme :Cr =]� �r� ; �r+[(4.121)ce qui rend l'opération de projection immédiate :�rn+1 = 8><>:�r+ si �trial ; rn+1 � �r+� �r� si �trial ; rn+1 � ��r�(4.122)L'incrément de déformation plastique correspondant s'écrit :�"rp ; n+1 = �trial ; rn+1 � �rn+1ar(4.123)Par une intégration de type (4.108), on obtient le vecteur des forces plastiques élémen-taire associé.



166 Chapitre 4. Eléments �nisLes vecteurs des forces plastiques élémentaires sont, pour chaque élément, sommés sur toutesles phases, puis assemblés en un vecteur global �F p ; n+1 qui sert au calcul des déplacementsà l'itération suivante.Convergence Les critères de convergence globaux sur le vecteur des résidus (4.72) et sur lesdéplacements (4.73) restent inchangés, à condition d'inclure la contribution de chaque phasedans le calcul de 	in+1 = ��F p ; inAu niveau local, on impose pour la phase matrice un critère d'arrêt de type (4.70) :maxfPoints de Gaussg fm(�s:a ;m ;in+1 )Sm < Tolf(4.124)Si cette relation est trop contraignante, on limite le nombre de points plastiques non convergés.Pour la phase renforcement, on rajoute un test sur l'écart au critère Cr des états de contraintepartielle statiquement admissibles donnés à l'itération i par :�s:a ;r ;in+1 = �rn + ar ��"r ;in ��"r; i�1p ; n �(4.125)en imposant : maxfPoints de Gaussg f r(�s:a ;r ;in+1 )max (�r+ ; �r�) < Tolf(4.126)ou en limitant là aussi le nombre de points plastiques non convergés.3.3.3 Autres méthodes de résolutionAprès avoir détaillé les modi�cations apportées à la méthode des contraintes initiales pourrésoudre les problèmes multiphasiques adhérents en plasticité, on fait ici quelques remarquessur les autres schémas présentés à la section 2.6.� Pour les méthodes dites quasi-Newton, l'actualisation de la matrice de rigidité ne faitpas référence à son contenu mécanique (i.e au comportement du matériau dans chaqueélément). Son utilisation dans le cadre multiphasique adhérent ne devrait donc pasnécessiter de modi�cations.� Pour appliquer la méthode de Newton proprement dite, il est nécessaire de calculerla matrice de comportement tangent consistant. Le découplage des comportements desdi�érentes phases permet d'utiliser l'équation (4.96) pour la phase matrice. Pour chaquephase renforcement, si le comportement est parfaitement plastique, la rigidité tangenteest nulle : les phases renforcement n'interviennent donc pas dans le calcul de la rigiditétangente. A noter que dans le cas d'un comportement écrouissable de ces phases, on peuttrouver l'opérateur (scalaire) tangent consistant dans Simo et Hughes (1998, page 53).



3. Implémentation du modèle multiphasique adhérent 1673.3.4 RécapitulatifOn présente pour conclure l'organigramme récapitulatif de l'algorithme modi�é pour le modèlemultiphasique. Il s'agit ici d'un schéma de principe. Pour le détail de chaque étape, on sereportera à l'organigramme 4.1. Il est également possible d'adapter au modèle multiphasiquel'organigramme 4.2 pour lequel le prédicteur est l'état de contrainte statiquement admissible.Dans le code Castor, on a introduit une loi de comportement parfaitement plastique pourles phases renforcement, et un critère de Drucker-Prager avec loi d'écoulement non associéepour la phase matrice. Il va sans dire que le traitement par phase de la plasticité au niveaulocal permet l'extension du code à n'importe quel type de comportement.L'utilisation de lois plus complexes (de type Cam-Clay pour les géomatériaux, Willam-Warnkepour le béton, ...) dans un cadre multiphasique ne présente alors pas plus de di�cultés queleur utilisation dans un code monophasique. De même, l'introduction de l'écrouissage dansles phases renforcement requiert-elle simplement la résolution du problème local de projectiondans le cas unidimensionnel (Simo et Hughes, 1998, Chap .1).De ce point de vue, l'approche multiphasique est beaucoup plus puissante que l'approche deGreuell (1993); Bernaud et al. (1995) qui dérivent un critère de plasticité par homogénéisationpour le matériau renforcé, dont l'expression analytique n'est possible que sous des hypothèsesrestrictives (Critère de Drucker-Prager pour la matrice, une seule direction de renforcement).3.4 ConclusionLa mise en ÷uvre par éléments �nis du modèle multiphasique adhérent est une extension ducas classique, puisque l'inconnue principale est un champ de déplacement unique pour toutesles phases.Dans le domaine élastique, la structure d'un programme classique n'est modi�ée qu'au niveaude l'évaluation des matrices de rigidité et vecteurs force élémentaires.Dans le domaine élasto-plastique, la formulation multiphasique permet de découpler le trai-tement des non linéarités par phase. Les techniques numériques applicables pour le milieucontinu restent valables si l'on raisonne sur les contraintes partielles dans la phase matrice.Le traitement de la plasticité des phases renforcement ne pose pas de problèmes particuliers.La théorie développée dans cette section est implémentée dans le code Castor, dont lefonctionnement est présenté dans la section 5. Auparavant, on présente les principes de lamise en ÷uvre par éléments �nis du modèle multiphasique général.
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Fig. 4.5: Algorithme de plasticité modi�é - Modèle multiphasique adhérent



4. Implémentation du modèle multiphasique général 1694 Implémentation du modèle multiphasique général en élasti-cité4.1 IntroductionLa construction du modèle multiphasique général repose sur l'existence d'une cinématiquepropre pour chaque phase. Dans une formulation par éléments �nis en déplacement, les incon-nues principales vont donc être les (N +1) champs de déplacement associés respectivement àla phase matrice et aux N phases renforcement.Suivant le plan des sections 1 et 3, on commence par énoncer, en élasticité, un principe deminimum de l'énergie potentielle sur l'espace des champs de déplacement cinématiquementadmissibles. On procède ensuite à la discrétisation de la géométrie. On introduit à cet e�etune famille d'éléments �nis multiphasiques, dont le nombre de degrés de libertés par n÷udest proportionnel au nombre de phases. Décomposant l'énergie potentielle sur les éléments,on fait apparaître les expressions des matrices de rigidité et des vecteurs force élémentaires.Pour simpli�er l'exposé, les calculs sont détaillés dans le cadre d'un modèle biphasique (uneseule phase renforcement dont la direction est repérée par le vecteur unitaire er). On commente�nalement la généralisation à N phases renforcement en attirant l'attention sur les pointscritiques de l'implémentation.4.2 Principe de minimum de l'énergie potentielle4.2.1 Position du problème d'élasticité biphasiqueSoit S un système biphasique occupant un volume géométrique 
, soumis à un ensemble desollicitations comprenant :� des forces de volume �j(x)F j(x) intervenant dans les équations d'équilibre de chaquephase : 8x 2 
 ; 8><>: div�m(x) + �m(x)Fm(x) + I(x) = 0div (�r(x) er 
 er) + �r(x)F r(x)� I(x) = 0(4.127)� des forces surfaciques véri�ant les conditions aux limites :�m(x) � n = T d;m(x) 8x 2 STm�r(x)(n � er)er = T d;r(x) 8x 2 ST r(4.128)



170 Chapitre 4. Eléments �nis� des conditions aux limites en déplacement 7 :�j(x) = �d;j(x) 8x 2 S�j = @
nST j ; j = fm; rg(4.129)On rappelle les dé�nitions suivantes :� l'espace des champs d'e�orts intérieurs statiquement admissibles est l'ensemble des(�m ; �r ; I) véri�ant (4.127) et (4.128)� l'espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles est :C (S�j ; �d;j) = �(�m ; �r) continus, continûment di�érentiables,et véri�ant (4.129) g(4.130)On introduit par ailleurs le champ des déplacement relatifs :�� = �r � �m(4.131)4.2.2 Principe du minimum en déplacementSoit f~�m ; ~�r ; ~"m ; ~"r ; ~�m ; ~�r ; ~Ig l'ensemble des champs dé�nissant la solution du problèmeélastique. Le principe des travaux virtuels appliqué à tout élément de C (S�j ; �d;j) s'écrit :Z
 h~�m : "m + ~�r "r + ~I ���i d
� Z
 ��m Fm � �m + �r F r � �r� d
� ZSTm T d;m � �m dS � ZSTr T d;r � �r dS� ZSm� �d;m � ~�m � n dS � ZSr� ~�r (n � er)�d;r � er dS = 0(4.132)
Appliquant l'équation précédente aux champs solutions f~�m ; ~�rg et soustrayant membre àmembre, il vient :Z
 h~�m : ("m � ~"m) + ~�r ("r � ~"r) + ~I � (�� ��~�)i d
� Z
 h�m Fm � (�m � ~�m) + �r F r � (�r � ~�r)i d
� ZSTm T d;m � (�m � ~�m) dS � ZSTr T d;r � (�r � ~�r) dS = 0(4.133)7. On a donné au chapitre 2, section 1.3 ces dé�nitions dans le cadre le plus général. Comme à la section 1,on restreint ici le formalisme pour simpli�er la présentation du modèle éléments �nis sans diminuer la portéegénérale de la méthode (Voir note page 135).



4. Implémentation du modèle multiphasique général 171Les densités d'énergie libre associées à chacune des phases et à l'interaction (Eq.(2.53)) véri-�ent : ~�m = @ m@"m (~"m)(4.134-a) ~�r = @ r@"r (~"r)(4.134-b) ~I = @ I@�� (�~�)(4.134-c)De par la stabilité des matériaux constitutifs des phases, ces densités sont supposées convexesde leur argument. On en déduit respectivement : m("m)�  m(~"m) � @ m@"m (~"m) : ("m � ~"m)(4.135-a)  r("r)�  r(~"r) � @ r@"r (~"r)("r � ~"r)(4.135-b)  I(��)�  I(�~�) � @ I@�� (�~�) � (�� ��~�)(4.135-c)Substituant (4.134) et reportant ces inégalités dans (4.133), on montre aisément que leschamps solutions f�m ; �rg minimisent sur C (S�j ; �d;j) la fonctionnelle énergie potentielle dé-�nie par : E(�m ; �r) = W(�m ; �r)� �(�m ; �r)(4.136-a) W(�m ; �r) = Z
 � m("m) +  r("r) +  I(��)� d
(4.136-b) �(�m ; �r) = Z
 ��m Fm � �m + �r F r � �r� d
(4.136-c) +ZSTm T d;m � �m dS + ZSTr T d;r � �r dSdans lesquels on a implicitement utilisé les équations cinématiques :"m = 12 �grad �m + tgrad �m� ; "r = (er 
 er) : grad �r ; �� = �r � �m(4.137)Dans la suite, on suppose un comportement élastique linéaire pour chaque phase. On expliciteles densités d'énergie libre sous la forme : m("m) = 12 "m : am : "m + "m : (�mo � am : "man)(4.138-a)  r("r) = 12 ar ("r)2 + "r : (�ro � ar "ran)(4.138-b)  I(��) = 12 �� � CI ��� ��� � CI ���an(4.138-c)



172 Chapitre 4. Eléments �nis4.3 Formulation éléments �nis en déformation planePour une présentation concrète, on a choisi de se limiter aux problèmes en déformation plane.On donne dans ce cadre les di�érentes expressions qui interviennent dans la programmationdu code aux éléments �nis. La généralisation aux problèmes tridimensionnels est abordée à lasection suivante.4.3.1 Discrétisation et interpolation des champs de déplacementSoit (O ; ex ; ey ; ez) un repère orthonormé de l'espace dans lequel est plongé le système, et(O ; x ; y) le plan de déformation. On commence par discrétiser la structure en réalisant unmaillage unique pour les deux phases (comprenant Ne éléments de surface Ve). Du point devue géométrique, on considère des éléments de Lagrange à ne n÷uds (en pratique, 3 ou 4 pourdes éléments linéaires, 6 ou 9 pour des éléments quadratiques).Compte tenu du caractère biphasique bidimensionnel du problème, chaque n÷ud possèdequatre degrés de liberté, respectivement les deux composantes de déplacement de chacune desphases (um ; vm ; ur ; vr). Le vecteur des déplacements nodaux est noté ue :tue = fum1 ; vm1 ; ur1 ; vr1 ::: umne ; vmne ; urne ; vrneg(4.139)Notant ((uj ; vj) les coordonnées de chaque champ de déplacement �j ; fj = m; rg dans unrepère orthonormé, on regroupe les quatre composantes ainsi obtenues dans le vecteur dépla-cement généralisé � :
�(x) = 0BBBBBBBBB@

um(x)ur(x)vm(x)vr(x)
1CCCCCCCCCA(4.140)

Comme dans le cas monophasique, on discrétise ce champ de déplacement en le dé�nissant,sur chaque élément, par interpolation :�(x)jVe = Ne � ue(4.141)La matrice Ne est ici dé�nie par ne blocs accolés de la forme :
Ne = 26666666664 ::: Ni 0 0 00 Ni 0 00 0 Ni 00 0 0 Ni ::: 37777777775(4.142)



4. Implémentation du modèle multiphasique général 173Les fonctions de forme Ni(x) ; i = 1; ::ne sont les mêmes que celles utilisées dans le cas dumilieu continu classique, ne dépendant que du nombre de noeuds de l'élément.On a dé�ni de la sorte une famille d'éléments �nis de Lagrange multiphasiques.4.3.2 Déformations des phasesOn introduit le vecteur déformation généralisé " à 5 composantes :t" = �"mxx ; "myy ; "mzz ; 2 "mxy ; "r	(4.143)On rappelle que la déformation axiale de la phase renforcement s'obtient par :"r = grad �r : (er 
 er)(4.144)Dans le plan (O ; x ; y), la direction de renforcement est dé�nie par un seul angle noté � :er = cos� ex + sin� ey(4.145)Reportant (4.145) dans (4.144), on en déduit :"r = cos2 � @ur@x + cos� sin� �@ur@y + @vr@x �+ sin2 � @vr@y(4.146)La matrice de di�érentiation L donnant " = L � � s'écrit donc sous la forme :
L =

26666666666664
@@x 0 0 00 0 @@y 00 0 0 0@@y 0 @@x 00 cos2 � @@x + cos� sin� @@y 0 cos� sin� @@x + sin2 � @@y

37777777777775(4.147)
Pour exprimer le vecteur déformation en fonction des déplacements nodaux, on introduit lamatrice Be : " = Be � ue ; Be = L �Ne(4.148)Elle est donc de taille (5� ne), composée de ne blocs s'agençant comme suit :Be = 24 : : : ������ Bi ������ : : : 35(4.149-a)

Bi =
������������������

@Ni@x 0 0 00 0 @Ni@y 00 0 0 0@Ni@y 0 @Ni@x 00 cos2 � @Ni@x + cos� sin� @Ni@y 0 cos� sin� @Ni@x + sin2 � @Ni@y
������������������(4.149-b)



174 Chapitre 4. Eléments �nis4.3.3 Contraintes partiellesSoit dm la matrice d'élasticité de la phase matrice associée au tenseur des modules élastiquesam (de taille 4�4 en déformation plane), et ar la rigidité scalaire de la phase renforcement. Onintroduit la matrice d'élasticité généralisée D de taille 5� 5 construite de la façon suivante :
D =

266666666666664 dm ���������������
00000 0 0 0 ar
377777777777775(4.150)

Avec ce formalisme, on véri�e que le vecteur contrainte généralisé � à 5 composantes :t� = ��mxx ; �myy ; �mzz ; �mxy ; �r	(4.151)s'obtient simplement en e�ectuant le produit :� = D � "(4.152)On peut de même exprimer la densité d'énergie libre (4.138) associée aux deux phases sousla forme :  m("m) +  r("r) = 12 t" �D � "+ t" � [�o �D � "an](4.153)ou encore, en substituant (4.148) : m("m) +  r("r) = 12 tue � tBe �D �Be � ue + tue � tBe � [�o �D � "an](4.154)4.3.4 E�orts d'interactionIl convient d'exprimer tout d'abord le vecteur des déplacements relatifs en fonctions desdéplacements nodaux. Introduisant la matrice T :T = 264 �1 1 0 00 0 �1 1 375(4.155)on montre trivialement que :�� = �r � �m = T � � = T �Ne � ue(4.156)Par ailleurs, on associe au tenseur d'élasticité d'interface CI la matrice carrée CI , symétriqued'ordre 2 de sorte que : I = CI � ��� ���an� = CI � ��� ���an�(4.157)



4. Implémentation du modèle multiphasique général 175Substituant (4.156), il vient : I = CI � �T �Ne � ue ���an�(4.158)Ainsi la densité d'énergie libre liée aux e�orts d'interaction (4.138-c) se met-elle sous la forme : I(��) = 12 tue � tNe � tT �CI �T �Ne � ue � tue � tNe � tT �CI ���an(4.159)4.3.5 Matrice de rigidité et vecteur force élémentairesL'expression de l'énergie potentielle discrétisée s'obtient en décomposant (4.136) sur chaqueélément du maillage. Reprenant les notations de la section 1.3.3, on a :we(ue) = ZVe � m("m) +  r("r) +  I(��)� d
(4.160-a) �e(ue) = ZVe ��m Fm � �m + �r F r � �r� d
(4.160-b) +Z@Ve\STm T d;m � �m dS + Z@Ve\STr T d;r � �r dSReportant (4.154) et (4.159), il vient :we(ue) = 12 tue � �ZVe �tBe �D �Be + tNe � tT �CI �T �Ne� d
� � ue� tue � ZVe htBe � (D � "an � �o) + tNe � tT �CI ���ani d
(4.161)Sur cette dernière expression, on identi�e clairement :� la matrice de rigidité élémentaire :ke = ZVe �tBe �D �Be + tNe � tT �CI �T �Ne� d
(4.162)� le vecteur force élémentaire associé aux déformations anélastiques :fane = ZVe htBe �D � "an + tNe � tT �CI ���ani d
(4.163)� le vecteur force élémentaire associé aux contraintes initiales :ZVe �tBe �D � �o d
(4.164)En ce qui concerne les e�orts extérieurs, on associe aux densités volumiques et surfaciquesintervenant dans (4.136) les vecteurs (�F ; T m ; T r) dé�nis par :t�F = ��m Fmx ; �m Fmy ; �r F rx ; �r F ry 	(4.165-a) tT m = nT d;mx ; T d;my ; 0 ; 0o(4.165-b) tT r = n0 ; 0 ; T d;rx ; T d;ry o(4.165-c)



176 Chapitre 4. Eléments �nisLa contribution élémentaire �e(ue) à l'énergie potentielle se met alors sous la forme :�e(ue) = tue � �ZVe tNe � �F d
+ Z@Ve\STm tNe � T m dS + Z@Ve\STr tNe � T r dS�(4.166)4.3.6 RésolutionAu vu des expressions (4.161) et (4.166), il est clair que la sommation des contributionsélémentaires va donner par assemblage une expression quadratique de l'énergie potentielle. Laminimisation de celle-ci conduit donc naturellement à un système linéaire classique :K � U = F(4.167)Les opérations d'assemblage des matrices ke dans K (resp. des vecteurs fe dans F ) sont demême nature que dans le cas monophasique, à condition de dé�nir correctement les tables delocalisation associant les numérotations locale et globale. La prise en compte des conditionsaux limites en déplacement est formellement identique à ce qui a été présenté en 1.3.6.4.4 Généralisation et remarques sur l'implémentationAyant introduit un formalisme vectoriel adapté au milieu biphasique en déformation plane(vecteurs déformation et contrainte généralisés à 5 composantes), on a pu retouver la structurehabituelle des matrices et vecteurs élémentaires (Eqs.(4.162)-(4.164)). La présence d'e�ortsd'interaction entre les deux phases introduit cependant un terme de rigidité supplémentaire.Ces e�orts étant linéaires du déplacement relatif, ce terme se calcule à partir de la matriceNe et non pas de Be.On doit tenir compte de cette remarque dans le choix du schéma d'intégration numériqueutilisé pour calculer la matrice de rigidité d'interaction. En e�et le degré du produit polynômialtNe � tT �CI �T �Ne est de 2 plus élévé que celui du produit tBe �D �Be. Pour obtenir unemême précision que dans le cas monophasique, il su�t donc d'utiliser un point de Gausssupplémentaire pour chaque variable d'intégration.La généralisation àN directions de renforcement ne pose pas de problèmes de principe. Chaqueélément à ne n÷uds possède alors 2 (N + 1)ne degrés de liberté. Les vecteurs contenant lesdéformations et les contraintes par phase ont (4 + N) composantes. La matrice d'élasticitégénéralisée est construite en adjoignant à dm une diagonale formée des rigidités scalaires arde chaque phase renforcement (voir Eq.(4.150)).Dé�nissant les matrices Tr donnant les vecteurs de déplacement relatif ���r = �r � �m	, etles matrices d'élasticité d'interaction CI;r, on obtient pour matrice de rigidité élémentaire :ke = ZVe  tBe �D �Be + NXr=1 tNe � tTr �CI;r �Tr �Ne! d
(4.168)



4. Implémentation du modèle multiphasique général 177et des formules similaires pour les vecteurs force.Il faut en�n faire la remarque importante suivante : l'étude de problèmes réels nécessite l'im-plémentation dans le même code d'éléments �nis multiphasiques à nombre de phases variables.En e�et, dans les structures intéressant l'ingénieur, on rencontre fréquemment des zones ren-forcées côtoyant des zones non renforcées, voire un nombre de directions de renforcementvariable (comme dans le cas des fondations sur réseaux de micropieux). Le traitement de cesproblèmes introduit alors un nombre de degrés de liberté par n÷ud variable selon la positiondans le maillage (voir �gure 4.6).

a - Géométrie du problème
2 d.d.l (um ; vm)6 d.d.l (um ; vm ; ur1 ; vr1 ; ur2 ; vr2)

4 d.d.l (um ; vm ; ur ; vr)

b - Maillage associé (éléments multi-phasiques)Fig. 4.6: Problème multiphasique à nombre de phases variable : l'exemple du réseau de micro-pieux4.5 ConclusionOn a introduit dans cette section la notion d'éléments �nis multiphasiques dérivés des élémentsde Lagrange classiques en augmentant le nombre de degrés de liberté par noeud. On a détaillédans le cas biphasique en déformation plane, le calcul de toutes les quantités intéressantes,puis brièvement évoqué le cas général multiphasique.Pour être complet, il convient de décrire une variante simpli�ée de la présentation précé-dente. Reprenant une idée de Herrmann et Al-Yassin (1978), on peut considérer que seule lacomposante du déplacement relatif entre phases colinéaire à la direction de renforcement estphysiquement pertinente. Les champs de déplacement s'écrivent alors respectivement sous laforme : �m � � ; �r = � +��r er r = 1; ::: N(4.169)



178 Chapitre 4. Eléments �nisDans la formulation discrétisée, les degrés de liberté sont par conséquent au nombre de (N + 2)en chaque n÷ud. On les note (um ; vm ; �u1== ; ::: ; �uN== ). Dans le cas où l'on néglige les forcesde volume dans les phases renforcement, les e�orts d'interaction doivent également être coli-néaires à la direction de renforcement. Le tenseur d'élasticité d'interaction se réduit alors àune composante uniaxiale de la forme cI er 
 er.Le détail du formalisme matriciel correspondant à cette approche est donné dans Bennis(1999). Dans le cadre de son stage de DEA, l'auteur a implémenté l'approche biphasiquecomplète et l'approche simpli�ée à partir du code Castor que nous présentons maintenant.



5. Le code Castor 1795 Le code CastorNous terminons ce chapitre par la programmation proprement dite du code de calcul Castordédié au modèle multiphasique adhérent. Après avoir donné les raisons qui nous ont pousséà développer un nouveau code, nous présentons la structure des trois programmes qui leconstituent.5.1 MotivationLe choix d'un cadre de programmation a été source de nombreuses hésitations. En e�et, fallait-il choisir de s'appuyer sur un code de calcul existant pour l'enrichir du modèle multiphasique,ou au contraire était-il pertinent de développer un code nouveau?La première solution présente des avantages et des inconvénients qu'il convient de passer enrevue :� De nombreux outils sont à la disposition du programmeur : procédures d'intégrationnumérique, manipulation de matrices, solveur de systèmes linéaires.� Les pré- et post-traitement des calculs, notamment l'interface graphique sont dispo-nibles.� A l'opposé, la programmation du modèle multiphasique implique l'introduction de nou-velles données (les propriétés du ou des matériau(x) renforcé(s)) et de nouvelles variables(les contraintes partielles et déformations plastiques de chaque phase). De plus, des mo-di�cations de toutes les procédures importantes du code sont à prévoir : calculs desmatrices et vecteurs élémentaires, algorithme local d'intégration de la plasticité. Sanscompter les nécessaires adaptations des pré- et post-processeurs pour l'acquisition desdonnées et le rendu des résultats spéci�ques au modèle multiphasique.� De telles transformations nécessitent, soit d'avoir accès à l'intégralité des �chiers sourcedu code de calcul retenu, soit d'utiliser un code incluant un langage de programmationexterne (comme GIBIANE dans le code Castem 2000 (Fleuret, 1996)). Dans ce cas,l'implémentation du modèle multiphasique est une � surcouche � du code existant, etdevient un exercice délicat, pour une performance numérique forcément médiocre.Dans tous les cas, le temps d'apprentissage de l'architecture du code existant (structuresde données, enchaînement des procédures) est très important et di�cilement chi�rable àl'avance. De plus, compte tenu de la rigidité inévitable du cadre existant, le programmeurpeut se retrouver à chaque étape du développement dans une impasse l'obligeant à revoiren amont ses choix d'implémentation.En ce qui concerne l'autre solution, on peut faire d'emblée les remarques suivantes :� En partant de rien, il est possible de prévoir ab initio toutes les structures de données



180 Chapitre 4. Eléments �nisadaptées au modèle. Le découpage du programme peut ainsi être conçu de façon àexploiter complètement le caractère multiphasique, c'est à dire la possibilité de traiterà di�érents niveaux chaque phase de façon indépendante.� La construction de toutes les composantes permet à son auteur de maîtriser chaqueligne de code qu'il écrit. L'assimilation nécessaire de toutes les techniques numériquesparticulières aux éléments �nis (intégration numérique, stockage de matrices creuses,résolution des systèmes linéaires, intégration des équations locales de la plasticité, etc...)est une formation très enrichissante. De plus, la maîtrise de l'ensemble du code sourcepermet d'intégrer très rapidement toute nouvelle fonctionnalité.� A l'opposé, il est clair qu'une très grande part du code à écrire ne fait que reprendredes choses connues et maîtrisées ailleurs. Il faut remarquer en particulier que l'ensembledes potentialités d'un code aux éléments �nis en élasto-plasticité doit préexister à l'im-plémentation du modèle multiphasique, puisque dans la plupart des structures que l'onsouhaite étudier se côtoient des zones renforcées et des zones non renforcées.� Même si l'on retient la solution d'un nouveau programme pour le calcul proprementdit, il reste encore à décider quel pré- et post-processeur utiliser. Comme on l'a noté,l'utilisation de programmes existants ne donne pas accès à des quantités spéci�ques dumodèle multiphasique.Au vu de toutes ces remarques, l'auteur a décidé de s'investir dans le développement d'uncode entièrement nouveau, baptisé Castor (Calcul Anélastique des STructures et OuvragesRenforcés). L'objectif était d'avoir, à moindre coût, un code su�samment général pour pouvoirtraiter des problèmes intéressant l'ingénieur. A chaque étape, on a donc essayé de faire lapart des choses entre les fonctionnalités incontournables (par exemple l'implémentation de laplasticité ou l'a�chage des déformées du maillage) et l'accessoire (les méthodes de résolutionélaborées présentées à la section 2.6 ou les visualisations graphiques complexes). On s'estnaturellement restreint aux problèmes bidimensionnels et axisymétriques.Le code Castor comporte trois programmes distincts : prepro, castor et postpro, qui sontrespectivement le pré-processeur, le programme de calcul et le post-processeur. Le langagede programmation choisi est le Fortran 77 (Lignelet, 1991), dans la version disponible surstations de travail SUN (Sun Microsystems, 1992). L'interface graphique a été réalisée engénérant des �chiers graphiques au format PostScript (Adobe Systems Incorporated, 1994)visualisables à l'écran ou directement imprimables.5.2 Le pré-processeur preproLe programme prepro est un interpréteur de commandes. Celles-ci peuvent être tapées en ligne,c'est à dire directement à l'écran, ou bien dans un �chier de commandes. Chaque ligne de



5. Le code Castor 181commande comporte un mot-clé et un certain nombre d'arguments séparés par des virgules.Les commandes disponibles peuvent être regroupées en plusieurs catégories relatives à :� la dé�nition du type de problème traité : calcul bidimensionnel en déformation plane,contrainte plane ou axisymétrie, en élasticité ou élasto-plasticité 8.� la dé�nition des matériaux constitutifs du modèle éléments �nis. Pour chacun, les carac-téristiques élastiques et le critère de plasticité sont introduits. En fonction du nombre dedirections de renforcement ( 0, 1, 2 directions, ou bien renforcement radial), la raideuret la résistance de chaque phase renforcement est précisée.� la dé�nition du maillage. Des commandes permettent de générer les noeuds et les élé-ments dans le cas de géométries simples : il est alors possible de dé�nir à la main sans tropd'e�orts des maillages structurés ou réguliers (Prat, 1995, page 223). Le code Castordispose des éléments de Lagrange linéaires T3, Q4, et quadratiques T6, Q9.� La dé�nition des conditions aux limites (déplacements imposés) et du chargement (forcesde volumes, pressions, forces ponctuelles). Pour ce dernier, des commandes spéciales per-mettent de dé�nir plusieurs cas de charge qui seront cumulés dans un calcul incrémental.� Des commandes graphiques sont également disponibles, permettant de visualiser lemaillage en cours de réalisation.Le manuel d'utilisation du pré-processeur détaillant la syntaxe des di�érentes commandes estdonné dans l'annexe G.Un �chier de commandes typique (permettant le calcul d'une fondation sur réseaux de micro-pieux) est donné en annexe F, section 4. A la �n de l'exécution de prepro, toutes les donnéesnécessaires au calcul sont stockées dans des �chiers formatés file0x.dat. Ceux-ci peuventêtre éventuellement édités pour apporter des corrections mineures avant le lancement du calculproprement dit.5.3 Le code de calcul castor5.3.1 En élasticitéOn présente ci-dessous la structure du programme principal de castor. Seules les procéduresimportantes sont mentionnées avec leur contenu.CALCGAUSS Calcule les poids et points d'intégration pour les di�érents schémasde Gauss et de Hammer (Batoz et Dhatt, 1995, pages 199-200).8. L'option contrainte plane ne fonctionne qu'en élasticité. En e�et, un algorithme spéci�que doit être utilisépour l'intégration locale de la plasticité (Simo et Taylor, 1986).



182 Chapitre 4. Eléments �nisLECTURE Lit les �chiers file0x.dat et stocke les données dans des tableauxsitués dans une zone de mémoire accessible depuis toutes les procé-dures.INITSTO Initialise les tableaux de stockage des résultats (champ de déplace-ment, déformation, contrainte, déformation plastique) permettant lecumul des cas de charge.MAKEKLD Evalue la mémoire nécessaire à l'exécution du calcul, notamment laplace prise par la matrice de rigidité. Celle-ci, supposée symétrique,est stockée en ligne de ciel (en anglais skyline storage) (Dhatt et Tou-zot, 1981, pages 258-261). Les tableaux nécessaires au repérage de lastructure de la ligne de ciel sont également créés.ASSEMBLE Assemble la matrice de rigidité et les vecteurs associés aux forces devolume et aux contraintes initiales. Les étapes de l'assemblage sontles suivantes :� Pour chaque élément k=1,..NELTELEM_K Calcule la matrice de rigidité élémentaire(Eqs.(4.22),(4.107)) et le vecteur force associéaux contraintes initiales et forces de volume(Eqs.(4.25),(4.26),(4.109)).� Pour chaque point de Gauss IPG de l'élément courantELEM_B Calcule la matrice Be au point courant (4.17).ELASTI Calcule la matrice d'élasticité D.PRODUIT Calcule le produit tBe �D �Be au point courant.ADDMAT Somme sur les points de Gauss pour obtenir(4.22)LOCALIZ Calcule la table de localisation établissant la cor-respondance entre la numérotation locale desn÷uds de l'élément et la numérotation globaledes degrés de liberté.ASSEMBELEM Ajoute la matrice de rigidité (resp. le vecteurforce) élémentaire à la matrice de rigidité (resp.le vecteur force) global(e).ADDFORCE Calcule le vecteur force associé aux e�orts surfaciques (4.27) et forcesponctuelles et le cumule.



5. Le code Castor 183TERMUNIT Prend en compte les conditions aux limites pour obtenir le sys-tème (4.32) en utilisant la méthode du terme unité sur la diagonale(Batoz et Dhatt, 1995, page 264).LD_SKY E�ectue la décomposition de Crout K = L � � � tL dans la ligne de ciel(Batoz et Dhatt, 1995, page 325).RESOL_SKY E�ectue l'inversion du système L�� �tL�U = F pour obtenir le vecteurdes déplacements nodaux U .ECRITURE Ecrit les résultats (déplacement, déformations, contraintes) dans les�chiers file2x.datLorsque l'on considère plusieurs cas de charge, seules les procédures assurant la lecture desdonnées (associées au cas de charge courant), le calcul du vecteur force, la résolution du sys-tème et l'écriture des résultats sont exécutées en boucle, la matrice de rigidité étant assembléeet inversée une fois pour toutes.5.3.2 En élasto-plasticitéDans le cas de calculs non linéaires, on intercale l'appel de la procédure PLASTICITE entrel'inversion du système (RESOL_SKY) et l'écriture des résultats. Le programme reproduit �dè-lement le diagramme représenté sur la �gure 3.3.4, en utilisant au choix les organigrammes 4.1ou 4.2 pour le traitement de la plasticité de la phase matrice.5.4 Le post-processeur postproLe programme postpro a une structure semblable à celle de prepro. C'est en e�et également uninterpréteur de commandes en ligne. A son exécution, tous les �chiers de données file0x.datet de résultats file2x.dat sont lus et leur contenu placé en mémoire. Le reste du programmeconsiste essentiellement en un module graphique permettant, à partir du choix d'un cas decharge :� de représenter le maillage et sa déformée. Des exemples sont donnés dans l'annexe F,section 4.� de représenter les valeurs par élément d'une composante d'un champ résultat (déforma-tion, contrainte partielle ou totale, déformation plastique).� de représenter la déformation plastique équivalente accumulée dans chaque phase. Onvisualise ainsi les � zones plastiques � dans la structure.



184 Chapitre 4. Eléments �nis� de faire éventuellement un zoom sur une zone intéressante du maillage avant d'a�cherun résultat.� d'extraire d'un champ scalaire les valeurs relatives à un ensemble de noeuds ou d'élé-ments de façon à pouvoir exploiter les résultats sous forme de courbes.



6. Conclusion 1856 ConclusionAprès avoir présenté la technique classique des éléments �nis pour les problèmes d'élasto-plasticité, nous avons étendu les di�érents concepts utilisés au modèle multiphasique.Se plaçant tout d'abord dans le cadre adhérent, nous avons montré qu'il est possible d'adapterla structure classique d'un code de façon à exploiter le caractère multiphasique du modèle. Letraitement numérique local de la plasticité se décompose en particulier par phase.Se plaçant dans le cadre général, nous avons introduit le concept d'éléments �nis multipha-siques formulés à partir de plusieurs champs de déplacement, et développé le formalismenécessaire à leur implémentation.Nous avons en�n présenté le code Castor dédié aux problèmes multiphasiques adhérents.Le chapitre qui vient est consacré à la validation de ce code à partir de solutions analytiquesdont celles présentées au chapitre 3, et à son utilisation pour la résolution numérique dequelques problèmes de géotechnique.





Chapitre 5
Validation et Utilisation de Castor

Le code de calcul Castor a été implémenté pour traiter les problèmes multipha-siques adhérents en élasto-plasticité, dans le cadre axisymétrique et en déformationplane.La validation du code est tout d'abord menée à travers une série d'exemples d'ap-plication pour lesquels une solution analytique est connue. Des problèmes mono-phasiques puis multiphasiques sont successivement abordés.Le code est ensuite utilisé pour traiter trois types d'ouvrages renforcés par inclu-sions :� les radiers de pieux. L'approche multiphasique est comparée au modèle hy-bride, à des calculs par éléments �nis tridimensionnels et des mesures e�ec-tuées sur ouvrage réel (Messeturm de Francfort, Allemagne).� les tunnels boulonnés. Le code est utilisé pour simuler des essais sur modèleréduit.� les réseaux de micropieux. Une étude paramétrique sur l'inclinaison des in-clusions permet d'apporter des résultats quantitatifs inaccessibles jusqu'ici.Pour toutes les comparaisons, les écarts par rapport à la solution de référence sonten général inférieurs à 10%, ce qui quali�e à la fois le modèle multiphasique adhé-rent et son implémentation. Par ailleurs, les temps de calcul sont très nettementaméliorés.
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1. Validation de Castor par comparaison à des solutions analytiques 1911 Validation de Castor par comparaison à des solutions ana-lytiques1.1 IntroductionLe code de calcul Castor a été développé pour mettre en ÷uvre le modèle multiphasiqueadhérent de matériau renforcé. Cependant, dans les ouvrages réels intéressant l'ingénieur, leszones dans lesquelles on met en place les inclusions de renforcement sont d'étendue limitée.La modélisation complète de l'ouvrage par éléments �nis impose donc au code de calcul depouvoir traiter sur le même maillage des zones renforcées et des zones non renforcées.Le code Castor a donc été développé en premier lieu pour résoudre les problèmes d'élasto-plasticité monophasique, et c'est sur des problèmes monophasiques qu'ont ainsi porté les pre-mières validations que l'on présente succinctement ci-après. La validation de l'implémentationdu modèle multiphasique s'est faite ensuite à partir de quelques solutions analytiques, dontcelles présentées au chapitre 3.1.2 Problèmes monophasiques1.2.1 PrincipeLe programme castor est construit à partir d'un ensemble de procédures dont l'enchaînementa été décrit au chapitre 4, section 5.3. Chacune a fait l'objet d'une première validation séparéeau cours du développement, notamment celles permettant le calcul des fonctions de formes,matrices de rigidité et vecteurs force élémentaires (forces de volume, pression, contraintesinitiales), l'assemblage, la prise en compte des conditions aux limites, la résolution du systèmelinéaire, l'algorithme de projection en plasticité, etc.Pour chaque problème traité, les di�érents types d'éléments T3, T6, Q4, Q9 ont été utilisésdans des maillages di�érents, de façon à véri�er la cohérence des résultats. Au vu de laprécision de ces résultats, seuls les éléments quadratiques T6 et Q9 ont été utilisés dans lescalculs ultérieurs.Au total, on a traité avec Castor une large palette de problèmes dont la solution analytiqueest connue. Les reporter de façon exhaustive dans ce mémoire nous a paru hors de propos.On se contente donc de lister les di�érentes catégories d'exemples traités, en mentionnant leséventuelles di�cultés rencontrées au cours de leur étude.



192 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor1.2.2 Calculs élastiques1.2.2.1 Solutions homogènes Les premiers exemples traités correspondent à des pro-blèmes dont la solution est homogène en e�ort et déformation : compression simple, essai÷dométrique (modélisé en déformation plane et axisymétrie). Le calcul par éléments �nisdonne une solution exacte pour ces exemples. Par extension, on a également traité un essaioedométrique � généralisé �, sous poids propre d'une part, dans le cas d'un module d'Youngdépendant linéairement de la profondeur d'autre part. On a également étudié le glissementsimple.1.2.2.2 Tube sous pression Le problème du tube épais sous pression, dont la solutionest donnée dans Salençon (1996b, chap. 9) a été traité d'une part avec les extrémités libres(en contrainte plane en coupe, et en axisymétrie), d'autre part avec les extrémités bloquées(en déformation plane et axisymétrie).1.2.2.3 Poinçonnement d'un massif L'étude du poinçonnement d'une couche de solen déformation plane a permis de mettre le doigt sur une di�culté concernant le calcul desréactions. En e�et, pour ce problème, la variation de la contrainte verticale �yy sous le poinçon(de largeur 2B) est (Timoshenko, 1936) :�yy = Q�pB2 � x2(5.1)ou Q est la réaction du sol sous le poinçon pour un déplacement vertical � donné. Cettecontrainte est donc singulière au coin du poinçon (Figure 5.1, point A). En ra�nant le maillageau voisinage de ce point, on arrive à obtenir la répartition (5.1) sur la quasi-totalité de la lon-gueur du poinçon. Cependant, les valeurs calculées aux points de Gauss des derniers élémentsavant le coin A sont systématiquement entâchées d'erreur. Par interpolation, les valeurs calcu-lées sous le poincon pour ces éléments, et par suite la réaction résultante, peuvent égalementêtre assez fausses. A� �yyey ex AAAA
AAAA

Fig. 5.1: Poinçonnement d'une couche de solOn a été conduit à mettre au point une autre évaluation de la réaction sous le poinçon basée



1. Validation de Castor par comparaison à des solutions analytiques 193sur l'utilisation du principe des travaux virtuels, qui s'écrit pour tout �̂ 1 :Z
 � : "̂ d
� Z
 �F � �̂ d
� Z@
 �̂ � � � ndS = 0(5.2)Soit P la portion de la frontière du système sur laquelle s'appuie le poinçon, et fi1 ; :::; iPgles degrés de liberté associés au mouvement vertical du poinçon. On dé�nit le champ dedéplacement virtuel �̂ par interpolation du vecteur de déplacements nodaux �̂ donné par :8<:�̂i = �̂ si i 2 fi1 ; :::; iPg�̂i = 0 sinon(5.3)On remarque que, pour le problème posé, les e�orts surfaciques donnés sont nuls (surfacelibre de la couche de sol), de même que les déplacements hors P. Prenant de plus �F = 0,l'équation (5.2) se réduit à : Z
 � : "̂ d
� �̂ ZP �yy dS = 0(5.4)Notant R l'intégrale de �yy sous le poinçon (réaction verticale), il vient :R �̂ = Z
 � : "̂ d
(5.5)Dans le formalisme des éléments �nis, le membre de droite de l'équation précédente s'écrit :Z
 � : "̂ d
 � t�̂ �K � U = t�̂ � F = �̂ iPXj=1 Fj(5.6)Pour �̂ = 1, on a donc �nalement : R = iPXj=1 Fj(5.7)ce qui signi�e simplement que la réaction totale s'identi�e à la somme des réactions nodalessous le poinçon. Il est aisé de voir que cette formule est également véri�ée si �F 6= 0, et quelleque soit la loi de comportement. La réaction nodale Fj correspondant au degré de libertébloqué j se calcule simplement par le produit sommé Kij Ui, où K est la matrice de rigiditéglobale du système avant prise en compte des conditions aux limites.L'évaluation (5.7) donne un résultat plus précis que l'intégration directe des contraintes surP car elle n'est pas sensible au fait qu'il y ait des points singuliers en contrainte dans lemaillage. Par ailleurs, la proximité ou non des valeurs calculées par les deux méthodes permetde quali�er la qualité du calcul.1. Le lecteur pourra si nécessaire se reporter à la page 93 pour se remémorer les notations.



194 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor1.2.3 Calculs élasto-plastiques1.2.3.1 Solutions homogènes Les calculs ont été menés en prenant un critère de von Mi-ses ou de Drucker-Prager. Les problèmes de compression simple et de glissement simple, pilotésen déplacement, ont permis de véri�er la stabilité de l'algorithme de plasticité lorsque la chargelimite est atteinte. On s'est d'autre part assuré du calcul correct de l'écoulement plastiquelibre. On a étudié également l'essai ÷dométrique.1.2.3.2 Poinçonnement d'un massif A�n de valider le module de plasticité sur desproblèmes non triviaux, on s'est intéressé au poinçonnement d'un demi-espace non pesanten élasto-plasticité. En utilisant une loi parfaitement plastique associée, on peut retrouver lacharge limite donnée par le mécanisme de Prandtl en calcul à la rupture. Désignant respec-tivement par C et ' la cohésion et l'angle de frottement du massif, la capacité portante Qud'une fondation de largeur B vaut :Qu = BC Nc ; Nc = cotan' he� tan' tan2(�4 + '2 )� 1i(5.8)Par symétrie, seule la moitié de la géométrie est discrétisée. Le maillage utilisé comporte2601 n÷uds et 625 éléments quadratiques Q9. Il est représenté sur la �gure 5.2. Le coe�cientNc a été calculé pour di�érentes valeurs des paramètres et comparé à la valeur théorique. Lesrésultats sont portés dans le tableau 5.1. Les temps de calcul sont importants (de 30 minutesà quelques heures selon la valeur de '). Cela est dû au fait que la méthode des contraintesinitiales est très lente à converger au voisinage de la charge limite. Pour obtenir la charge limiteen un temps raisonnable, il serait nécessaire d'implémenter un algorithme plus performant(voir chapitre 4, section 2.6).Les courbes de chargement donnant la réaction sous le poinçon Q en fonction du tassementnormalisé �=B sont données sur la �gure 5.3.'(o) Nc(5.8) NEFc Erreur (%)0 5,14 5,21 1,410 8,34 8,47 1,520 14,84 14,99 1,130 30,14 30,57 1,4Tab. 5.1: Charge limite d'un poinçon sur un demi-espace homogèneLes résultats obtenus en terme de charge limite sont excellents, l'erreur commise étant in-férieure à 2%. Il faut remarquer que la �nesse du maillage au voisinage de l'angle vif joue
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Fig. 5.2: Poinçonnement d'un demi-espace - Zoom sur le maillage au voisinage de la semelle
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Fig. 5.3: Poinçonnement d'un demi-espace - Courbes de chargementbeaucoup sur le résultat, notamment parce que c'est dans cette zone que se développe laplasticité initiale.1.2.3.3 Tunnel profond non renforcé Le problème de la convergence d'un tunnel pro-fond axisymétrique dans un milieu élasto-plastique a été abordé analytiquement par Corbetta(1990). L'auteur fournit au chapitre 2 les solutions en déplacement et contrainte pour les



196 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castorcritères de Tresca et Mohr-Coulomb (plasticité parfaite, écoulement associé ou non).Dans le cas d'un massif élastiquement incompressible en déformation plane, on peut traiterde façon équivalente le problème en utilisant respectivement les critères de Von Mises etDrucker-Prager (voir Annexe F, section 2), les paramètres étant dé�nis par la formule (F.24).On valide ainsi Castor pour deux jeux de paramètres, dont les valeurs sont résumées dansle tableau 5.2. Le rayon du tunnel vaut 1 m.Module d'Young E =100 MPaCoe�cient de Poisson � =0,498Contraintes initiales (isotropes) P0= 1,2 MPaCohésion C =0,4 MPaAngle de frottement ' = 0o ou 15oTab. 5.2: Tunnel profond non renforcé - Paramètres de calculCompte tenu de la double symétrie, seul un quart de la géométrie est discrétisé. Le maillageutilisé comporte 1261 n÷uds et 350 éléments quadratiques Q9 pour une taille de 50 m�50 m.Il est représenté sur la �gure 5.4

Fig. 5.4: Tunnel profond - MaillageLes résultats de la comparaison sont résumés dans le tableau 5.3. La zone plastique déterminée



1. Validation de Castor par comparaison à des solutions analytiques 197par Castor correspond à la couronne pour laquelle la norme de la déformation plastiquecumulée est non nulle. Le résultat est donc obtenu à un élément près, ce qui explique l'intervalledonné pour le rayon plastique. La valeur de la convergence en paroi est obtenue avec moinsde 1% d'erreur.Cas Quantité Corbetta Castor' = 0o Convergence paroi (cm) 4,43 4,41Rayon plastique (m) 2,71 Rp 2 [2; 6 ; 3; 1]' = 15o Convergence paroi(cm) 2,71 2,69Rayon plastique (m) 1,51 Rp 2 [1; 4 ; 1; 6]Tab. 5.3: Tunnel profond non renforcé - RésultatsLes courbes de déplacement radial du massif sont données sur la �gure 5.5. Les composantesdu tenseur des contraintes sont représentées sur la �gure 5.6. Dans les deux cas, on a superposéles points du calcul Castor à la courbe analytique en trait continu. Les résultats au voisinagede la paroi du tunnel sont excellents. Par contre, le champ de déplacement calculé par éléments�nis ne décroît pas correctement au voisinage de la frontière du maillage. Ceci s'explique parle fait que l'on a imposé la pression géostatique P0 sur le contour du maillage qui est situéà une distance �nie du centre du tunnel, alors que cette valeur n'est rigoureusement atteintequ'à l'in�ni. Cet � e�et de bord � n'in�ue cependant pas, comme on l'a vu, sur les résultatsà la paroi du tunnel.1.2.4 ConclusionLe travail de validation du code sur des problèmes monophasiques a permis d'appréhender uncertain nombre de di�cultés liées à la pratique du calcul numérique : ra�nement des maillages,choix des tolérances pour les calculs en plasticité, calcul des réactions, etc.Ce travail aurait pu être évité si l'on avait décidé d'implémenter le modèle multiphasique àpartir d'un code existant parfaitement validé pour les problèmes courants d'élasto-plasticité.A posteriori le savoir-faire acquis au cours de cette phase de validation nous semble valoirlargement le temps passé à la mener.
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200 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor1.3 Problèmes multiphasiques adhérents1.3.1 IntroductionOn s'intéresse maintenant à la confrontation des résultats obtenus par Castor aux solutionsanalytiques présentées au chapitre 3. On traite successivement le problème de compressionsimple en élasto-plasticité puis celui de la convergence du tunnel profond.1.3.2 Compression simpleOn a reproduit l'essai de compression simple résolu analytiquement en élasto-plasticité auchapitre 3, section 2 pour les cas de renforcement transverse et longitudinal. Les valeursnumériques des paramètres sont données dans le tableau 5.4 ci-dessous 2.Phase Paramètre Compressionlongitudinale CompressiontransverseMatrice Module d'Young Em (MPa) 50 100Coe�cient de Poisson �m 0,3 0Limite en traction �mo (MPa) 1 1Renforcement Rigidité scalaire ar (MPa) 200 500Limite en traction �ro (MPa) 1 1Tab. 5.4: Compression simple - Valeurs des paramètres de calculLes courbes de chargement sont données sur la �gure 5.7. Comme on peut le constater, lespoints de calcul sont exactement superposés à la solution analytique. Les charges limitesatteintes valent respectivement �mo + �ro = 2 MPa et 2=p3 �mo = 1,15 MPa.Remarque On a traité analytiquement et numériquement d'autres problèmes multipha-siques correspondant à des essais courants : compression simple, en déformation plane ou÷dométrique d'une éprouvette renforcée dans deux directions symétriques. Cependant, cesrésultats n'ont d'intérêt que pour valider le code de calcul et ne sont donc pas reportés dansle présent mémoire.1.3.3 Tunnel profond boulonné en élasticitéGreuell (1993, Chap. 4) a donné dans le cadre élastique, une solution exacte du problème deconvergence d'un tunnel profond boulonné, pour lequel les inclusions sont de longueur �nie. Le2. Les valeurs ont été choisies de façon à obtenir des courbes d'allure équilibrée.
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b - Compression transverseFig. 5.7: Compression simple d'un bloc renforcécomportement élastique adopté par l'auteur pour le matériau renforcé étant identique à celuidonné par le modèle multiphasique, ces résultats analytiques sont exploitables directement.Comme exemple illustratif, on a choisi d'étudier l'incidence de la densité de boulons en paroisur la convergence du tunnel. Les paramètres utilisés dans le calcul sont résumés dans letableau 5.5 ci-dessous. Le rayon du tunnel vaut 1 m.On représente sur la �gure 5.8 le déplacement radial pour di�érentes densités de boulonnage.



202 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CastorModule d'Young Em=100 MPaRoche Coe�cient de Poisson �=0,25Pression géostatique P0=1,2 MPaDiamètre d =20 mmLongueur lb=1,2 mBoulons Module d'Young Eb=200 000 MPaDensité db= 0/1/2 b./m2Rigidité (pour db= 1) Ko=62,8 MPaTab. 5.5: Tunnel profond renforcé en élasticité - Valeurs des paramètres de calcul
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Fig. 5.8: Tunnel profond renforcé en élasticité - Convergence en fonction de la densité deboulonnage ( Analytique, � Castor )Les courbes en trait plein correspondent à la solution analytique, à laquelle on a superposéles points de calcul obtenus par Castor. L'accord entre les deux approches est excellent. Onvéri�e également que les déformations et contraintes données par Castor correspondent à lasolution analytique.Greuell (1993) e�ectue une étude paramétrique en élasticité de l'in�uence du boulonnage,incluant en particulier un délai de pose entre le creusement et la mise en place des boulons.Il va de soi que ces résultats sont applicables sans restrictions dans le cadre multiphasique,



1. Validation de Castor par comparaison à des solutions analytiques 203puisque le comportement élastique adopté est identique dans les deux approches.1.3.4 Tunnel profond boulonné en plasticité1.3.4.1 Introduction Greuell (1993) a construit une loi de comportement élasto-plastiquepour la roche boulonnée à partir du critère de rupture homogénéisé utilisé de façon heuris-tique comme critère de plasticité parfaite, avec règle d'écoulement associée. L'auteur a ainsipu résoudre analytiquement la problème de la convergence du tunnel profond en supposant leboulonnage étendu à l'ensemble du massif 3 et en utilisant le critère de Tresca pour la roche.Cette démarche est reprise de façon numérique par Bernaud et al. (1995), qui ont implémentéle critère de plasticité obtenu par homogénéisation dans le code de calcul Geomec91. Danscette approche, le critère de rupture de la roche est celui de Von Mises. Le calcul numériquepermet de prendre la longueur �nie des boulons et le délai de pose.En�n, Schmitt (1997) a étendu le calcul analytique de Greuell en utilisant le critère de Mohr-Coulomb pour la roche. La longueur des boulons est supposée in�nie, et on ne tient pas comptedu délai de pose.Comme on l'a vu au chapitre 3 page 106, cette approche revient à supposer que la plasticitéest atteinte en même temps dans la phase matrice et dans la phase renforcement, ou encoreà négliger l'écrouissage macroscopique dû à la plasti�cation progressive des constituants auniveau microscopique.On peut donc prévoir un léger écart entre les résultats analytiques et ceux de Castor, cesderniers correspondant à un comportement plus �souple�.1.3.4.2 Comparaison des approches Les résultats de Greuell et Schmitt se rapportentà un tunnel de rayon R = 3 m. On a donc considéré un maillage obtenu par une homothétie derapport 3 du maillage de la �gure 5.4. Les paramètres de calcul sont ceux du tableau 5.2 pourla roche, ceux du tableau 5.6 pour les boulons. On a étudié l'in�uence de l'angle de frottementde la roche sur la convergence du tunnel, pour une cohésion constante C = 0; 4 MPa.Dans le cadre élasto-plastique, le calcul de la convergence du tunnel se fait en imposantune pression de con�nement en paroi Pc, initialement égale à la pression géostatique P0, etdécroissant jusqu'à 0 (voir chapitre 3, section 4.1). On rappelle que le taux de décon�nement �cvéri�e Pc = (1��c)P0. On représente sur la �gure 5.9 les courbes analytiques de décon�nementobtenues par Schmitt en trait plein, et les points de calcul de Castor.L'accord entre les deux approches est excellent pour ' = 0o. Cela montre que l'écrouissage dumatériau renforcé est négligeable dans ce cas, et justi�e pleinement l'approche par homogénéi-sation de Greuell et Bernaud. Les résultats des études paramétriques menées par ces auteurs3. Greuell montre que cette hypothèse est peu restrictive, puisque la longueur des boulons n'in�ue plus surle résultat dès que lb > 2R.



204 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CastorDiamètre d =20 mmLongueur lb =1Module d'Young Eb=200 000 MPaRésistance ��b=650 MPaDensité en paroi 0/1/2 b./m2Tab. 5.6: Tunnel profond renforcé - Paramètres dé�nissant le boulonnage
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Fig. 5.9: Tunnel profond renforcé en élasto-plasticité - Convergence en fonction de l'angle defrottement du massif ( Analytique, � Castor)(in�uence de la cohésion, de la longueur des boulons, du délai de pose) sont donc valablesdans le cadre multiphasique.Par contre, l'écart entre les résultats analytiques et numériques augmente avec '. Une nou-velle étude serait nécessaire pour con�rmer ou in�rmer dans le cas des roches frottantes lestendances détectées par Greuell et Bernaud.1.3.5 Charge limite d'un demi-espace renforcéPour clore la section consacrée à la validation de Castor par comparaison à des solutionsanalytiques, on considère ici le poinçonnement d'un demi-espace obéissant à un critère deTresca uniformément renforcé par des inclusions horizontales. La charge limite de ce problèmea été déterminée analytiquement par de Buhan (1986) dans le cadre de l'homogénéisation en



1. Validation de Castor par comparaison à des solutions analytiques 205calcul à la rupture. Reprenant les notations de la section 1.2.3.2, le facteur de capacité portanteNc vaut ici : Nc = � + 2 + 2�roC(5.9)où C désigne la cohésion du massif et �ro la limite en traction de la phase renforcement.Le calcul aux éléments �nis a été mené en utilisant le critère de Von Mises pour la phasematrice, avec les valeurs C = 50 kPa et �ro = 0 ; 50 ; 100 kPa. Le maillage utilisé est donnésur la �gure 5.2. Les courbes de chargement correspondantes sont données sur la �gure 5.10.Dans tous les cas, la charge limite est obtenue avec une précision inférieure à 2%.
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Fig. 5.10: Poinçonnement d'un demi-espace renforcé - Courbes de chargement1.3.6 ConclusionLa validation du code Castor sur des problèmes multiphasiques adhérents est tout à faitconcluante. D'une part on retrouve parfaitement les solutions analytiques exactes, aux éven-tuels e�ets de bord près. D'autre part, en comparant avec l'approche de Greuell et Bernaud,on montre les limites de l'hypothèse d'absence d'écrouissage pour le matériau renforcé, no-tamment dans le cas d'une matrice de type frottant.La �abilité du code ayant été démontrée, on peut maintenant l'utiliser pour résoudre di�érentsproblèmes plus concrets intéressant l'ingénieur.



206 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor2 Calculs en déplacement des radiers de pieuxComme on l'avait noté dans le chapitre introductif, le calcul des tassements des groupes depieux ou des radiers de pieux est un sujet de recherche très actuel. On présente dans cettesection deux modèles de calcul classiques pris dans la littérature. On compare sur un exempleces approches avec le modèle multiphasique.2.1 Approches de référence2.1.1 Modèle hybride (Gri�ths et al., 1991)La méthode développée par Gri�ths et al. (1991); Clancy et Randolph (1993) pour le calculdes radiers de pieux est une extension de la méthode � hybride � proposée par Chow (1986)pour l'analyse des groupes de pieux. On en résume la démarche en s'appuyant sur la �gure 5.11.1. Elément de barre 1D2. Réaction du sol en chaque n÷ud - ressortnon linéaires t-z3. Elément �ni de plaque en �exion4. Réaction du sol en chaque n÷ud du radier- ressort équivalent5. Interaction pieu-sol-pieu calculée par pairede n÷uds (Solution de Mindlin)6. Interaction pieu-sol-radier7. Interaction radier-sol-radierFig. 5.11: Modèle � hybride � de radier de pieux (d'après Clancy et Randolph (1993))� Par hypothèse, seuls les déplacements verticaux sont pris en compte, en réponse à unchargement vertical de la structure.� Les pieux sont modélisés par des éléments �nis de barre ne travaillant qu'en traction-compression.� En chaque noeud, l'interaction avec le massif de sol est prise en compte par l'intermé-diaire de ressorts modélisant les e�orts de cisaillement de celui-ci (courbes de transfertde charge (t-z), éventuellement non linéaires (Randolph et Wroth, 1978; Kraft et al.,1981)).� Le radier est modélisé par des éléments �nis de plaque mince en �exion.



2. Calculs en déplacement des radiers de pieux 207� La réaction du sol sous le radier est modélisée par des ressorts. Leur raideur est calculéeà partir de la solution de Giroud (1968) donnant le déplacement moyen d'un domainerectangulaire soumis à une pression uniforme à la surface d'un demi-espace.� Le massif de sol n'étant pas modélisé explicitement, les di�érents éléments structurelsprésentés jusqu'ici sont indépendants. En réalité, les pieux et le radier interagissent defaçon complexe du fait du caractère continu tridimensionnel du sol dans et sur lequel ilssont disposés. Ces interactions sont prises en compte en utilisant la solution de Mindlinqui donne le champ de déplacement en tout point du massif sous l'action d'une chargeponctuelle.� Les sous-structures � radier � et � groupe de pieux � sont connectées en identi�antleurs degrés de liberté communs. La matrice de rigidité totale du système peut ainsiêtre calculée.2.1.2 Modèle simpli�é - (Randolph, 1983)La méthode hybride décrite précédemment permet une évaluation rigoureuse de la rigidité kprd'un radier de pieux implanté dans un demi-espace élastique, dé�nie comme le rapport de larésultante P des e�orts appliqués au tassement moyen :kpr = Pwmoyen(5.10)Cependant, compte tenu du volume de calculs nécessaire, elle n'est pas applicable en pratiqueau delà de 50 pieux 4.Constatant que des solutions analytiques approchées sont disponibles dans la littérature pourles problèmes de fondation super�cielle ou de groupes de pieux pris isolément, Randolph (1983)propose une méthode d'évaluation de la rigidité kpr à partir de celle de chaque composanteet de leur interaction.Pour ce faire, l'auteur dé�nit la rigidité kr du radier seul par une formule similaire à (5.10).La rigidité kp du groupe de pieux seul est dé�nie de la même façon en appliquant une pressionuniforme en tête des pieux.Il dé�nit ensuite les coe�cients d'interaction pieux/radier �rp et radier/pieux �pr, qui carac-térisent le tassement moyen d'une des composantes lorsque l'autre est chargée. Supposant quela charge totale P appliquée à la structure complète se répartit en Pp sur les pieux et Pr surle radier, et notant wp et wr les tassements moyens de la tête des pieux et du radier, on peut4. Des ra�nements de la méthode hybride ont été proposés par Hong et al. (1999), permettant de diminuerle temps de calcul pour des groupes de pieux de grande dimension, en utilisant un calcul itératif des termesd'interaction.



208 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castorécrire par superposition : 2664 1kp �prkr�rpkp 1kr 3775�PpPr� = �wpwr�(5.11)La matrice précédente quali�e la souplesse du système. Le théorème de réciprocité impose sasymétrie : �prkr = �rpkp(5.12)Par ailleurs, si le radier est su�samment rigide, on a de façon approchée wp = wr � w. Avecces deux propriétés, on peut déduire la répartition de la charge totale en reportant (5.12) dans(5.11) et résolvant le système : Pp = 1� �rp kr=kp1=kp � kr (�rp=kp)2 w(5.13-a) Pr = (1� �rp) kr=kp1=kp � kr (�rp=kp)2 w(5.13-b)d'où l'on tire la rigidité du radier de pieux :kpr = Pp + Prw = kp + kr(1� 2�rp)1� �2rp kr=kp(5.14)Réciproquement, si l'on connaît la répartition des charges, le coe�cient d'interaction vaut :�rp = Pr kp � Pp krkr (Pr � Pp)(5.15)L'avantage de cette approche simpli�ée est de pouvoir utiliser directement les résultats publiésdans la littérature pour estimer kp (Fleming et al., 1992) et kr (Poulos et Davis, 1974) (citéspar Randolph (1994)), à condition de connaître la valeur du coe�cient d'interaction �rp.Randolph (1983) propose une expression analytique pour �rp dans le cas d'un seul pieu sousune semelle circulaire, puis l'étend à des groupes de pieux. Utilisant le modèle hybride, Clancyet Randolph (1993) tabulent les valeurs de �rp pour un grand nombre de con�gurations,con�rmant approximativement la formule de Randolph.On s'intéresse maintenant à la comparaison du modèle hybride et du modèle multiphasique surun exemple traité par Clancy et Randolph (1993). Les résultats de la simulation permettenta posteriori d'évaluer la pertinence de la méthode simpli�ée.2.2 Position du problèmeOn considère un radier carré de côté B, d'épaisseur t surmontant un réseau de 9� 9 pieux dediamètre d, de longueur L, d'espacement entre centres s (voir �gure 5.12).



2. Calculs en déplacement des radiers de pieux 209B s
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b - Vue en coupe de la fondationFig. 5.12: Radier de 9�9 pieuxLe massif de fondation est un demi-espace homogène élastique caractérisé par son moduled'Young Es et son coe�cient de Poisson �s. Les pieux et le radier sont en béton, de moduled'Young respectif Ep et Er 5. On dé�nit par ailleurs le rapport de rigidité des pieux par rapportau sol Kps (resp. du radier par rapport au sol Krs) :Kps = EpEs(5.16-a) Krs = 43� (1� �2s )ErEs � tB�3(5.16-b)Les valeurs numériques utilisées dans la simulation sont données dans le tableau 5.7.Massif de sol Pieux Radier RatiosEs = 280 MPa�s = 0; 4 Ep = 35 000 MPaL = 20 md = 0; 8 ms = 4 m Er = 35 000 MPa�r = 0; 3t = 5 mB = 36 m s=d = 5L=d = 25Kps = 125Krs = 0; 119Tab. 5.7: Caractéristiques du radier de pieux (d'après Clancy et Randolph (1993))Pour la simulation réalisée avec Castor, on représente la fondation précédente par un modèleaux éléments �nis axisymétrique. Le rayon Req du radier équivalent (�gure 5.12-a) véri�e :�R2eq = B2(5.17)5. On reprend dans cette section les notations de l'article de Clancy auquel on se réfère. Celles-ci di�èrentlégèrement de celles adoptées dans le reste du mémoire.



210 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castorsoit ici Req=20,31 m. La zone renforcée est donc un rectangle de taille Req � L dans lemaillage. Compte tenu de la valeur relativement élevée du coe�cient de Poisson, on a choiside mailler une zone de massif assez grande pour éviter les e�ets de bord. On retient une taillede 30L� 30L, représentant la moitié du problème compte tenu de la symétrie.Le maillage est composé de 7581 n÷uds et 1850 éléments isoparamétriques quadratiques Q9, ilest représenté sur la �gure 5.13. Les conditions aux limites en déplacement sont les suivantes :déplacement horizontal bloqué sur l'axe de symétrie et le côté droit du maillage, déplacementvertical bloqué sur le côté inférieur (frontières � lisses �).

Fig. 5.13: Radier 9� 9 pieux - Zoom du maillage utilisé par CastorCompte tenu de la régularité du schéma d'implantation des pieux, la fraction volumique derenforcement s'écrit : �r = �4 �ds�2 = 0; 0314(5.18)La raideur de la phase renforcement ar = �r Ep vaut donc ar =1 100 MPa.Une pression uniforme de 1 MPa est appliquée sur la fondation, pour un chargement total de1 296 MN.



2. Calculs en déplacement des radiers de pieux 2112.3 Résultats2.3.1 Tassement moyen et rigidité de l'ouvrageA partir de la simulation par éléments �nis, on obtient le tassement moyen de la fondationdirectement.Utilisant le même maillage, le calcul de la rigidité kr s'e�ectue en a�ectant des caractéristiquesde sol homogène (non renforcé) à tout le maillage. Le calcul de kp se fait en supprimant larigidité du radier (Er = 0), et en appliquant la pression uniforme directement sur le massif.Dans chaque cas, la valeur est obtenue en divisant la charge totale (1296 MN) par le tassementmoyen.On présente dans le tableau 5.8 les résultats obtenus par Clancy avec le modèle hybride, etpar Castor. Clancy Castor Ecart Castor/Clancy(%)w 84 mm 77 mm �8,3Pp 868 MN 839 MN �3,5Pr 428 MN 427 MN �0.2kp 14,33 MN 15,53 MN +8,5kr 13,08 MN 13,85 MN +5,8kpr 15,42 MN 16,83 MN +9,1�rp 0,85 0,856 +0,7Temps de calcul 15 h 1 min 30 s a �Tab. 5.8: Comparaison des résultats numériquesa Sur station de travail Sun Ultra 1.L'accord entre les deux approches est satisfaisant puisque les écarts calculés sont inférieurs à10% pour les di�érentes quantités. Le modèle multiphasique apparaît légèrement plus raide.Cela est notamment dû au fait que le modèle aux éléments �nis contient des frontières rigidesà une distance �nie (ici 30L) alors que le modèle hybride prend en compte implicitement lecaractère semi-in�ni du massif.Cette di�culté est purement académique. En e�et, dans les cas réels intéressant l'ingénieur,le massif de sol est souvent strati�é et repose sur un substratum rigide à une profondeur �nie.Dans ce cas de �gure, le calcul par éléments �nis ne pose pas de di�cultés supplémentaires,



212 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castoralors que le modèle hybride doit avoir recours aux approximations de Steinbrenner pourévaluer la solution fondamentale de Mindlin d'un massif strati�é d'épaisseur �nie sous chargeconcentrée.Le coe�cient d'interaction évalué à posteriori par (5.15) vaut 0,856. Ce résultat con�rmeprécisément celui de Clancy et Randolph (1996), qui ont montré numériquement grâce aumodèle hybride que �rp tend vers 0,85 pour les groupes de pieux de grande dimension, quelleque soit la con�guration géométrique.2.3.2 Répartition des e�ortsPour déterminer la proportion de la charge reprise respectivement par les pieux et le radier,on calcule avec Castor la résultante du vecteur contrainte sous le radier par phase, soit, ennotant y la coordonnée verticale :PEFr = �ZRadier �myy dS(5.19-a) PEFp = �ZRadier �r dS(5.19-b)La part de la charge reprise par les pieux est évaluée à 66% dans les deux approches.Le lecteur a pu remarquer dans le tableau 5.8, deuxième colonne, que la somme (PEFr +PEFp )ne vaut pas identiquement 1296 MN. Cela s'explique par le fait que, dans tout calcul auxéléments �nis utilisant un modèle déplacement, le champ de contraintes obtenu n'est passtatiquement admissible avec les données (sauf si la solution est exacte). Ici en particulier,la contrainte verticale prend des valeurs très grandes à l'angle du radier. L'intégration decette quantité sur la surface du radier est donc systématiquement entachée d'erreur, malgréle ra�nement du maillage autour du point singulier (voir les remarques de la section 1.2.2.3).Le pro�l de contraintes verticales sous la fondation est donné sur la �gure 5.14-a. On peutremarquer que la proportion de charge reprise localement par chaque phase est quasimentconstante (�uctuation inférieure à 10%). Divisant �r par la fraction volumique des pieux�r, et connaissant précisément la distance de chaque pieu par rapport à l'origine, on peutdéterminer pour chacun son e�ort normal en tête (�gure 5.14-b).2.3.3 Tassements di�érentielsClancy dé�nit le déplacement normalisé sous la fondation par :�w = w � wmoyenwmax �wmin(5.20)De plus, il introduit une coordonnée normalisée � valant 0 au coin du radier, croissant linéai-rement jusqu'à 0,5 en suivant le côté, puis croissant jusqu'à 1 en direction du centre (voir�gure 5.15).



2. Calculs en déplacement des radiers de pieux 213De façon à pouvoir comparer au pro�l obtenu par Castor, on a e�ectué une transformationa�ne par morceaux sur les abscisses des n÷uds du maillage pour se ramener à cette coordonnéenormalisée (voir tableau 5.9).Castor Clancy Transformationr 2 �0 ; Reqp2 � � 2 [1 ; 0; 5] � = 1� rp2Reqr 2 �Reqp2 ; Req� � 2 [0; 5 ; 0] � = 1� r=Req2�p2Tab. 5.9: Coordonnée normalisée pour le pro�l de tassementLes pro�ls de tassement normalisés sont reportés sur la �gure 5.16. On remarque que lesvaleurs extrêmes obtenues par les deux approches sont quasiment identiques. Par contre, lespro�ls di�èrent quelque peu pour � 2 [0 ; 0; 5], l'écart ne dépassant cependant pas 15%. Ils'explique simplement par la substitution d'un radier circulaire au radier carré initial. Dansun modèle multiphasique tridimensionnel prenant en compte exactement la forme carrée duradier, l'écart serait sans doute beaucoup plus faible.2.4 ConclusionSur l'exemple d'un radier de 9�9 pieux, le modèle multiphasique et le modèle hybride donnentdes résultats remarquablement comparables. Une analyse inverse permet de con�rmer la valeurasymptôtique du coe�cient d'interaction �rp = 0; 85 mentionné par Clancy et Randolph(1996).Les résultats étant similaires, on peut souligner plusieurs avantages du modèle multiphasique.Tout d'abord, le temps de calcul est très réduit dans le cadre élastique (de l'ordre de 600 foisplus faible que dans l'approche hybride). Les comportements non linéaires di�ciles à intégrerdans le modèle hybride (qui repose sur le principe de superposition) peuvent être inclus sansproblèmes dans le calcul Castor.D'autre part, le même maillage permet, avec des modi�cations mineures, de traiter de façonuni�ée le problème du radier ou du groupe de pieux pris séparément, ou de varier la densitédu réseau de pieux, puisque seule cette densité (et non la position exacte des pieux) intervientdans le calcul.Le concepteur dispose ainsi d'un moyen e�cace et peu coûteux pour décider rapidement dela pertinence du radier de pieux par rapport à d'autres solutions, ou pour �xer la densitéde pieux nécessaires vis à vis d'un tassement maximal prescrit. Ce point est crucial, car lalittérature mentionne plusieurs exemples de fondations pour lesquelles la quantité de pieuxutilisée s'avère largement surdimensionnée (Hooper, 1979).
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Fig. 5.15: Coordonnée normalisée (d'après Clancy et Randolph (1993))
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Fig. 5.16: Tassement di�érentiel - radier 9� 9 pieux



216 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor3 La Messeturm de Francfort3.1 IntroductionLa Messeturm, construite à Francfort-sur-le-Main (Allemagne) entre 1988 et 1991 comporte60 étages surmontés d'une pyramide d'acier et de verre de 40 m. Avec ses 256 m de hauteurtotale, elle fait partie des plus grands immeubles de bureaux d'Europe, détenant le recordjusqu'en 1997, où elle a été détrônée par la tour voisine de la Kommerzbank (299 m).Le sous-sol de Francfort est constitué d'une couche argileuse épaisse relativement compressible.La construction d'immeubles de grande hauteur sur une simple semelle de fondation s'avère dèslors impossible. En e�et, le tassement d'ensemble et par suite les tassements di�érentiels dusentre autres à l'hétérogénéité du massif de fondation peuvent prendre des valeurs inacceptablesvis à vis de la verticalité du bâtiment (Franke, 1991; Sommer et al., 1991).Les concepteurs ont donc retenu un radier de pieux comme modèle de fondation, les objectifsvisés étant à la fois la réduction des tassements à des valeurs acceptables, et la diminutiondes e�orts de �exion dans le radier.La complexité de l'interaction sol-structure impose réglementairement (Eurocode 7) une ins-trumentation de l'ouvrage permettant le suivi dans le temps de son comportement. En l'occur-rence, sans doute à cause de la taille inhabituelle de la Messeturm, le dispositif de monitoringest très complet : extensomètres dans le massif, capteurs de pression sous le radier, pieuxinstrumentés, etc.Les données et mesures ayant servi de base aux comparaisons présentées dans cette sectionproviennent du projet de �n d'études de Vetter (1998) e�ectué à l'Université Technique deDarmstadt. Ce travail mené à l'Institut de Géotechnique présente également une modélisationtridimensionnelle par éléments �nis de la fondation. Notre comparaison porte donc d'une partsur les résultats d'une étude paramétrique numérique, d'autre part sur des résultats de mesurein situ 6.3.2 Description de la simulation réalisée avec Castor3.2.1 Géométrie de la fondation réelle et du modèle CastorLe radier de pieux formant la fondation de laMesseturm est composé d'une semelle carrée sur-montant un ensemble de pieux répartis approximativement sur des couronnes concentriques,de hauteur variable (voir coupe de la structure, �gure 5.17-a). Compte-tenu des potentialitésde Castor, c'est naturellement un modèle axisymétrique qui a été réalisé.6. L'auteur remercie au passage Serge Borel, du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, grâce auquelil a eu accès au rapport de Vetter.



3. La Messeturm de Francfort 2173.2.1.1 Radier La semelle est une dalle carrée en béton de 58,8 m de côté, dont l'épaisseurvarie de 3 m au bord à 6 m au centre. La face inférieure est un carré de 31,6 m de côté. Lesdimensions de la semelle circulaire équivalente sont telles que les aires des faces inférieure etsupérieure soient conservées. Dans le modèle Castor, la semelle est donc représentée par untronc de cône de hauteur 3 m, de rayon supérieur (resp. inférieur) 33,17 m (resp. 17,86 m),surmonté d'un cylindre de hauteur 3 m (voir �gure 5.17-b).

a - Vue en coupe de la fondation (d'après Vetter(1998))
31; 6 m17; 86 m33; 17 m
58; 8 m

b - Dimensions de la semellecirculaire équivalenteFig. 5.17: Messeturm - Représentation du radier de pieux3.2.1.2 Pieux La dalle repose sur un ensemble de 64 pieux en béton de diamètre 1,3 m,disposés sur trois couronnes concentriques. La �gure 5.18 présente une vue en plan de la dispo-sition exacte des pieux, et en surimpression le découpage des couronnes. Celles-ci comportentrespectivement :� 16 pieux de longueur 34,9 m pour la couronne intérieure,� 20 pieux de longueur 30,9 m pour la couronne intermédiaire,� 28 pieux de longueur 26,9 m pour la couronne extérieure.Chaque groupe de pieux est modélisé par un milieu biphasique. Les dimensions respectivesainsi que les fractions volumiques �rde renforcement correspondantes sont reportées dans letableau 5.10.3.2.1.3 Maillage Les simulations numériques e�ectuées par Vetter (1998) portent sur 1/8d'un massif de base carrée de 90 m de demi-côté et de 150 m de profondeur (�gure 5.19). Lemaillage comporte 8700 noeuds et 7859 éléments.



218 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor

Fig. 5.18: Messeturm - Disposition en plan des pieux
Couronne Nombrede pieux Surfacedes pieux(m2) Rayonintérieur(m) Rayonextérieur(m) Surfacecouronne(m2) Fractionvolumique�rintérieure 16 21,23 8 13 329,86 6,43 %intermédiaire 20 26,54 18 25,44 a 1 016,10 2,61 %extérieure 28 37,16 25,44 33,17 1 422,55 2,61 %Tab. 5.10: Messeturm - Description du modèle axisymétriqueaOn a ajusté exactement la frontière entre les couronnes intermédiaire et extérieure de façon à obtenirstrictement la même fraction volumique, ce qui simpli�e la gestion des données dans le pré-processeur deCastor.On retient pour le modèle axisymétrique Castor les mêmes dimensions. Le maillage cor-respondant comporte 3111 noeuds et 750 éléments isoparamétriques quadratiques Q9. Il estreprésenté sur la �gure 5.20.
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Fig. 5.19: Messeturm - Maillage tridimensionnel (d'après (Vetter, 1998))3.2.2 Propriétés mécaniques des matériaux3.2.2.1 Massif L'argile de Francfort constituant le massif de fondation possède les carac-téristiques résumées dans le tableau 5.11 7. Notation ValeurModule d'Young Em 5; 81(1 + 0; 35 z) (MPa)Coe�cient de Poisson � 0,498Poids propre 
 19 kN/m3Poids déjaugé 
0 9 kN/m3Coe�cient de pression des terres au repos Ko 0,667Cohésion c0 20 kPaAngle de frottement '0 20oTab. 5.11: Messeturm - Paramètres constitutifs de l'argile de FrancfortLes simulations de Vetter ont été e�ectuées avec le code de calcul Abaqus. Le modèle desol retenu est élasto-plastique, de type Drucker-Prager modi�é ( critère de type cap-cone,dépendant du troisième invariant, avec écrouissage du cap). Dans le modèle Castor, on7. La variation a�ne du module d'Young en fonction de la profondeur a conduit à introduire cette fonc-tionnalité dans Castor.
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Fig. 5.20: Messeturm - Maillage utilisé avec Castors'est contenté d'utiliser le modèle de Drucker-Prager standard, sans écrouissage, dont lesparamètres ont été identi�és à partir de la cohésion c0 et de l'angle de frottement '0 mesurés, enutilisant les formules (F.24) de l'annexe F. Celles-ci donnent une équivalence avec le critère deMohr-Coulomb en déformation plane. En axisymétrie, le cône de Drucker-Prager est tangentintérieurement à la pyramide de Mohr-Coulomb.Le niveau de la nappe étant, au plus bas, situé juste sous la face inférieure du radier, on aintroduit dans le calcul le poids déjaugé 
0 et les contraintes géostatiques correspondantes.3.2.2.2 Radier Le béton du radier est supposé avoir un comportement linéaire élastique,de module d'Young Eb = 34 000 MPa, de coe�cient de Poisson 0,2. On introduit un poidsvolumique apparent calculé de sorte que le poids total de la semelle réelle, soit 425 MN, etcelle du modèle axisymétrique soient identiques. Avec les dimensions présentées au paragrapheprécédent, on trouve 
appb = 28; 3 kN/m3. Pour l'étude paramétrique, des calculs simulant unefondation parfaitement rigide ont également été e�ectués en prenant Eb = 107 MPa.3.2.2.3 Pieux Le module d'Young du béton constituant les pieux vaut selon les calculs30 000 MPa (valeur nominale), 22 000 MPa (valeur moyenne mesurée in situ) ou 10 000 MPa.Sa limite en compression vaut ��b = 35 MPa. Les paramètres introduits pour la phase renfor-cement dans le modèle Castor sont donnés dans le tableau 5.12.



3. La Messeturm de Francfort 221Couronne Fraction�r Rigiditéar = Eb � �r Résistance�r0 = ��b � �rintérieure 6,43% 1931 2,25intermédiaireextérieure 2,61 % 783 0,91Tab. 5.12: Messeturm - Paramètres constitutifs de la phase renforcement (valeurs en MPapour Eb = 30 000 MPa)3.2.3 ChargementLes calculs de Vetter suivent pas à pas le phasage de la construction : excavation, creusementdes pieux, bétonnage du radier, activation de sa rigidité (cas de charge 1 à 9), applicationen quatre pas du poids du bâtiment (cas de charge 11 à 14). Par ailleurs, trois cas de chargeliés aux variations de niveau de la nappe phréatique sont envisagés (cas 10, 15 et 16). Lesrésultats des calculs et les mesures sont donnés par référence au cas 9 (�n du bétonnage duradier). C'est cette con�guration qui est retenue comme état initial dans le modèle Castor.Les cas de charge envisagés ensuite suivent �dèlement le processus de chargement retenu parVetter. On les a détaillés dans le tableau 5.13.3.2.4 Description de l'étude paramétriqueA�n d'e�ectuer des comparaisons avec les simulations numériques tridimensionnelles, on arepris les mêmes paramètres que ceux utilisés par Vetter (simulations m8 à m11). On a parailleurs utilisé un jeu de paramètres supplémentaire (simulationm1), et e�ectué une simulationsans pieux (m0). Le tableau 5.14 résume ces choix.3.3 Résultats3.3.1 Etude paramétrique des courbes de tassementPour chaque choix des paramètres (tableau 5.14), on a relevé, pour chaque cas de charge, letassement au centre de la fondation. Reprenant la présentation de Vetter, on donne les courbesde tassement en fonction du niveau global de chargement (colonne 4 du tableau 5.13) sur les�gures 5.21-a à 5.21-f.On donne d'autre part dans le tableau 5.15 les valeurs du tassement �nal obtenues respecti-vement par Vetter et par notre approche, ainsi que les temps de calcul correspondants 8.8. Le type de machine utilisé par Vetter n'est pas précisé. Nous avons utilisé une station de travail SunUltra 1.



222 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CastorCas Description Valeurs Charge totale(MN)1 Contraintes initiales géostatiquespoids propre de la semelle 
0 = 9 kN/m3�ozz = �
0z ; z > 0�orr = �o�� = �Ko 
0z
appb = 28,3 kN/m3 425
2 Elévation de la nappe +9 m Sous-pression de 78,1 kPa sous leradier (Résultante -270 MN ) 155
3-6 Application en 4 pas du poids dubâtiment (1445 MN) 4�104,5 kPa sur le radier(Résultante 4�361,25 MN ) 516,25877,51238,7516007 Abaissement de la nappe -9 m Sous-pression de -78,1 kPa sousle radier 18708 Elévation de la nappe +9 m Sous-pression de 78,1 kPa sous leradier 1600Tab. 5.13: Messeturm - Description des cas de chargeCes résultats appellent les commentaires suivants :� Si l'on considère les premiers cas de charge, pour lesquels le comportement est globa-lement élastique, il y quasi-superposition des courbes obtenues par Vetter et par l'au-teur. Le modèle aux éléments �nis multiphasique axisymétrique rend donc parfaitementcompte du comportement global de l'ouvrage en élasticité.� Au fur et à mesure du chargement, les courbes s'éloignent l'une de l'autre. L'écrouissagede la courbe de tassement est plus prononcé pour les calculs Abaqus. Ceci s'expliquepar la présence du cap sur le critère de Drucker-Prager modi�é, qui limite la contraintemoyenne tr�=3 au sein du massif. Ce cap n'existe pas dans le calcul Castor, qui donnepar conséquent une réponse plus raide.� Sauf pour m11, l'écart sur le tassement �nal calculé par les deux approches est inférieurà 15%. De plus, les tendances évoluent dans le même sens lorsqu'on varie les paramètres.� Les mesures in situ donnent une valeur moyenne de 22 000 MPa pour le module d'Youngdes pieux. Cette remarque justi�e le choix des paramètres du calcul m1. On constate



3. La Messeturm de Francfort 223Dénomination Angle defrottement'0(o) Cohésionc0(kPa) Rigiditédu radier(MPa) Module d'Youngdes pieux(MPa)m8 20 20 109 30 000m9 20 20 109 10 000m10 22 4,4 109 30 000m11 20 20 34 000 30 000m0 20 20 34 000 0m1 20 20 34 000 22 000Tab. 5.14: Messeturm - Choix des paramètres pour les di�érentes simulationsTassement (cm) Temps de calculDénomination Abaqus Castor Abaqus(heures) Castor a(minutes)m8 12,7 11,1 28 3'41m9 13,5 12,9 28 3'39m10 12,8 11,5 75 4'56m11 14,1 11,7 28 3'27m0 - 38,9 - 3'19m1 - 12,0 - 5'09Tab. 5.15: Messeturm - Tassement �nal et temps de calcula Sur station de travail Sun Ultra 1.que le tassement �nal obtenu est à 8% près celui mesuré. De plus, à la �n du cas decharge 6, qui correspond à la �n de la construction, le tassement calculé vaut 11,0 cm, àcomparer aux 11,1 cm mesurés à cette date. En conséquence, il nous semble que ce jeude paramètres est celui qui rend le mieux compte du comportement de la Messeturm .� Le calcul m0 avec le radier seul conduit à un tassement de 38,9 cm, en accord avec les35 à 40 cm mentionnés par Sommer et al. (1991). Ainsi la présence des pieux permet dediviser le tassement �nal par 3,5, ce qui justi�e pleinement le choix de conception.
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f - Simulation m0Fig. 5.21: Messeturm - Etude paramétrique des courbes de tassements3.3.2 Répartition du tassement en fonction de la profondeurDes extensomètres ont été mis en place au centre du radier, au milieu d'un côté et sous unangle. Ils mesurent le tassement absolu du massif à di�érentes profondeurs. On compare dansce paragraphe les valeurs mesurées à la verticale du centre du radier avec celles obtenuesnumériquement. Les résultats sont donnés sur la �gure 5.22.
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Fig. 5.22: Messeturm - Répartition du tassement au centre du radier en fonction de la pro-fondeurSi le tassement en surface est bien prévu par les di�érents modèles, sa diminution en fonctionde la profondeur est moins marquée pour les valeurs numériques que pour les valeurs mesurées.Cela donne à penser que les caractéristiques de déformabilité des couches super�cielles (et/oudes pieux) introduites dans les modèles sont trop fortes. Les résultats d'Abaqus sont à peinemeilleurs que ceux donnés par Castor, traduisant également une décroissance trop lente avecla profondeur.3.3.3 E�ort normal dans les pieuxA�n d'illustrer plus avant l'exploitation de modèle multiphasique, on s'intéresse maintenantà l'e�ort normal dans le pieu instrumenté DFG2 no 2 (voir �gure 5.18) en fonction de laprofondeur, et à son évolution au cours du chargement de la fondation.Le pieu DFG2 se situe à une distance de 11,1 m du centre du radier. Cette abscisse correspondapproximativement au centre de la quatrième colonne d'éléments dans le maillage Castor(�gure 5.20). On a donc relevé la valeur de la contrainte partielle dans la phase renforcement�r pour ces éléments. En la divisant par la fraction volumique de renforcement (en l'occurence6,43%), on obtient l'e�ort normal dans le pieu.On peut ainsi représenter sa valeur en fonction de la profondeur pour di�érents cas de chargeet confronter les résultats aux mesures in situ. On a représenté sur la �gure 5.23 en trait



226 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castorépais la distribution d'e�ort calculée par Castor en fonction de la profondeur pour les cas decharge 3, 4, 5 et 8 (tableau 5.13). On a superposé les points de mesures reportés par Vetter.
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Fig. 5.23: Messeturm - E�ort normal dans le pieu instrumenté DFG2 ( Castor, � Me-sures in situ)L'accord est très bon en tête de pieu, l'écart entre valeurs mesurées et calculées variant entre5 et 20%. Par contre la décroissance de la valeur en fonction de la profondeur n'est pascorrectement rendue. En particulier, on ne retrouve pas un e�ort nul en pied. On a ici a�aireà un e�et de bord lié au modèle multiphasique adhérent, du même type que celui observé surla paroi d'un tunnel profond après convergence (contraintes partielles radiales de somme nulledans ce cas, mais non nulles séparément). Le recours au modèle multiphasique général pourrapermettre d'obtenir de meilleurs résultats sur les contraintes.Remarques Une telle concordance des résultats est en fait surprenante. En e�et, rappelonstout d'abord que l'on a e�ectué un calcul axisymétrique équivalent de la fondation carrée. Sicette approximation est très bonne pour évaluer des quantités globales telles que les tassementsd'ensemble ou di�érentiels, elle est plus sujette à caution dans le cas de quantités ponctuelles.L'identi�cation de l'abscisse r du modèle axisymétrique avec la distance au centre du radierdu pieu considéré est en particulier discutable (On a pu véri�er que, pour des pieux plusexcentrés, la concordance des mesures et des valeurs calculées est légèrement moins bonne).Dès lors, nous n'avons pas cherché à estimer très précisément �r(r), nous contentant de lavaleur au centre de l'élément le plus proche au lieu de celle interpolée au point d'abscisse r àpartir des valeurs aux points de Gauss de l'élément. Pour exploiter rigoureusement un calcul



3. La Messeturm de Francfort 227tridimensionnel multiphasique, il conviendrait de rajouter cette fonctionnalité dans Castor.En�n, les dates de mesures ne correspondent qu'approximativement aux niveaux de charge(25, 50, 75 et 100% de la charge totale) retenus dans le calcul.Au vu de ces remarques, il apparaît que la précision des résultats est excellente. Le mode decalcul des e�orts dans les pieux est ainsi validé.3.3.4 Résultats complémentairesOn s'est intéressé aux tassements di�érentiels de la semelle à di�érentes phases de la construc-tion. Ayant retenu les paramètres de la simulation m1, on a observé que ces tassements étaientsous-estimés par le calcul. Cela peut s'expliquer en partie par la modélisation axisymétriquedu radier carré. D'autre part, l'estimation de la charge appliquée réellement sur la fondationaux dates pour lesquelles des mesures sont disponibles s'est avérée délicate. En conséquence,ces résultats ne sont pas reportés ici.On a également estimé la répartition de la charge totale entre les pieux et le radier par laméthode exposée à la section 2.3.2. Quels que soient les paramètres de calcul, la part descharges reprises par le radier varie entre 13 et 15%. Les calculs Abaqus menés par Vetterconduisent plutôt à une valeur moyenne de 30 à 35%. L'estimation obtenue à partir desmesures est de 38%, mais l'auteur précise qu'elle est peu �able, compte tenu du peu de pieuxinstrumentés.La mauvaise estimation fournie ici par Castor (en comparaison avec la très bonne concor-dance obtenue à la section précédente sur le problème traité par Clancy) peut s'expliquer enpartie par le fait que les pieux sont disposés dans trois zones non continues dans le maillage,et que la semelle d'épaisseur variable est maillée de façon approximative par des marches. Lamultiplication des points anguleux et des frontières entre zones renforcées et non renforcéesconduit à des gradients de contraintes assez forts en ces points, et donc une erreur consé-quente dans le calcul des résultantes par intégration des contraintes (voir les remarques de lasection 1.2.2.3).3.4 ConclusionLa modélisation multiphasique de la fondation de la Messeturm de Francfort nous a permisde tester le code Castor sur un exemple � en vraie grandeur �. Les résultats obtenus sonttrès satisfaisants. Les écarts constatés par rapport à la modélisation tridimensionnelle et parrapport aux mesures sont en grande partie justi�ables par les approximations utilisées pourse ramener à un problème axisymétrique et ne sont donc pas directement imputables au mo-dèle multiphasique lui-même. En particulier, une simulation multiphasique tridimensionnelledevrait réduire ces écarts.



228 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CastorPour le comportement global (courbe de tassement), l'idéalisation axisymétrique et le choixdes zones renforcées (couronnes concentriques) est justi�é. L'utilisation du critère de Drucker-Prager standard rend le système légèrement trop rigide. Il faudrait implémenter le critèremodi�é cap-cone pour avoir une comparaison plus rigoureuse avec les simulations Abaqus.Les e�orts dans les pieux sont prédits avec une bonne précision. Toutefois la répartition descharges donnée par Castor semble surestimer l'e�et des pieux.En�n, les temps de calculs répertoriés dans le tableau 5.15 sont sans commune mesure avecceux des calculs tridimensionnels réalisés avec Abaqus. Le modélisation multiphasique ap-paraît donc être une méthode �able et très avantageuse pour le traitement des fondationssur radiers de pieux. Elle permet d'accéder aux mêmes informations que celles disponiblesaprès un calcul aux éléments �nis classique dans lequel les pieux et le massif sont discrétisésséparément.



4. Les tunnels boulonnés 2294 Les tunnels boulonnésOn s'intéresse dans cette section à la validation du modèle multiphasique pour les problèmesde tunnels boulonnés. On modélise avec le code Castor des expériences sur modèle réduitmenées par Indraratna et Kaiser (1990a,b).4.1 Description du dispositif expérimental4.1.1 PrincipeL'objectif des essais est de simuler la convergence d'un tunnel profond de section circulairerenforcé par boulonnage radial pour di�érentes valeurs de la pression géostatique. A l'inversede la méthode convergence-con�nement, pour laquelle la pression à la paroi du tunnel estprogressivement diminuée alors que l'état de contrainte à l'in�ni est constant, le dispositifexpérimental utilisé par Indraratna fonctionne de la façon suivante :� Par symétrie, seul 1/8 du massif est modélisé (�gure 5.24-a). Des plaques en té�on sontdisposées entre l'échantillon et le support pour limiter le frottement et reproduire aumieux les conditions de symétrie (�gure 5.24-b).� L'essai reproduit des conditions de déformation plane dans une section transverse dutunnel. A cet e�et, la contrainte axiale �z est adaptée à chaque pas de charge (�gure 5.24-b).� L'échantillon est au départ à l'état naturel. La paroi du tunnel restant constamment librede contrainte, une pression �0 est appliquée sur le bord extérieur par pas de 1 MPa.4.1.2 Dimensions du modèleLe massif est constitué de gypstone 9, qui est une roche tendre fabriquée de façon synthétique.Le rayon du tunnel est de 130 mm, la taille de l'échantillon 715 mm (voir �gure 5.24-a).Les boulons sont des tiges en laiton de diamètre 2,5 mm, solidarisées à l'échantillon de rochepar de la résine (épaisseur négligeable). Leur longueur est 50 mm. Ils sont placés périodique-ment (voir �gure 5.24-c), les intervalles longitudinaux et transversaux valant respectivementSL = 25 mm et ST = 50 mm.4.2 Simulation numériqueL'essai est simulé par un calcul en déformation plane sur un tube épais, dont les dimensionscorrespondent à celles de l'échantillon. Le maillage utilisé est représenté sur la �gure 5.25.9. On garde ici le terme anglais faute de traduction appropriée.
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a - Problème de référence et problème modélisé
b - Dispositif de mise en charge

c - Disposition des boulons etdes capteurs de déplacementFig. 5.24: Convergence d'un tunnel boulonné - dispositif expérimental (d'après Indraratna etKaiser (1990b))Les caractéristiques des matériaux sont pour la plupart explicitement données dans les deuxarticles mentionnés précédemment. Pour compléter, on a déduit la cohésion à partir de lalimite en compression (�c = 3; 5 MPa) et de l'angle de frottement, en supposant que legypstone obéit à un critère de Mohr-Coulomb. La valeur du module d'Young du laiton, ainsique sa limite en traction sont tirées de Askeland (1996). On reporte les di�érentes valeursdans le tableau 5.16.Une pression uniforme est appliquée à l'extérieur du tube épais, par pas de 1 MPa. Le calculélasto-plastique prend 3 minutes. Pour chaque pas de charge, la convergence de la paroi est
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Fig. 5.25: Maillage utiliséModule d'Young E 1500 MPaCoe�cient de Poisson � 0,25Gypstone Cohésion C 0,97 MPaAngle de frottement ' 32oAngle de dilatance  20oDiamètre d 2,5 mmEspacement longitudinal SL 25 mmEspacement transversal ST 50 mmBoulons Densité en paroi �r 3,93.10�3Rigidité (Laiton 120 000 MPa) ar(r) = Kor Ko = 61; 3 MN/mRésistance (Laiton 325 MPa) ��r = ��or ��o = 0; 165 MPaTab. 5.16: Caractéristiques des matériauxrelevée.On a représenté sur la �gure 5.26 la courbe de convergence donnée par Castor et les pointsde mesures donnés dans Indraratna et Kaiser (1990a) 10.10. En fait, Indraratna dispose de deux séries de mesures pour deux capteurs disposés sur la paroi du tunnel.Les deux résultats sont très proches, nous en avons pris ici la valeur moyenne.



232 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor

0 2 4 6Convergence en paroi (mm)0
5
10
15

Contrai
nte� 0(
MPa)

Points expérimentauxCastor

Fig. 5.26: Courbe de convergence du massif boulonné - Confrontation des mesures d'Indraratnaet Kaiser (1990a) et du calcul CastorLa pente initiale de la courbe n'est pas très bien reproduite par Castor. La raideur équi-valente est sous-estimée d'environ 20%. Par contre, la plasti�cation progressive du massif esttrès bien reproduite, et la courbe obtenue est globalement très satisfaisante. Remarquons queles résultats du modèle proposé par Indraratna et Kaiser (1990a) sont également satisfaisants(malgré les réserves que l'on peut émettre à l'égard de certaines hypothèses, voir chapitre 1,section 3.2.3). Cependant, ce modèle requiert le choix d'un paramètre assimilable à un anglede frottement entre la roche et le boulon, dont les auteurs ne précisent pas comment il estobtenu.



5. Etude paramétrique des réseaux de micropieux 2335 Etude paramétrique des réseaux de micropieux5.1 IntroductionOn aborde dans cette section l'étude des réseaux de micropieux. Comme on l'a noté dans lepremier chapitre, cette technique est appliquée depuis plusieurs décennies au confortementdes ouvrages existants. Par contre, elle est encore très peu utilisée pour fonder des ouvragesneufs. Ceci s'explique sans doute en partie par le fait qu'il n'existe aucune méthode de di-mensionnement ou de calcul en déplacement rationnelle de ce type de fondation. Personne nes'est par ailleurs risqué à les modéliser directement par éléments �nis.Des travaux expérimentaux (Plumelle, 1984, 1985; Lee et al., 1997) ont montré qu'une incli-naison des pieux de 10 à 15o symétriquement par rapport à la verticale permet d'augmenterde façon conséquente la capacité portante. Cependant, seuls de petits groupes de pieux ontété étudiés, et les expériences sont trop peu nombreuses pour tirer des conclusions généralessur les réseaux.Au contraire des approches habituelles, le modèle multiphasique s'applique avec la mêmefacilité pour des micropieux inclinés que pour des micropieux verticaux, puisque seule la zonerenforcée est maillée, et non pas les inclusions prises une à une.Une étude paramétrique sur l'inclinaison du réseau a été menée avec Castor dans le cadre duProjet National Forever. Les résultats présentés ci-après reprennent une partie du rapportde recherche correspondant (Sudret et de Buhan, 1998a) (voir également Sudret et al. (1999)).5.2 Géométrie du problèmeOn étudie le problème d'une semelle �lante rigide de largeur B posée sur une couche de sold'épaisseur H, qui repose elle-même sur un substratum rigide. Le sol situé immédiatementen dessous de la fondation est renforcé par un réseau de micropieux disposés symétriquementpar rapport à la verticale, faisant avec celle-ci un angle � (�gure 5.27). Les caractéristiquesmécaniques du sol sont son module d'Young E, son coe�cient de Poisson �, son angle defrottement interne ', sa cohésion C (Cu pour un sol purement cohérent), et éventuellementson angle de dilatance  .5.3 MaillagePar raison de symétrie, seule une moitié de la structure est maillée. On a utilisé ici des élémentsquadratiques à 6 n÷uds (T6) et 9 n÷uds (Q9). La densité du maillage est beaucoup plus �nesous la fondation, et notamment à son extrémité. Par contre, cette densité est identiquedans les zones non renforcées, ou renforcées dans une ou deux directions. Les dimensionscaractéristiques des maillages sont B=2 = 1 m, H = 4 m, la largeur totale valant 8 m. Un



234 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castorexemple de maillage est donné sur la �gure 5.28. Les déplacements sont bloquées dans les deuxdirections au niveau du substratum, uniquement horizontalement au niveau des frontièresverticales.
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Fig. 5.27: Semelle �lante sur sol renforcé par réseau de micropieux

Fig. 5.28: Réseau de micropieux - Maillage utilisé par CastorOn charge progressivement la semelle en imposant un déplacement vertical �, les déplacementshorizontaux sous la semelle étant libres (poinçon � lisse �). On calcule à chaque pas de chargela réaction Q sous le poinçon. Les courbes de chargement normalisées f�=B ; Q=(B:C)g sont



5. Etude paramétrique des réseaux de micropieux 235représentées pour di�érentes inclinaisons des pieux.Sur les courbes de chargement, on a relevé la pente initiale (module élastique équivalent) etla charge limite (capacité portante). Ces deux résultats sont représentés en fonction de l'angled'inclinaison des micropieux.5.4 Sol purement cohérentLes valeurs numériques des paramètres utilisés dans le calcul sont données dans le tableau 5.17.Module d'Young E 15 MPaMassif Coe�cient de Poisson � 0,49purement Cohésion Cu 55 kPacohérent Poids volumique 
 20 kN/m3Etat initial isotrope �mo 
z 1 ; z < 0Diamètre extérieur d 89 mmEpaisseur e 9,52 mmMicropieux Densité �r 1 m.p/m2Rigidité (Acier 210 000 MPa) ar 499,2 MPaRésistance (Acier 500 MPa) �ro 1,188 MPaTab. 5.17: Réseau de micropieux - Propriétés des matériaux - Massif purement cohérentLe sol est supposé élastique parfaitement plastique. On utilise le critère de Von Mises deparamètre Cu (limite en cission).Les dimensions de la section des micropieux sont tirées de Maleki et al. (1995) et correspondentaux inclusions utilisées sur le chantier de la tranchée couverte de Rueil-Malmaison.La densité d'un micropieu par m2 correspond aux deux directions de renforcement. La rigiditéar et la résistance �ro de chaque phase de renforcement s'obtiennent simplement en multipliantles caractéristiques de l'acier par la proportion volumique de renforcements. Les valeurs don-nées dans le tableau 5.17 correspondent à des micropieux verticaux. Dans le cas de micropieuxinclinés d'un angle � par rapport à la verticale, la proportion volumique est divisée par cos�,de sorte que les rigidité et résistance dans chaque direction sont ar=(2 cos�) et �ro=(2 cos�).Les courbes de chargement normalisées sont données sur la �gure 5.29-a. Elles sont toutes trèsrégulières et la charge limite est obtenue pour un tassement relatif de l'ordre de 4 %. Dans lecas non renforcé, on retrouve le facteur de capacité portante Nc = � + 2 avec une très bonneprécision.



236 Chapitre 5. Validation et Utilisation de CastorLe module élastique équivalent de la couche de sol renforcé est donné en fonction de � surla �gure 5.29-b. L'amélioration par rapport au cas non renforcé est de 17 % à 57 % selon �.L'angle optimal se situe aux alentours de 15o.Le facteur de capacité portante Nc est donné en fonction de � sur la �gure 5.29-c. L'amélio-ration par rapport au cas non renforcé est ici de 23 % à 74 % selon �. L'angle optimal se situeégalement aux alentours de 15o.5.5 Sol frottantLes valeurs numériques des paramètres utilisés dans le calcul par éléments �nis sont donnéesdans le tableau 5.18.Module d'Young E 50 MPaCoe�cient de Poisson � 0,3Cohésion C 10 kPaAngle de frottement ' 30oAngle de dilatance  0oPoids volumique 
 16 kN/m3Etat initial isotrope �m0 
z 1 ; z < 0Tab. 5.18: Réseau de micropieux - Propriétés du massif frottantLa loi de comportement du massif est élasto-plastique non associée. Les paramètres du critèrede Drucker-Prager sont obtenus par les formules (F.24) de l'annexe F. Dans le cas particulieroù l'angle de dilatance est pris égal à zéro, celles-ci se simpli�ent en :� = 13 sin� ; k = c cos� ; � = 0(5.21)Les courbes de chargement normalisées sont données sur la �gure 5.30-a. Elles sont assez régu-lières, la charge maximale (ou pic) est atteinte pour des déformations légèrement supérieuresà 5%. Pour le cas non renforcé, on observe un léger radoucissement suivi d'une oscillation. Lefacteur de portance correspondant vaut 46,86. Il est en deçà du facteur théorique habituelle-ment retenu : N = QB � C = Nc + 
 B2C N
(5.22)qui vaut en l'occurence 53,7. On voit donc là une in�uence non négligeable du caractère nonassocié de la plasticité (un calcul � associé � sur le même maillage donne un facteur de 57,7,ce qui est plus proche de la valeur théorique).



5. Etude paramétrique des réseaux de micropieux 237Le module élastique équivalent de la couche de sol renforcé est donné en fonction de � surla �gure 5.30-b. L'amélioration par rapport au cas non renforcé est de 26 % à 39 % selon �.L'angle optimal se situe aux alentours de 15o.Le facteur de capacité portante est donné en fonction de � sur la �gure 5.30-c. L'améliorationpar rapport au cas non renforcé est ici très nette, allant de 55 % à 118 % selon �. L'angleoptimal se situe également aux alentours de 15o.5.6 ConclusionLes calculs e�ectués montrent une nette amélioration du module élastique équivalent et surtoutde la capacité portante du sol renforcé par un réseau de micropieux. Dans tous les cas de�gures, l'angle d'utilisation optimale d'une quantité donnée de renforcement se situe autourde 15o. On retrouve ainsi parfaitement les résultats expérimentaux annoncés en introduction.Il faut noter que les calculs sur sols frottants convergent beaucoup plus lentement que ceuxsur sols purement cohérents. Cependant, cette di�culté, inhérente aux calculs numériques enplasticité, n'est pas aggravée par la présence des renforcements.Remarque Trois autres applications concernant les radiers de pieux et réseaux de micro-pieux, qui ont été faites au cours du travail de thèse, n'ont pas été reportées dans le présentmémoire :� Une étude paramétrique de l'in�uence de la longueur des pieux sur le tassement d'unradier de pieux axisymétrique est présentée dans Sudret et de Buhan (1998a). Pour lagéométrie retenue, le module élastique équivalent ainsi que la capacité portante varientde façon quasi-linéaire avec la longueur des pieux.� En déformation plane, l'in�uence de la largeur D du groupe de pieux centré sous unefondation de largeur B constante a été étudiée par de Buhan et Sudret (1999c). Onmontre que le module élastique équivalent et la capacité portante varient de façon quasi-linéaire avec D=B tant que D=B � 1, puis restent à peu près constant pour D=B > 1.Toutes choses égales par ailleurs, une telle analyse permet de dimensionner la largeur Dvis à vis d'un tassement en service prescrit.� Généralisant les travaux de Greuell (1993), un critère de résistance homogénéisé a étédéterminé pour un matériau composite constitué d'une matrice de Von Mises renforcépar inclusions dans deux directions. Ce critère a été implémenté pour permettre lecalcul de la courbe de chargement d'un réseau tel que celui représenté sur la �gure 5.27.La comparaison avec la courbe de chargement obtenue par le modèle multiphasiquemontre un écart inférieur à 5%. Les résultats sont donnés dans Sudret et al. (1998).Comme dans le cas de la convergence d'un tunnel profond (voir section 1.3.4), cetécart augmente sans doute dans le cas d'une matrice de type frottant. Cependant, iln'est pas possible d'obtenir analytiquement le critère homogénéisé dans ce cas. Aucunecomparaison directe n'a donc pu être menée.
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240 Chapitre 5. Validation et Utilisation de Castor6 ConclusionLes nombreux exemples d'application présentés dans ce chapitre nous permettent de tirer lesconclusions suivantes :� Le code de calcul Castor est �able. Les simulations de di�érents problèmes dont lasolution analytique est connue sont très concluantes.� Le modèle multiphasique est parfaitement adapté au traitement des radiers de pieux,des tunnels boulonnés et des réseaux de micropieux. Les comparaisons avec d'autrescodes de calcul ou avec des mesures donnent de façon générale des écarts inférieurs à10%.� Cette précision est d'autant plus remarquable que des hypothèses simpli�catrices indé-pendantes du modèle multiphasique ont été nécessaires pour pouvoir mener à bien cescomparaisons (radier circulaire équivalent, critère de plasticité approché). Une extensiontridimensionnelle du code et l'implémentation de nouveaux critères devrait permettrede diminuer encore les écarts avec les autres approches.� Du point de vue du calcul numérique, l'extension aux problèmes tridimensionnels nepose pas de problème de principe, le formalisme développé au chapitre 4 étant facile-ment adaptable. Elle n'a pas été développée dans le cadre de ce travail pour la simpleraison que la gestion des données et l'exploitation des résultats requièrent des pré- etpost-processeurs performants, qui auraient, eux, demandé un travail d'implémentationconsidérable.� Pour les exemples faisant l'objet de comparaisons, les temps de calcul des simulationsCastor sont très nettement inférieurs à ceux des simulations de référence. Ce codepermet donc de mener sur un ordinateur personnel des études paramétriques donnantdes résultats quantitatifs précieux à l'ingénieur en un temps très raisonnable.Les résultats très satisfaisants exposés dans ce chapitre ne doivent pas masquer deux limitesdu code Castor dans son état actuel :� les e�ets de bord ne sont pas correctement pris en compte. On l'a constaté en calculantles e�orts dans les pieux supportant la Messeturm (e�orts ne tendant pas vers zéro àl'extrémité).� Les e�ets de �exion dans les inclusions de renforcement sont négligés dans la formulation.Nous n'avons traité dans ce chapitre que des exemples pour lesquels ces e�ets sont apriori négligeables. Cependant, le traitement des radiers de pieux sollicités latéralement,ou des talus renforcés, nécessite la prise en compte de ces e�orts.Ces deux aspects font l'objet du prochain chapitre.



Chapitre 6
Extensions du modèle multiphasique

Le modèle multiphasique a été exploité jusqu'ici dans sa version adhérente, d'abordanalytiquement puis numériquement.Dans la première partie de ce chapitre, on revient sur le modèle général qui permetdes cinématiques di�érentes pour chaque phase. On s'intéresse en particulier à lasigni�cation et à la détermination de la loi de comportement d'interaction qui reliela densité d'e�orts d'interaction entre phases à leur mouvement relatif.Dans la deuxième partie, on développe un modèle multiphasique enrichi qui permetde prendre en compte les e�orts de �exion dans la phase renforcement. Le milieumicropolaire de Cosserat apparaît naturellement dans la formulation.Dans chaque cas, un exemple est traité analytiquement. Les résultats sont ensuitecomparés à un calcul direct par éléments �nis dans lequel la matrice et les inclu-sions sont discrétisées séparément.
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1. Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multiphasique général 2451 Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multipha-sique général1.1 IntroductionDans la méthode classique d'homogénéisation, l'unique champ de déplacement macroscopiquecorrespond à la moyenne sur un volume élémentaire représentatif (VER), du champ de dépla-cement microscopique. Dans le modèle multiphasique général présenté au chapitre 2, chaquephase a une cinématique propre. Le champ de déplacement de la phase fj = m; rg s'interprèteainsi comme la moyenne du champ de déplacement microscopique, sur le volume Aj occupépar le matériau j dans le VER.On rappelle que le modèle général conduit à des équations d'équilibre par phase, qui sontcouplées par l'intermédiaire de densités d'e�orts d'interaction Ir (voir Eq.(2.29) page 53). Selimitant au cas biphasique, et à un comportement linéaire de l'interface, on a montré quel'interaction I est linéaire en fonction du déplacement relatif entre les phases (voir Eqs.(2.58)page 60).Dans le cas quasi-statique, en l'absence de forces de volume, l'équation d'équilibre de la phaserenforcement impose que I soit colinéaire à la direction de renforcement er (Eq.(2.29-b)). Enne considérant que le déplacement relatif dans cette direction pour exprimer le comportement,on aboutit à la forme simpli�ée : I = cI �(�r � �m) � er� er(6.1)Pour résumer, dans les cas qui nous préoccupent, l'identi�cation de la loi de comportementd'interaction se limite à la détermination d'un seul coe�cient d'interaction cI . Comme on l'avu dans les deux applications du chapitre 3, ce paramètre est lié à un e�et d'échelle.L'objectif de cette section est d'une part de donner une estimation de ce paramètre en fonctionde la structure à l'échelle microscopique du matériau renforcé, d'autre part de valider le modèlegénéral en le comparant sur un exemple à une approche � directe �, en l'occurence un calculaux éléments �nis pour lequel la matrice et les inclusions sont discrétisées séparément.1.2 Modélisation des e�ets d'échelle1.2.1 Principe de la détermination de cILa densité d'interaction I désigne par dé�nition la résultante, par unité de volume, des ef-forts appliqués à la phase matrice par la phase renforcement. Revenant à une description àl'échelle microscopique du matériau renforcé, il est clair que le siège de ces e�orts est localiséà l'interface inclusion/matrice. Dans le cas où I = I er est orienté dans la direction de renfor-cement, cette densité s'interprète plus précisément comme la résultante par unité de volumedes e�orts de cisaillement d'interface.



246 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiqueDès lors, la détermination pour un problème donné du paramètre cI peut s'e�ectuer en résol-vant le problème d'arrachement suivant :� On choisit une cellule de base représentative de la périodicité du renforcement (�-gure 6.1), de volume VVER.
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Fig. 6.1: Problème d'arrachement de l'inclusion dans une cellule de base� La surface latérale de la cellule étant supposée �xe, on impose à l'inclusion un dépla-cement longitudinal 1 �. Les surfaces inférieure et supérieure sont libres de contraintes.On calcule le déplacement longitudinal moyen �m induit dans la matrice, ainsi que larésultante des e�orts de cisaillement � à l'interface inclusion/matrice.� On identi�e l'expression des e�orts volumiques d'interaction aux deux échelles de des-cription : I = cI (� � �m) = RSlat � dSVVER(6.2)d'où l'on tire le paramètre cI .Le calcul que l'on vient de présenter peut être e�ectué numériquement par éléments �nis.Cependant, il est possible d'obtenir une estimation analytique de cI en introduisant des hy-pothèses simpli�catrices supplémentaires.� Dans les cas courants, le matériau constitutif de l'inclusion est beaucoup plus raide quecelui de la matrice. On peut en première approximation le considérer comme parfai-tement rigide. Le problème précédent se réduit à imposer un déplacement uniforme �sur la surface Slat, et à déterminer sur le volume Am de la cellule sans l'inclusion (voir�gure 2.10 page 84) le champ de déplacement, dont on déduit les déformations et parsuite le cisaillement d'interface.1. C'est à dire parallèle à la direction de renforcement.



1. Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multiphasique général 247� Dans le cas d'un renforcement par nappes, le problème précédent se résout analytique-ment. Dans le cas d'un renforcement par �bres de section circulaire de rayon d, on peutétudier un modèle simpli�é axisymétrique, dans lequel la géométrie de la cellule a étéremplacée par un cylindre de surface de base égale, c'est à dire de rayon s =pSVER=�.Ces deux cas particuliers sont développés ci-après.1.2.2 Cas du renforcement par nappesLe problème à résoudre sur la cellule de base est schématisé sur la �gure 6.2.
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Fig. 6.2: Problème d'arrachement simpli�é - renforcement par nappesSe plaçant en déformation plane, la cellule de longueur L, de hauteur s est encastrée sur sesfaces inférieure et supérieure, et soumise à un déplacement horizontal � le long de l'inclusiond'épaisseur t située dans sa partie centrale. La longueur L est prise su�samment grandedevant s pour pouvoir négliger les � e�ets d'extrémité �. La matrice est donc sollicitée encisaillement simple (on note � le module de cisaillement). Dans le repère (O ; ex ; ey) choisi,les conditions aux limites s'explicitent sous la forme :�(x ; y = � t2) = � ex(6.3-a) �(x ; y = �s2) = 0(6.3-b)Le champ de déplacement solution est alors trivialement de la forme :�(x ; y) = � s� 2 ys� t ex(6.4)pour y � t=2, et obtenu par symétrie pour y � �t=2. On en tire le cisaillement constant àl'interface : � = 2� �s� t(6.5)



248 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiquePar ailleurs, la moyenne de la composante horizontale du déplacement vaut �m = �=2. L'ex-plicitation de (6.2) donne, en introduisant la fraction volumique de renforcement �r = t=s :cI = 8�s2(1� �r)(6.6)1.2.3 Cas du renforcement par inclusions linéairesLe problème d'arrachement se ramène sous les hypothèses énoncées précédemment à la déter-mination du champ de déplacement dans un cylindre creux, de rayon intérieur a et extérieurb, �xe à l'extérieur, soumis sur sa face intérieure à un déplacement longitudinal � (�gure 6.3).C'est le pendant axisymétrique du problème traité au paragraphe précédent, avec L >> b.��oLAA
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Fig. 6.3: Problème d'arrachement simpli�é - renforcement par �bres cylindriquesL'écriture de l'équilibre selon ez d'une couronne comprise entre les rayons a et r donne pourle cisaillement � � ��rz : �(r) = �oar(6.7)où �o est la valeur du cisaillement à l'interface inclusion/matrice. Intégrant l'équation ciné-matique : �(r) = �2� "rz = �� @ �z@ r(6.8)avec la condition à la limite �z(r = b) = 0, il vient :�z(r) = a�o� ln br(6.9)On détermine �nalement �o en imposant �z(r = a) = �, soit :�z(r) = � ln r=blna=b(6.10-a) �o = � �a ln b=a(6.10-b)Le déplacement longitudinal moyen de la matrice vaut alors :�m =< �z >= 1� (b2 � a2) Z ba 2�r �z(r) dr(6.11)



1. Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multiphasique général 249Introduisant la fraction volumique �r = a2=b2, on obtient tous calculs faits :�m = � �r ln �r + 1� �r(�r � 1) ln �r(6.12)L'explicitation de (6.2) donne �nalement :cI = 4�b2 � ln�r�r � 1 � 1�(6.13)
1.2.4 InterprétationOn peut remarquer la similitude des expressions (6.6) et (6.13), qui dépendent toutes les deuxdu module de cisaillement de la phase matrice, de la fraction volumique de renforcement etd'une longueur caractéristique de la taille de la cellule de base (s ou b), qui est également ladistance entre deux inclusions voisines.Lorsque cette longueur caractéristique, c'est à dire la taille de la cellule de base, tend vers 0, leparamètre d'interaction cI tend vers l'in�ni. On retrouve alors le modèle multiphasique adhé-rent, puisque le caractère �ni de la densité d'e�orts d'interaction I impose que le déplacementrelatif entre les phases soit nul.On peut donc tirer les deux conclusions suivantes :� Le paramètre d'interaction cI permet de rendre compte d'un e�et d'échelle dans lastructure. A fraction volumique de renforcement constante, cI est d'autant plus grandque la cellule de base est de faible section et permet donc de distinguer le cas � peud'inclusions de forte section � du cas � beaucoup d'inclusions de faible section �.� Le modèle adhérent correspond au cas limite où la taille de la cellule de base tend vers 0,ou de façon équivalente, au cas où l'ouvrage comporte un grand nombre d'inclusions.Le modèle général permet réciproquement de traiter correctement les problèmes pourlesquels le nombre d'inclusions n'est pas si important. En ce sens, le paramètre cI permetde prendre en compte la morphologie de la microstructure de façon plus détaillée que laseule fraction volumique �r.� Comme on l'a vu au chapitre 2, section 4, l'approche par homogénéisation conduit auformalisme du modèle multiphasique adhérent dans le cas où la fraction volumique derenforcement tend vers 0. Ces deux derniers résultats sont parfaitement compatibles sil'on se rappelle que l'homogénéisation correspond également au cas limite où la taillede la cellule de base tend vers zéro. Lorsque cette hypothèse n'est pas respectée, lesrésultats d'homogénéisation ne sont pas pertinents alors que le modèle multiphasiquegénéral reste applicable à condition de choisir correctement la constante cI .



250 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasique1.3 Validation : compression d'un multicouche en déformation plane (de Bu-han et Sudret, 1999d)Pour valider le calcul de cI et les conclusions de la section précédente, on confronte ici l'ap-proche multiphasique générale à un calcul direct aux éléments �nis.On reprend le problème de la compression en déformation plane traité analytiquement auchapitre 3, section 3.1.3.1 Position du problèmeSoit S une éprouvette de forme rectangulaire de hauteur H = 1, de largeur 2L = 1, constituéed'un matériau multicouche. Soit (O ; ex ; ey) le plan de déformation, (O ; ex ; ez) le plan descouches. Compte tenu de la périodicité de la structure, on peut isoler une cellule de basebicouche représentative de l'ensemble de la structure. On appelle N le nombre de telles cellulesconstituant S (�gure 6.4).
ey ex Multicouche(N cellules) Quart de cellule

E2 ; �2inclusion E1 ; �1matriceH = 1 12N
2L = 1

Fig. 6.4: Compression d'un multicouche en déformation plane - Cellule représentativeLe multicouche est soumis à un déplacement vertical � sur sa face supérieure par l'intermédiaired'un plateau lisse. Les propriétés élastiques des deux matériaux constitutifs sont résumées dansle tableau 6.1.1.3.2 Modélisation directe par éléments �nisLa réponse de l'éprouvette peut être entièrement déduite de celle de la cellule de base bicouche.Prenant en compte la double symétrie de celle-ci, on n'en modélise qu'un quart (�gure 6.4).Pour une structure comprenant N cellules, le domaine maillé est donc un rectangle de taille12 � 12N . Il comprend 10 lignes de 80 éléments quadratiques rectangulaires Q9. Le code decalcul utilisé est Castor dans sa version monophasique. Les calculs sont menés pour les



1. Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multiphasique général 251Matrice RenforcementFraction volumique 1� �r = 90% �r = 10%Module d'Young E1 = 10 MPa E2 = 1000 MPaCoe�cient de Poisson �1 = 0; 45 �2 = 0; 3Tab. 6.1: Compression d'un multicouche en déformation plane - Caractéristiques des maté-riaux pour le calcul direct.valeurs N = 4; 8; 16 et 32, ce qui donne pour chaque élément un ratio hauteur/largeur variantde 2 à 1/4.Les conditions aux limites sont explicitées de la façon suivante :� le déplacement horizontal est nul sur l'axe de symétrie vertical (face gauche du maillage),� le déplacement vertical est nul sur l'axe de symétrie horizontal (face inférieure dumaillage),� le déplacement vertical vaut �2N sur la face supérieure du maillage, le déplacementhorizontal étant libre.Le calcul par éléments �nis donne le vecteur des déplacements nodaux ainsi que les défor-mations et contraintes au centre de chaque élément. Pour pouvoir comparer ces résultats àl'approche multiphasique, on procède de la façon suivante (voir �gure 6.5) :� Considérant une ligne de n÷uds verticale située à l'abscisse x, on calcule la moyenne desdéplacements horizontaux dans la matrice et dans l'inclusion, soit mEF(x) et rEF(x).� Considérant une colonne d'éléments rectangulaires dont le centre est situé à l'abscissex, on calcule de même la contrainte �xx moyenne dans chaque phase, qui, pondérée parles fractions volumiques, donne respectivement �m;EF(x) et �r;EF(x).1.3.3 Modélisation multiphasiquePour utiliser la solution analytique développée au chapitre 3, section 3, il est nécessaire d'iden-ti�er les paramètres du modèle multiphasique.On rappelle tout d'abord les formules essentielles de la solution analytique pour le déplacementhorizontal de la phase matrice m(x), de la phase renforcement r(x) et pour la contrainte dansla phase renforcement �r(x). � et � désignant les constantes de Lamé de la phase matrice, ar la



252 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasique

x

rEF(x) =< u >inclusion

mEF(x) =< u >matrice
u(x)

a - Déplacement par phase
�xx

�r;EF(x) = �r �xx

�m;EF(x) = (1� �r) < �xx >matrice

x

b - Contrainte par phaseFig. 6.5: Compression d'un multicouche en déformation plane - Exploitation du calcul directaux éléments �nisraideur de la phase renforcement, cI le paramètre d'interaction, ` une longueur caractéristiquedé�nie par : ` =s ar (�+ 2�)cI (�+ 2�+ ar)(6.14)et $ le paramètre adimensionnel véri�ant :$ = L̀(6.15)on a : m(x) = ��+ 2�+ ar �H �x+ ` ar�+ 2� sinh $x=Lcosh$ �(6.16-a) r(x) = ��+ 2�+ ar �H �x� ` sinh $x=Lcosh$ �(6.16-b) �r(x) = ar ��+ 2�+ ar �H �1� cosh $x=Lcosh$ �(6.16-c)Ces paramètres sont déterminés de la façon suivante :� On choisit pour la phase matrice ceux du matériau constitutif de la matrice, soit Em =E1 = 10 MPa, �m = �1 = 0,45. Les coe�cients de Lamé correspondant valent alors :� = �mEm(1 + �m)(1� 2 �m) = 31; 03 MPa(6.17-a) � = Em2 (1 + �m) = 3; 45 MPa(6.17-b)



1. Prise en compte des e�ets d'échelle par le modèle multiphasique général 253� La raideur de la phase renforcement est obtenue en multipliant le module d'Young dumatériau par la fraction volumique, soit ar = 100 MPa.� La hauteur de la cellule de base vaut ici s = 1=N . D'après (6.6), le paramètre d'inter-action vaut donc cI = 30; 65N2 (MPa).� La longueur caractéristique donnée par (6.14) vaut alors ` = 0; 947 s = 0; 947=N (m).1.3.4 Confrontation des résultatsOn représente sur la �gure 6.6 les courbes de déplacement horizontal et de contrainte dans laphase renforcement. La solution multiphasique est �gurée en trait continu, et on superposeles points de calcul par éléments �nis.
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a - Déplacement horizontal
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1
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�r(x)�r;EF(x)

b - Contrainte dans la phase renforcementFig. 6.6: Compression d'un multicouche en déformation plane - Comparaison des approchesavec l'estimation (6.6) de cI (calcul pour N=16 cellules)Les résultats analytiques de l'approche multiphasique apparaissent en très bon accord avecles calculs par éléments �nis. Les écarts relatifs maximaux par rapport au calcul direct valent4% pour les déplacements et 10% pour la contrainte.On peut remarquer que la courbe de déplacement m(x) a la même allure globale que sonhomologue obtenue par éléments �nis, même si elle s'en écarte légèrement près du bord del'éprouvette. Comme on l'a vu au chapitre 3 (voir �gure 3.9), c'est le paramètre cI qui pilotel'écart entre cette courbe et la droite qui lui est tangente à l'origine.Par ailleurs, notre estimation de cI a été obtenue avec un modèle très simple. Cela nousamène à penser qu'une autre estimation de cI pourrait encore améliorer les résultats du modèlemultiphasique. On propose de caler ce paramètre de sorte que le déplacement horizontal relatifentre les deux phases au bord de l'éprouvette (x = L) soit exactement celui donné par le calcul



254 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiqueaux éléments �nis. D'après (6.16-a,b), cette condition donne l'équation en ` suivante :mEF(L)� rEF(L) = ��+ 2� �H ` tanh L̀(6.18)Cette équation peut être résolue numériquement. Le tableau 6.2 donne les valeurs obtenues enfonction du nombre N de cellules dans la structure, ainsi que l'estimation (6.6) correspondante.Nombre de cellulesN Estimation (6.18)(m) Estimation (6.6)(m) Ecart relatif(%)4 0,2066 0,2368 14,68 0,1028 0,1184 15,116 0,0512 0,0592 15,632 0,0255 0,0296 16,0Tab. 6.2: Compression d'un multicouche en déformation plane - Longueur caractéristiqueL'écart entre les deux estimations est constant quel que soit le nombre de cellules, ce quisigni�e en particulier que l'estimation (6.18) est également proportionnelle à 1=N .On représente sur la �gure 6.7 les courbes de déplacement horizontal pour di�érents N . Lasolution multiphasique, pour laquelle ` est évalué par (6.18) est �gurée en trait continu, et onsuperpose les points de calcul par éléments �nis.Comme on l'avait pressenti, les courbes sont maintenant presque parfaitement superposées.Notre estimation par un modèle simple d'arrachement d'inclusion de la cellule de base considé-rée encastrée sur le bord est donc sans doute perfectible. Les contraintes obtenues par ailleurspar la loi de comportement sont également très proches de celles données par le calcul auxéléments �nis. Il est remarquable en�n de constater que les contraintes déduites du calcul auxéléments �nis véri�ent rigoureusement �m;EF(x) + �r;EF(x) = 0.1.4 ConclusionOn a montré dans cette section que le modèle multiphasique général qui permet des ciné-matiques di�érentes pour chaque phase, rend compte d'e�ets d'échelle dans le comportementd'une structure renforcée. La taille caractéristique de l'hétérogénéité (ici une des dimensionsde la cellule de base) peut être prise en compte par l'intermédiaire du paramètre d'interactioncI , qui dé�nit le couplage entre le mouvement des phases.Par un raisonnement simple d'arrachement d'une inclusion rigide dans une cellule de base,on peut donner une estimation de ce paramètre. Celle-ci a été utilisée pour modéliser la com-pression en déformation plane d'un multicouche, et la comparaison des résultats par rapportà une approche directe est probante.
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d - 32 cellulesFig. 6.7: Compression d'un multicouche en déformation plane - Comparaison des approchesaprès calage du paramètre cI sur le déplacement relatif des phases au bord de l'éprouvettePar ailleurs, sur le même problème, on a montré que de meilleures estimations de cI étaientpossibles, qui conduisent à une solution multiphasique quasiment identique à la solution� exacte �. Le développement de modèles micromécaniques plus élaborés pour calculer cIest donc nécessaire.



256 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasique2 Modèle multiphasique avec �exion (de Buhan et Sudret, 1999a,b)2.1 IntroductionLe modèle multiphasique de matériau renforcé développé au chapitre 2 repose sur l'hypothèseque les inclusions de renforcement sont souples, c'est à dire qu'elles ne supportent que dese�orts de traction-compression.Dans certains ouvrages, cette hypothèse peut ne pas être acceptable. Citons deux exemples :dans un talus en sol cloué, on observe des ruptures d'armatures par e�ort tranchant. Dans lesfondations mixtes, les e�orts latéraux (choc horizontal sur les superstructures, séisme, etc...)sollicitent les renforcements (en l'occurrence des pieux verticaux) en �exion.L'objet de cette section est de présenter une extension du modèle multiphasique prenant encompte la capacité de �exion des inclusions. Comme au chapitre 2, le modèle est construit parla méthode des puissances virtuelles. On reprend les notations de la section 1 dudit chapitre,en les enrichissant au fur et à mesure des besoins.2.2 Equations d'équilibre2.2.1 Description géométriqueSoit S un système mécanique constitué d'un matériau renforcé par inclusions linéaires raides,c'est à dire susceptibles de supporter simultanément des e�orts de traction et de �exion, occu-pant un volume géométrique 
. On suppose que les inclusions sont disposées périodiquement,et orientées parallèlement à une direction unique repérée par le vecteur unitaire er 2.Reprenant la description du chapitre 2, on attache à chaque point matériel x une particule dematrice et une particule de renforcement. On retrouve naturellement les concepts de phase,sous-système monophasique S 0j et sous-système multiphasique S 0 (en l'occurrence biphasique).2.2.2 Mouvements virtuelsDans la théorie classique des poutres, les e�ets de �exion sont liés à l'existence d'une mi-crostructure, la section de la poutre, possédant un degré de liberté en rotation. Pour rendrecompte de la �exion dans la phase renforcement, on introduit ici par analogie les mouvementsvirtuels du milieu sous la forme :Û(x) = nÛm(x) ; Û r(x) ; 
̂r(x)o ; x 2 
(6.19)où Ûm désigne le champ de vitesse virtuelle de la phase matrice, Û r (resp. 
̂r) le champ devitesse (resp. de rotation 3) virtuelle de la phase renforcement (Figure 6.8).2. La généralisation à N directions est abordée ci-après.3. Il n'y a donc pas de confusion possible avec le symbole 
 désignant le volume du système.



2. Modèle multiphasique avec �exion 257
AAAAA
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AAAAA
AAAAAÛm Ûrx

0 er
̂r

particulede matrice particulede renforcementFig. 6.8: Description géométrique du milieu multiphasique avec �exionLes champs sont supposés indépendants, continus et continûment di�érentiables. On noteU l'espace vectoriel des mouvements virtuels Û. Il contient le sous-espace des mouvementsvirtuels rigidi�ant les sous-systèmes monophasiques et multiphasiques.2.2.3 Postulat des expressions des puissances virtuelles2.2.3.1 E�orts intérieurs On fait l'hypothèse que la puissance virtuelle des e�orts in-térieurs s'obtient par intégration d'une densité volumique contenant des termes associés àchacune des phases et de termes d'interaction.La phase matrice est modélisée comme un milieu continu classique, pour lequel on retient laforme (2.16) introduite au chapitre 2 4:p0m(i)(Ûm) = ��Am � Ûm +Bm : grad Ûm�(6.20)Compte tenu de l'orientation privilégiée des inclusions, on postule que la densité de puis-sance virtuelle des e�orts intérieurs dépend linéairement des champs de vitesse et de rotationvirtuelle, ainsi que de leur dérivée le long de la direction de renforcement er :p0r(i)(Û r ; 
̂r) = � Ar � Û r +Xr � dÛ rdsr +Br � 
̂r + �r � d
̂rdsr !(6.21)Exprimant les dérivées selon er en fonction du gradient :d{dsr = grad{ � er(6.22)on peut mettre (6.21) sous la forme :p0r(i)(Û r ; 
̂r) = ��Ar � Û r + (er 
Xr) : grad Û r +Br � 
̂r + (er 
 �r) : grad 
̂r�(6.23)Considérant comme ponctuelle l'interaction résultant de la superposition en chaque point dedeux particules, on introduit la densité de puissance virtuelle associée sous la forme :p0I(i)(Ûm ; Û r ; 
̂r) = ��Im � Ûm + Ir � Û r + Jr � 
̂r�(6.24)4. On omet la dépendance en x pour alléger les notations.



258 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiqueAvec ces notations, la puissance virtuelle des e�orts intérieurs pour un sous-système mono-phasique S 0j ; fj = m; rg s'obtient simplement par intégration de la densité correspondante :P 0(i)(Û) = Z
0 p0j(i)(Û) d
0 ; j = m; r(6.25)Pour un sous-système biphasique, on doit sommer les contributions de chaque phase et del'interaction, soit :P 0(i)(Û) = Z
0 hp0m(i)(Ûm) + p0r(i)(Û r; 
̂r) + p0I(i)(Ûm ; Û r ; 
̂r)i d
0(6.26)2.2.3.2 E�orts extérieurs Pour tout sous-système biphasique S 0j occupant un volumegéométrique 
0, les e�orts extérieurs pris en compte sont :� des forces de volume �j F j correspondant aux actions à distance exercées par l'extérieurdu système (par exemple le poids propre),� des e�orts de surface appliqués sur @
0, correspondant pour chaque phase j aux actionsde contact exercées par les particules situées à l'extérieur de S 0j . On note Tm
0 ; T r
0 lesdensités d'e�orts appliqués aux di�érentes phases, Cr
0 la densité de couple appliqué àla phase renforcement.La puissance virtuelle des e�orts extérieurs s'écrit alors :P 0(e)(Û) = ZV 0 ��m Fm � Ûm + �r F r � Û r� d
0+ Z@
0 �Tm
0 � Ûm + T r
0 � Û r + Cr
0 � 
̂r� dS 0(6.27)
2.2.4 Mise en ÷uvre du principe des puissances virtuelles2.2.4.1 Premier énoncé Pour tout système ou sous-système, la puissance virtuelle dese�orts intérieurs dans tout mouvement virtuel rigidi�ant est nulle :8 Û m.v.r ; 8S 0 � S ; P 0(i)(Û) = 0(6.28)Considérant un sous-système S 0j, et un mouvement virtuel de translation Û = nÛ0 ; 0 ; 0o(resp. Û = n0 ; Û0 ; 0o) , on obtient d'après (6.20),(6.21) :8 Û0 ; 8
0 � 
 ; Z
0 Am � Û0 d
0 = Z
0 Ar � Û0 d
0 = 0(6.29)Il en résulte que : Am = Ar = 0(6.30)



2. Modèle multiphasique avec �exion 259Considérant S 0m et un mouvement virtuel de rotation dé�ni par Û = n
̂0 ^ x ; 0 ; 0o, pourlequel grad Û = 
̂0 est un tenseur antisymétrique du second ordre, on obtient :8 
̂0 antisymétrique; 8
0 � 
 ; Z
0 Bm : 
̂0 d
0 = 0(6.31)Cela prouve que le tenseur Bm est symétrique, nous le rebaptisons �m. La densité de puissancevirtuelle des e�orts intérieurs pour la phase matrice se simpli�e donc en :p0m(i)(Ûm) = ��m : grad Ûm(6.32)Considérant S 0r et un mouvement virtuel rigidi�ant dé�ni par Û = n0 ; 
̂0 ^ x ; 
̂0o, onobtient en reportant (6.23) dans (6.28) :8
0 antisymétrique; 8
0 � 
 ; Z
0 h(er 
Xr) : 
̂0 +Br � 
̂0i d
0 = 0(6.33)Utilisant la propriété suivante du produit mixte :(er 
Xr) : 
̂0 = Xr � 
̂0 � er = Xr � (
̂0 ^ er) = (er ^Xr) � 
̂0(6.34)on obtient �nalement :8 
̂0; 8
0 � 
 ;Z
0 [Br + er ^Xr] � 
̂0 d
0 = 0(6.35)d'où l'identité : Br + er ^Xr = 0(6.36)La densité de puissance virtuelle des e�orts intérieurs pour la phase renforcement s'écrit donccompte tenu de ces simpli�cations :p0r(i)(Û r; 
̂r) = � h(er 
Xr) : �grad Û r � 
̂r�+ (er 
 �r) : grad 
̂ri(6.37)Le couple (Xr ; �r) décrit les e�orts intérieurs dans la phase renforcement. Son interprétationmécanique est donnée ci-après.Considérant en�n un sous-système multiphasique animé d'un mouvement virtuel rigidi�antde la forme Û = nÛ0 + 
̂0 ^ x ; Û0 + 
̂0 ^ x ; 
̂0o, on montre en calculant (6.32) et (6.37),et en les reportant dans (6.26) :P 0(i)(Û) = Z
0 p0I(i)(Ûm ; Û r ; 
̂r) d
0(6.38)En e�et, les termes associés à chaque phase s'annulent compte tenu de ce qui précède. Il vientalors, d'après (6.24) :8 (Û0 ; 
̂0) ; (Im + Ir) � Û0 + (Im + Ir) � (
̂0 ^ x) + Jr � 
̂0 = 0(6.39)



260 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiqueCompte tenu de l'indépendance des champs Û0 et 
̂0, on en déduit :Im + Ir = 0 ; Jr = 0(6.40)Posant Ir = �Im = I, la densité de puissance virtuelle des e�orts intérieurs d'interaction seréduit à : p0I(i)(Û) = �I � (Û r � Ûm)(6.41)Finalement, l'équation (6.26) prend la forme simpli�ée :P 0(i)(Û) = �Z
0 h�m : grad Ûm+ (er 
Xr) : �grad Û r � 
̂r�+ (er 
 �r) : grad 
̂r+I � (Û r � Ûm)i d
0(6.42)
2.2.4.2 Second énoncé En l'absence de forces d'inertie, le principe des puissances vir-tuelles stipule que pour tout sous-système S 0 et tout mouvement virtuel de U , on a l'égalité :P 0(i)(Û) + P 0(e)(Û) = 0(6.43)Reportant (6.27), (6.32), (6.37),(6.41) dans cette équation, il vient :8 Û 2 U ;8
0 � 
 ;� Z
0 h�m :grad Ûm + (er 
Xr) : �grad Û r � 
̂r�+ (er 
 �r) : grad 
̂ri d
0� Z
0 I � (Û r � Ûm) d
0 + Z
0 h�m Fm � Ûm + �r F r � Û ri d
0+ Z@
0 hTm
0 � Ûm + T r
0 � Û r + Cr
0 � 
̂ri dS 0 = 0(6.44)
Les champs dé�nissant le mouvement virtuel Û étant continûment di�érentiables, on peutappliquer l'identité (2.26), puis le théorème de la divergence. L'équation (6.44) se réécrit alorssous la forme :8 Û 2 U ;8
0 � 
 ;Z
0 �div �m + �m Fm + I� � Ûm d
0+ Z
0 [div (Xr 
 er) + �r F r � I] � Û r d
0+ Z
0 [div (�r 
 er) + er ^Xr] � 
̂r d
0+ Z@
0 n�Tm
0 � �m � n� � Ûm + [T r
0 � (Xr 
 er) � n] � Û r+ [Cr
0 � (�r 
 er) � n] � 
̂ro d
0 = 0
(6.45)
où n désigne la normale extérieure à @
0 au point courant.



2. Modèle multiphasique avec �exion 261Utilisant un argument classique (voir chapitre 2, page 52), on déduit successivement les équa-tions d'équilibre du modèle multiphasique avec �exion :div �m + �m Fm + I = 0(6.46-a) div (Xr 
 er) + �r F r � I = 0(6.46-b) div (�r 
 er) + er ^Xr = 0(6.46-c)et les conditions aux limites : �m � n = Tm
0 = Tm(n)(6.47-a) Xr � (er � n) = T r
0 = T r(n)(6.47-b) �r � (er � n) = Cr
0 = Cr(n)(6.47-c)2.2.5 Interprétation mécanique - lien avec l'échelle microscopiqueL'équation (6.46-a) décrit l'équilibre de la phase matrice. Elle s'apparente à celle obtenuepour un milieu continu de Cauchy. Le tenseur �m désigne les contraintes partielles dans laphase matrice. Le vecteur contrainte appliqué sur la frontière @
0 est donné classiquementpar (6.47-a) et ne dépend que de la normale au point considéré et pas du sous-système.Comme dans le modèle multiphasique sans �exion, les e�orts d'interaction apparaissent dansl'équilibre sous la forme de forces volumiques, traduisant l'action de la phase renforcementsur la phase matrice. dS dR = Xr d�dM = �r d�n er
dS0

Fig. 6.9: Interprétation des e�orts intérieurs dans la phase renforcement - modèle multipha-sique avec �exionLes e�orts intérieurs dans la phase renforcement sont décrits par le couple (Xr ; �r). Pourcomprendre la signi�cation de ces variables, on calcule la résultante des e�orts sur une facette



262 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiquedS de normale n (Figure 6.9) : dR = T r dS = Xr(er � n) dS(6.48-a) dM = Cr dS = �r(er � n) dS(6.48-b)Introduisant la projection de dS sur un plan perpendiculaire à la direction de renforcementdS0 = (n � er) dS, il vient : Xr = dRdS0 ; Cr = dMdS0(6.49)Xr et �r s'interprètent donc comme les densités de résultante d'e�orts et de moment par unitéde surface perpendiculaire à er. Ces quantités sont les homologues des concepts de résultanteet moment �échissant dans une section introduits dans la théorie des poutres (Bamberger,1999).La forme des équations (6.46-b)-(6.46-c) montre que la phase renforcement est modéliséecomme un milieu micropolaire de Cosserat (voir Cosserat, E. et F. (1909), ou Salençon (1996a,pages 229-232) pour une présentation par les puissances virtuelles). Dans ce cadre, on identi�ele tenseur des contraintes partielles �r = Xr 
 er (non symétrique) et le tenseur des couples-contraintes hr = �r 
 er. On montre que le vecteur associé à la partie antisymétrique de �rest 12 Xr ^ er.2.3 Loi de comportement élastiquePour pouvoir résoudre des problèmes aux limites sur des milieux multiphasiques avec �exion, ilest nécessaire d'introduire des lois de comportement. On les explicite maintenant en reprenantle cadre de la thermodynamique utilisé au chapitre 2, section 2.2.3.1 Variables de déformationSe plaçant dans l'hypothèse des petites perturbations (H.P.P), on peut écrire les équationsconstitutives sur la géométrie initiale du système. Soient �m le champ de déplacement de laphase matrice, (�r ; !r) les champs de déplacement et de rotation de la phase renforcement.Dans le cadre H.P.P, les variables de déformation pertinentes sont celles qui apparaissent endualité des e�orts intérieurs, dans l'expression du travail de déformation du système dans sonmouvement réel. Observant l'équation (6.42), on en déduit :� pour la phase matrice, le tenseur des déformations linéarisé :"m = 12 �grad �m + tgrad �m�(6.50)



2. Modèle multiphasique avec �exion 263� pour la phase renforcement, les variables :�grad �r � !r� et grad!r(6.51)où !r est le tenseur antisymétrique associé à !r.� pour l'interaction le vecteur déplacement relatif :�r = �r � �m(6.52)2.3.2 Comportement élastiqueReprenant les résultats du paragraphe 2.3.1 du chapitre 2, on rappelle l'inégalité de Clausius-Duhem reliant la puissance de déformation d'un système et son énergie libre :P 0d�ef � Z
0 _	 d
0 � 0(6.53)On suppose que la densité d'énergie libre se décompose additivement en une contribution dechaque phase et un terme d'interaction :	 =  m("m) +  I(�r � �m) +  r(grad �r � !r; grad!r)(6.54)Par ailleurs, la puissance de déformation s'obtient, au signe près, en substituant les vitessesréelles ( _�m ; _�r ; _!r) aux vitesses virtuelles dans l'expression (6.42) :P 0d�ef( _�m; _�r; _!r) = Z
0(�m : _"m) dV 0 + Z
0 I � ( _�r � _�m) d
0+ Z
0 h(er 
Xr) : (grad _�r � _!r) + (er 
 �r) : grad _!ri d
0(6.55)Reportant (6.54) et (6.55) dans (6.53), on obtient la forme locale de l'inégalité de Clausius-Duhem (positivité de la dissipation intrinsèque volumique) :8 � _"m ; _�r � _�m ; grad _�r � _!r ; grad _!r� ; �m � @ m@"m ! : _"m +�I � @ I@(�r � �m)� � ( _�r � _�m)+ er 
Xr � @ r@ (grad �r � !r)! : �grad _�r � _!r�+ er 
 �r � @ r@ grad!r! : grad _!r � 0(6.56)
Le comportement élastique du milieu correspond à l'hypothèse de nullité de la dissipationvolumique précédente pour toute évolution. Compte tenu de l'indépendance des champs devitesse, cela revient à annuler chaque cofacteur dans (6.56). On déduit alors successivementles lois de comportement suivantes :



264 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiquePhase matrice Supposant pour simpli�er que l'élasticité de la phase est linéaire isotherme,on adopte une expression quadratique pour  m. Il vient : m("m) = 12 "m : Cm : "m(6.57)d'où, d'après (6.56) : �m = @ m@"m = Cm : "m(6.58)Cm est le tenseur des modules élastiques de la phase matrice.Phase renforcement Pour poursuivre le raisonnement, on se limite désormais au cas dela déformation plane. On se donne un repère orthonormé (O ; ex ; ey ; ez) tel que (Ox) soitparallèle à la direction de renforcement (er � ex), et que (Oxy) soit le plan de déformation(Figure 6.10). On peut alors adopter pour les variables de déplacement les notations suivantes :�r = �rx(x; y) ex + �ry(x; y) ey(6.59-a) !r = !r(x; y) ez(6.59-b)et pour les e�orts : Xr = N r(x; y) ex + V r(x; y) ey(6.60-a) �r = M r(x; y) ez(6.60-b)
Nr MrV r�r!rey exFig. 6.10: Phase renforcement en déformation plane dans le plan (O xy)Reprenant la terminologie classique de la théorie des poutres, (N r ; V r ; M r) représententrespectivement pour la phase renforcement les densités d'e�ort normal, d'e�ort tranchant etde moment �échissant par unité de surface transverse à la direction de renforcement.



2. Modèle multiphasique avec �exion 265Ces notations permettent de simpli�er la forme des expressions intervenant dans (6.56). Ona ainsi : (er 
Xr) : (grad _�r � _!r) = Xr � (grad _�r � _!r) � ex= �N r ex + V r ey� � � @@x ( _�rx ex + _�ry ey)� _!r ez ^ ex�= N r @ _�rx@x|{z}_"r +V r (@ _�ry@x � _!r)| {z }_�r(6.61)
et : (er 
 �r) : grad _!r =M r ez � @ _!r@x ez =M r @ _!r@x|{z}_�r(6.62)ce qui montre que les variables de déformation bidimensionnelles pertinentes pour la phaserenforcement sont ( _"r ; _�r ; _�r).De façon à être cohérent avec ce qui précède, on adopte pour la densité d'énergie libre uneexpression quadratique de ces variables : r("r; �r; �r) = 12 ��r("r)2 + �r(�r)2 + 
r(�r)2�(6.63)On en déduit les lois de comportement suivantes :N r = @ r@"r = �r"r(6.64-a) V r = @ r@�r = �r�r(6.64-b) M r = @ r@�r = 
r�r(6.64-c)Introduisant ces relations dans (6.63), on obtient la densité d'énergie complémentaire expriméeen fonction des e�orts :~ r(N r; V r;M r) = 12 �(N r)2�r + (V r)2�r + (M r)2
r �(6.65)Se rattachant à la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli, on suppose dorénavant que la contri-bution de l'e�ort tranchant est négligeable, ce qui s'écrit :@ ~ r@V r = 0(6.66)Cette égalité implique les relations cinématiques :�r = V r�r = 0 ) !r = @�ry@x(6.67)et : �r = @!r@x = @2 �ry@x2(6.68)



266 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiqueOn retouve dans (6.68) l'homologue continu tridimensionnel de la condition de Navier-Ber-noulli classiquement introduite dans la théorie des poutres. Finalement, les variables de dé-formation pertinentes pour la phase renforcement sous l'hypothèse (6.66) sont la déformationaxiale "r et la courbure �r donnée par (6.68).Interaction Choisissant une forme quadratique pour la densité d'énergie libre : I(�r � �m) = 12 (�r � �m) � CI � (�r � �m)(6.69)on retrouve la même loi d'interaction que celle introduite au chapitre 2 :I = @ I@(�r � �m) = CI � (�r � �m)(6.70)Par contre, on ne particularise pas ici cI à un tenseur uniaxial, puisque la prise en compte dese�ets de �exion peut conduire à des déplacements relatifs entre phases de direction quelconque,et non plus parallèles à er.2.3.3 Récapitulatif et généralisationDans le cadre restreint de la déformation plane, on a développé un modèle multiphasique pourles matériaux renforcés unidirectionnellement par des inclusions raides. La phase renforcementpeut s'interpréter comme la dilution de poutres d'Euler-Bernoulli en un continuum, qui est parconséquent un milieu de Cosserat. Les e�orts intérieurs pertinents dans cette phase sont desdensités d'e�ort normal, tranchant et de moment �échissant par unité de surface transverseà la direction de renforcement.Le modèle multiphasique général permet de prendre en compte une cinématique distinctepour chaque phase. Le couplage est introduit par les e�orts d'interaction.Comme au chapitre 2, on peut introduire une hypothèse d'adhérence parfaite en imposantl'égalité des champs de déplacement dans les deux phases. Le milieu biphasique est alors uncas particulier de continuum de Cosserat orienté, dont les équations d'équilibre global sont :div (�m +Xr 
 er) + �F = 0div (�r 
 er) + er ^Xr = 0(6.71)Le tenseur non symétrique � = �m + Xr 
 er est le tenseur des contraintes totales, tandisque hr = �r 
 er est celui des couples-contraintes.La généralisation au cas tridimensionnel nécessiterait l'introduction de toutes les composantesd'e�ort tranchant et de moment �échissant telles qu'elles interviennent dans la théorie despoutres dans R3 . On peut également imaginer de s'a�ranchir de l'hypothèse (6.66) si lese�ets de cisaillement sont non négligeables. On obtient alors pour la phase renforcement unemodélisation de type � poutre de Timoshenko �.



2. Modèle multiphasique avec �exion 267La généralisation à N directions de renforcement conduit à N équations d'équilibre distinctesde type (6.46-b)-(6.46-c), ainsi qu'aux conditions aux limites correspondantes.En�n, on s'est limité ici à un comportement élastique pour chaque phase. Il est bien sûr pos-sible de formuler également un comportement élasto-plastique. Pour les phases renforcement,on pourra utiliser un critère de plasticité portant sur les e�orts généralisés (M r ; N r ; V r)(Halphen et Salençon, 1987, Chap .1).Pour résumer, le cadre théorique de la modélisation multiphasique permet de développer unensemble de modèles, dont le plus général est celui présenté dans cette section. Pour chaqueproblème, il conviendra de déterminer les points-clé : adhérence parfaite entre les phases ounon, prise en compte ou non de la �exion, sollicitations bi- ou tridimensionnelles pour lesinclusions, poutres de Timoshenko ou d'Euler-Bernoulli.Pour montrer la mise en ÷uvre du modèle multiphasique avec �exion, on traite maintenant,dans le cadre de l'adhérence parfaite, l'exemple académique du cisaillement d'un milieu mul-ticouche renforcé en déformation plane.2.4 Exemple d'application2.4.1 Position du problèmeSoit S une bande constituée d'un matériau homogène renforcé par un réseau de poutresorientées parallèlement à ex, sollicitée en déformation plane dans le plan (O xy). La bande estsupposée in�nie le long de (O y) et de largeur L le long de (Ox) (Figure 6.11). On supposel'adhérence parfaite entre les poutres et la matrice.

AA
AA
AA
AA
AA
AA f(x)

L
f(L) = �f(0) = 0 !r(L) = 0!r(0) = 0
AA
AA
AA
AA
AA
AA

ey exFig. 6.11: Cisaillement d'une bande in�nie renforcée en déformation planeLe chargement et les conditions aux limites suivants sont appliqués :� Il n'y a pas de forces de volume, i.e Fm = F r = 0.



268 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasique� Les deux phases sont encastrées dans le plan (Oxz) soit :�m(x = 0; y; z) = �r(x = 0; y; z) = 0 ; !r(x = 0; y; z) = 0(6.72)� On impose dans le plan (x = L) un déplacement vertical de la forme :�m(x = L; y; z) = �r(x = L; y; z) = � ey(6.73)et une rotation nulle : !r(x = L; y; z) = 0(6.74)La phase matrice est supposée constituée d'un matériau élastique homogène isotrope (constan-tes de Lamé � et �), de sorte que sa loi de comportement s'écrit :�m = � tr "m 1+ 2� "m(6.75)D'après (6.64), le comportement de la phase renforcement s'écrit :N r = �"r = �@�rx@x(6.76-a) M r = 
 �r = 
 @2�ry@x2(6.76-b)Dans cette équation, � et 
 désignent respectivement la raideur axiale et la raideur �exionnellepar unité de surface transverse. Si les caractéristiques élastiques de chaque poutre du réseausont leur module d'Young E, leur section A et leur inertie I autour de l'axe (O z), et siAVER désigne la section d'un volume élémentaire représentatif dans la direction transverse àla direction de renforcement, on a simplement :� = EA=AVER(6.77-a) 
 = EI=AVER(6.77-b)Ayant supposé l'adhérence parfaite entre les phases (�m = �r), on n'a pas besoin d'introduirede comportement d'interaction.2.4.2 Solution en déplacementCompte tenu des données du problème, on cherche une solution en déplacement de la forme :�m = �r = f(x) ey ; !r = !r ez = f 0(x) ez(6.78)Les conditions aux limites (6.72)-(6.74) donnent :f(0) = 0 ; f(L) = � ; f 0(0) = 0 ; f 0(L) = 0(6.79)



2. Modèle multiphasique avec �exion 269D'après (6.75)-(6.76), les e�orts intérieurs dans chaque phase s'écrivent :�m = 2� "m = �f 0(x)(ex 
 ey + ey 
 ex)(6.80-a) N r = � @�rx@x = 0(6.80-b) M r = 
 @2�ry@x2 = 
 f 00(x)(6.80-c)Reportant ces expressions dans les équations d'équilibre du milieu adhérent (6.71), il vient :�f 00(x) + V r0(x) = 0(6.81-a) M r0(x) + V r = 0(6.81-b)soit, en dérivant (6.81-b), en soustrayant membre à membre puis en reportant (6.80-c) :
 f IV (x)� �f 00(x) = 0(6.82)Introduisant la longueur caractéristique : ` =r
�(6.83)on peut écrire la solution générale de (6.82) sous la forme :f(x) = A sinh( x̀ ) +B cosh( x̀) + C x̀ +D(6.84)Les quatre constantes d'intégration se calculent à partir des quatre conditions aux limitescinématiques (6.79). Introduisant alors le paramètre adimensionnel :$ = L̀ =s�L2
(6.85)qui rend compte de l'in�uence relative du module de cisaillement de la phase matrice et de laraideur �exionnelle de la phase renforcement, on obtient tous calculs faits :f(x) = � sinh$2 (cosh($)� 1)�$ sinh$ �sinh($xL )�$xL + 1� cosh$sinh$ hcosh($xL )� 1i�(6.86)
On représente sur la �gure 6.12 les courbes de déplacement normalisé f(x)=� en fonction del'abscisse normalisée x=L pour di�érentes valeurs de $. On peut mettre en évidence deux casparticuliers :� La limite $ ! 1 correspond au cas où il n'y a pas de renforcement (
 = 0). Onretrouve un pro�l de déplacement linéaire f(x) = � x=L, qui est la solution du problèmede cisaillement d'une bande élastique homogène isotrope. C'est également la solutionque donnerait le modèle multiphasique adhérent sans �exion.
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Fig. 6.12: Cisaillement d'une bande in�nie renforcée - Déformée analytique (modèle multi-phasique)� Au contraire, la limite $ ! 0 correspond au cas où le module de cisaillement de la phasematrice joue un rôle négligeable. Dans ce cas, l'équation (6.82) se réduit à f IV (x) = 0,et la solution est : f(x) = � �3� xL�2 � 2� xL�3�(6.87)Comme on pouvait s'y attendre, cette expression est identique à celle de la déforméed'une poutre élastique bi-encastrée soumise à un déplacement d'extrémité vertical �.2.4.3 Réaction du support et module de cisaillement apparentA partir de la solution (6.86), on peut calculer les e�orts dans chaque phase dans le planx = L. D'après (6.79) et (6.80-a), le cisaillement dans la phase matrice est nul. Dans la phaserenforcement, la densité d'e�ort tranchant vaut :V r(x = L) = �
 f 000(x = L) = � �L $$ � 2 tanh$=2(6.88)On dé�nit ainsi naturellement un module de cisaillement apparent �� pour le matériau ren-forcé, qui véri�e : ��=� = $$ � 2 tanh$=2(6.89)On représente ce module apparent en fonction de � = 
�L2 = 1=$2 sur la �gure 6.13.La valeur � = 0 correspond au cas non renforcé, ou au cas où les inclusions n'ont pas derigidité en �exion, et l'on retrouve alors �� = �. Pour des valeurs non nulles de �, la rigidité
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Fig. 6.13: Module de cisaillement apparent (modèle multiphasique)des inclusions donne un module de cisaillement apparent qui peut être nettement supérieur àcelui de la matrice seule.2.5 Validation du modèle adhérent avec �exionDe la même façon qu'à la section 1, on se propose d'évaluer la pertinence du modèle encomparant les résultats précédents à ceux donnés par un calcul direct aux éléments �nis.2.5.1 Modélisation directe par éléments �nisPour pouvoir faire un calcul numérique en déformation plane, on s'intéresse à une variante duproblème précédent, dans laquelle les renforcements sont des plaques d'épaisseur t disposéespériodiquement dans la matrice. On note s la distance entre deux plaques successives (voir�gure 6.14). La fraction volumique de renforcement vaut donc �r = t=s.Les caractéristiques élastiques des constituants sont résumées dans le tableau 6.3.Du fait de la périodicité de la structure, on ne maille qu'une cellule représentative (longueurL = 0; 2 m, hauteur s = 0; 1 m). Le calcul est e�ectué avec le logiciel Castem 2000. Lemaillage utilisé est donné sur la �gure 6.15. Il est composé de 5001 n÷uds et 1600 élémentsquadratiques Q8 ( Les deux lignes supérieures d'éléments correspondent à la plaque de ren-forcement, les suivantes à la matrice).Les conditions aux limites en déplacement (6.79) sont imposées de la façon suivante :� La composante horizontale est nulle sur les côtés gauche et droit du maillage.
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inclusionmatrice
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AAA �2 ; �2�1 ; �1

L ts
ey exFig. 6.14: Cisaillement d'une bande in�nie renforcée - Schéma du renforcement par plaquesMatrice RenforcementFraction volumique 1� �r = 95% �r = 5%Module de cisaillement �1 = 1 à 50 000 MPa �2 = 76 923 MPa aCoe�cient de Poisson �1 = 0; 49 �2 = 0; 3Tab. 6.3: Cisaillement d'une bande in�nie - Caractéristiques des matériaux pour le calculdirect.aCette valeur correspond à un module d'Young E2 = 200 000 MPa.� La composante verticale est nulle à gauche et vaut � à droite.� Les conditions de périodicité sont prises en compte en imposant l'égalité des dépla-cements des n÷uds de même abscisse situés sur les faces inférieure et supérieure dumaillage 5.Pour chaque simulation, on calcule la somme des réactions verticales sur le côté droit dumodèle, soit V rEF. On en déduit le module de cisaillement équivalent :��EF = V rEF�=L(6.90)2.5.2 Modélisation multiphasiquePour appliquer les résultats de la section 2.4, il faut identi�er la densité de raideur �exionnellepour le renforcement par plaques. Dans le cas bidimensionnel qui nous préoccupe, on l'obtient5. Cette fonctionnalité n'est pas implémentée dans Castor, ce qui explique l'utilisation de Castem 2000.
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Fig. 6.15: Cisaillement d'une bande in�nie - Maillageen divisant le module de �exion d'une plaque par la hauteur de la cellule de base, soit :
 = E2 t312 (1 � �22) s(6.91)Avec E2 = 2�2(1 + �2), il vient : 
 = �2 t36 (1 � �2) s(6.92)Compte tenu de la faible proportion volumique de renforcement, on identi�e les propriétésde la phase matrice avec celles de son constituant, soit � = �1. On en déduit �nalement leparamètre adimensionnel du problème :� = 1$2 = 
�L2 = �r6 (1� �2) ��2�1�� tL�2(6.93)2.5.3 Comparaisons des approchesOn a représenté sur la �gure 6.16 la déformée de la bande f(x)=� en fonction de l'abscissenormalisée x=L pour les deux approches. Les courbes sont quasiment superposées, l'écartrelatif étant inférieur à 10�3.Le module de cisaillement équivalent de la bande (rapporté à �1) est représenté sur la �-gure 6.17 en fonction du rapport des modules de cisaillement des constituants �2=�1. L'accordentre le calcul � exact � par éléments �nis et le modèle multiphasique est également excellent.Il est intéressant de confronter ces résultats à une approche classique par homogénéisationd'un multicouche. On peut montrer dans ce cadre que le module de cisaillement homogénéiséest donné par : 1�hom =< 1� >= 1� �r�1 + �r�2(6.94)
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Fig. 6.16: Cisaillement d'une bande in�nie renforcée - Déforméesoit encore : �hom�1 = �2=�1�r + (1� �r)�2=�1(6.95)Cette expression est également représentée sur la �gure 6.17. Il apparaît que pour de fortscontrastes de propriétés, et pour la géométrie considérée, l'homogénéisation donne un résultattrès éloigné de l'approche directe. Un zoom de la courbe précédente pour les faibles ratios�2=�1 est donné sur la �gure 6.18. On remarque qu'à la limite �2=�1 ! 1, l'homogénéisationdonne un résultat correct.2.5.4 InterprétationDe façon plus générale, c'est le paramètre adimensionnel � donné par (6.93) qui conditionnela solution du problème. A fraction volumique de renforcement constante, ce paramètre faitintervenir à la fois le rapport des modules de cisaillement et un facteur d'échelle � = � tL�2qui caractérise précisément la taille de la cellule de base par rapport à celle de la structure.Aux faibles valeurs de � (propriétés mécaniques peu contrastées ou grand nombre de cellulesde base dans la structure), les résultats de l'homogénéisation sont très proches des résul-tats obtenus par le calcul aux éléments �nis. Par contre, dans le cas contraire, les résultatsd'homogénéisation ne sont pas pertinents. Cette conclusion ne doit pas surprendre. En e�et,les théorèmes de l'homogénéisation (Sanchez-Palencia, 1980; Suquet, 1982) montrent l'iden-tité du comportement d'un milieu à structure périodique et du milieu équivalent déduit del'homogénéisation uniquement dans la limite où le facteur d'échelle � tend vers 0.
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Fig. 6.17: Cisaillement d'une bande in�nie renforcée - Module de cisaillement équivalent
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Fig. 6.18: Cisaillement d'une bande in�nie - Module de cisaillement équivalent (Zoom auxfaibles valeurs de �2=�1)Pour résumer, le modèle multiphasique avec �exion permet d'obtenir des résultats analytiques



276 Chapitre 6. Extensions du modèle multiphasiquepour les matériaux renforcés par inclusions hors de portée de l'homogénéisation classique.Ce modèle est valable notamment dans le cas où les propriétés des constituants sont trèscontrastées, ce qui est bien sûr toujours le cas dans les applications géotechniques qui nousintéressent.Par ailleurs, le modèle rend compte de façon intrinsèque d'un e�et d'échelle puisqu'une lon-gueur caractéristique ` (Eq.(6.83)) apparaît naturellement dans sa formulation.Remarque Des modèles d'homogénéisation de milieux strati�és (roches fracturées) en termede continuum équivalent de Cosserat ont été proposés par Dai et al. (1993); Mühlhaus (1995)et Adhikary et Dyskin (1997). Des résultats numériques similaires à ceux obtenus dans cettesection sont donnés par Forest et Sab (1998) pour une poutre multicouche encastrée en �exion.



3. Conclusion 2773 ConclusionDeux aspects de la modélisation multiphasique ont été abordés dans ce chapitre.� On a montré tout d'abord que le modèle général sans �exion permet de rendre compted'e�ets d'échelle par l'introduction d'un paramètre de couplage entre les phases.� On a ensuite développé un modèle tenant compte de la capacité de �exion des inclusions.Dans les deux cas, la comparaison avec une approche directe par éléments �nis s'est avéréeconcluante, alors que l'approche classique par homogénéisation des milieux périodiques estmise en défaut.Pour la compression d'un bloc en déformation plane, celle-ci ne rend pas compte des e�etsde bord, puisqu'un seul champ de déplacement macroscopique est accessible. A contrario, lesdeux champs de déplacement du modèle biphasique permettent de retrouver parfaitement lesrésultats d'un calcul direct.Pour le cisaillement d'une bande in�nie, c'est le contraste des propriétés des matériaux etla taille de la cellule de base qui pilotent l'écart entre la solution réelle et l'approche parhomogénéisation.Ces deux exemples caractéristiques n'o�rent qu'un petit aperçu de la richesse de l'approchemultiphasique, déclinable en de nombreuses variantes. Il convient maintenant d'approfondirleur étude, en introduisant un comportement d'interaction non linéaire et en appliquant lemodèle général avec �exion.





Chapitre 7
Conclusions et perspectives
Récapitulatif des travaux présentésLa description des techniques de renforcement par inclusions utilisées dans le domaine de lagéotechnique nous a conduit à proposer une approche de type � matériau équivalent � pourle calcul en déplacement des ouvrages. Nous avons ainsi développé à l'échelle macroscopiqueun modèle multiphasique de matériau renforcé. Certains paramètres et variables apparaissantdans le modèle sont reliées à une description mécanique à l'échelle microscopique par unraisonnement d'homogénéisation.Les équations d'équilibre du modèle sont obtenues par la méthode des puissances virtuelles,tandis que les lois de comportement sont formulées dans un cadre thermodynamique. L'en-semble permet de poser et résoudre des problèmes aux limites dans un cadre approprié.Le modèle a été implémenté dans un nouveau code aux éléments �nis Castor, spécialementconçu pour tenir compte du caractère multiphasique de la formulation. Di�érents exemplesnumériques ont été traités, qui valident l'implémentation du code d'une part, la pertinencedu modèle multiphasique pour les problèmes de géotechnique d'autre part.Points-clé du modèle multiphasiqueTout au long du présent mémoire, nous avons fait ressortir les avantages du modèle multipha-sique sur d'autres approches. Résumons-les brièvement.� Le modèle multiphasique est construit de façon rigoureuse, et permet de bien poser desproblèmes de mécanique et de les résoudre sans avoir à introduire à aucun momentd'hypothèses ad hoc.� Les paramètres constitutifs du modèle ont une signi�cation mécanique claire. Pour les



280 Chapitre 7. Conclusions et perspectivesproblèmes de géotechnique pour lesquels la fraction volumique des inclusions est faible,ils découlent directement du comportement de chaque constituant pris séparément.� Le modèle donne lieu à une implémentation aisée dans un code de calcul aux éléments�nis. Bien que la formulation soit macroscopique, le caractère multiphasique permet untraitement par phase de la plasticité. L'ensemble est ainsi beaucoup plus maniable queles techniques d'homogénéisation périodique qui nécessitent des aller-retours entre leséchelles de description microscopique (cellule de base) et macroscopique (ouvrage) pourobtenir l'état mécanique du système en tout point.� Pour l'utilisateur du code de calcul, le travail de préparation des données est consi-dérablement allégé, puisque seules les zones renforcées ou non doivent être mailléesséparément (à l'opposé d'une approche directe, dans laquelle les inclusions et le massifenvironnant sont discrétisés séparément). Le post-traitement permet ensuite d'obtenirles mêmes informations qu'une approche directe.� Les versions enrichies du modèle permettent de prendre en compte des e�ets hors deportée de l'homogénéisation classique. Ainsi, le modèle général à plusieurs champs de dé-placement rend compte d'e�ets de bord par l'intermédiaire d'un paramètre d'interactionque l'on évalue simplement à partir des caractéristiques mécaniques des constituants etde la géométrie de la cellule de base. Par ailleurs, la prise en compte d'e�ets de �exiondans les inclusions est possible. Ces e�ets peuvent être importants lorsque la taille dela cellule de base n'est pas petite devant celle de l'ouvrage.Développements théoriques et numériquesDi�érents modèles ont été développés et appliqués tout au long de ce mémoire, qui ne sont�nalement que des cas particuliers du modèle général avec �exion présenté au chapitre 6,section 2. Selon la nature du problème à traiter, on a supposé ou non l'adhérence parfaiteentre les phases, la présence ou l'absence d'e�orts de �exion. Cependant, le modèle le plusgénéral n'a donné lieu jusqu'ici à aucune application analytique complète.Au travers de ce type de calcul, il conviendra de préciser le couplage entre les e�ets de �exionet les e�ets d'échelle modélisés par l'interaction entre phases. Dans le même ordre d'idées,l'exploitation du comportement non linéaire de l'interaction entre phases doit être étudié,notamment vis à vis de la prise en compte de glissements et décollements irréversibles à l'in-terface matrice/inclusion à l'échelle microscopique. A ce titre, l'analyse d'essais d'arrachementd'inclusions (pieux ou boulons) e�ectués en laboratoire (voir par exemple Hyett et al. (1996))ou sur chantier devrait être pro�table.Le modèle général sans �exion a été implémenté numériquement par Bennis (1999), et validésur les solutions analytiques disponibles dans le présent mémoire. Il convient maintenant degénéraliser ce code pour traiter des problèmes mixtes dans lesquels se côtoient zones renforcées



281et zones non renforcées et de le tester sur des problèmes de référence disponibles dans lalittérature. Le calcul du tassement d'un radier supporté par un petit nombre de pieux, qui a faitl'objet de modélisations par éléments de frontière (Butter�eld et Banerjee, 1971; Kuwabara,1989) devrait permettre de valider à la fois le calcul du paramètre d'interaction pour la priseen compte des e�ets d'échelle (voir chapitre 6, section 1) et l'implémentation.En�n, l'implémentation dumodèle général avec �exion reste à faire. Elle nécessite le traitementnumérique des milieux de Cosserat, qui dans le domaine élasto-plastique, est encore peu abordédans la littérature.Pour revenir au modèle adhérent sans �exion, les fonctionnalités du code Castor doiventêtre étendues, principalement par l'introduction de lois de comportement non linéaires pluscomplexes (modèles CamClay et de type cap-cone pour la phase matrice, écrouissage desphases renforcement). A terme, le modèle multiphasique devrait bien sûr être intégré à uncode permettant de traiter des problèmes tridimensionnels, notamment les radiers de pieuxde forme quelconque et les tunnels boulonnés peu profonds, dont l'analyse par Castor estactuellement impossible.Domaines d'applications futursOn a traité principalement dans ce mémoire les problèmes de tunnels boulonnés, groupes etradiers de pieux et réseaux de micropieux. Dans les deux premiers cas, le modèle multiphasiqueadhérent a permis de retrouver à moindre coût des résultats obtenus de façon fastidieuse pard'autres approches. La généralité du modèle permet par ailleurs de traiter sans di�cultéssupplémentaires des comportements non linéaires complexes. La rapidité d'exécution du codede calcul permet des études paramétriques faciles de ce type de fondations. Le calcul endéplacement peut dorénavant faire partie de la phase de conception et non plus seulementd'une véri�cation exceptionnelle a posteriori de l'ouvrage. Dans le troisième, le modèle aconduit à des résultats originaux inaccessibles aux techniques classiques de calcul.Le calcul en déplacement des remblais en terre armée et des talus en sol cloué n'a volon-tairement pas été abordé dans ce mémoire. Les travaux de Lenz (1998) visant à reproduirenumériquement avec Castor des essais modèle réduit de poinçonnement de massif renforcépar des bandes d'aluminium (Samtani et Sonpal, 1989) ou par des géogrilles en �bres de verre(Takemura et al., 1992) n'ont pas été complètement concluants. Les essais étant mal docu-mentés, certains paramètres ont dû être déterminés par une analyse à rebours des courbesexpérimentales, ce qui limite la portée de la validation du modèle.Par ailleurs, pour des ouvrages réels de ce type, le phasage des travaux est déterminant visà vis de la réponse �nale. Comme on l'a vu dans le premier chapitre, section 2, un seul litd'armatures ou de clous est mis en ÷uvre au cours d'une phase de réalisation. Il apparaîtintuitivement nécessaire de prendre en compte les e�ets d'échelles et de bord au travers du



282 Chapitre 7. Conclusions et perspectivesmodèle général. Ces deux exemples pourront être utilisés pour tester et valider l'implémenta-tion numérique du modèle général sans �exion.Le calcul des groupes ou radiers de pieux sous sollicitation latérale n'a pas non plus été abordé,car il nécessite manifestement la prise en compte des e�orts de �exion dans les inclusions. Lalittérature abondante sur ce sujet devrait permettre d'évaluer facilement la pertinence dumodèle avec �exion, une fois celui-ci implémenté dans le code de calcul.La modélisation du boulonnage des tunnels pourra être enrichie par la prise en compte de lafracturation du massif. Des travaux récents (Bekaert et Maghous, 1996; de Buhan et Maghous,1997; Maghous et al., 1998) basés sur l'homogénéisation devraient pouvoir être couplés à termeà l'approche multiphasique.En dehors du domaine de la géotechnique, l'approche multiphasique nous paraît adaptée à lamodélisation du béton armé, notamment pour le calcul des voiles et des radiers, dans lesquelsles armatures en très grand nombre sont disposées en général en grillage régulier. Pour aborderce type d'applications, il su�t d'introduire dans le code Castor un comportement élasto-plastique adéquat pour le matériau béton (par un exemple un critère de type Willam-Warnke),et éventuellement de modi�er l'algorithme de résolution en plasticité pour tenir compte desconditions de contrainte plane (Aouameur-Mesbah, 1998). Là encore, de nombreux essais depoutres en �exion ou de dalles cisaillées dans leur plan devraient permettre de valider lemodèle (voir par exemple Maier et Thürlimann (1985)).Signalons au passage un autre axe de développement de l'approche multiphasique, adapté àla modélisation des bétons de �bres. Dans ce matériau, qui fait l'objet de recherches intensivesdepuis quelques années, des �bres courtes sont distribuées aléatoirement dans le volume, créantun renforcement isotrope à l'échelle macroscopique. La généralisation du modèle adhérent sans�exion à une in�nité continue de directions de renforcement a été abordée par Lenz (1998)dans le domaine élastique. Cependant, pour reproduire le comportement complexe du bétonde �bres, il faudra surmonter plusieurs di�cultés, notamment le caractère fragile de la matriceet les e�ets d'extrémité liés à la longueur �nie des �bres.Dans le domaine des matériaux composites industriels, l'applicabilité du modèle multipha-sique reste à évaluer. Comme on l'a vu sur l'exemple des modules élastiques au chapitre 2,section 4.1, l'approche multiphasique n'est a priori précise que pour de faibles valeurs de lafraction volumique de renforcement. Il conviendra de dé�nir plus précisément cette limite devalidité, par exemple par une comparaison exhaustive avec des calculs numériques tridimen-sionnels sur une cellule de base. D'ores et déjà, les résultats présentés à la section 4.2 du mêmechapitre en terme de charge limite indiquent qu'un choix adéquat des paramètres du modèlepermet de reproduire le comportement à la rupture de composites à �bres, et ce même dansle cas où la fraction volumique des �bres n'est pas faible.De façon plus fondamentale, la pertinence du modèle multiphasique est évidemment liée auchoix des lois de comportement des phases. On a tout au long du mémoire identi�é les modulesélastiques de la phase matrice avec ceux de son matériau constitutif, ce qui est une approche



283simpliste. Un cadre rigoureux d'identi�cation du comportement multiphasique général resteà dé�nir, soit sous la forme de protocoles expérimentaux, soit par des approches théoriquesde type changement d'échelle.Pour pouvoir modéliser d'autres types de structures renforcées telles que les appuis élasto-mères (Simo et Kelly, 1984; Mori et al., 1997), constitués de multicouches caoutchouc/acier,il sera nécessaire de formuler le modèle multiphasique en transformation �nie. Si les équa-tions d'équilibre, exprimées sur la con�guration actuelle, restent inchangées, il n'en est pas demême de la description de la cinématique. La formulation du comportement, notamment nonlinéaire, pourra s'avérer plus délicate, comme c'est le cas pour les milieux poreux en trans-formation �nie (Bourgeois, 1997). Il est par ailleurs possible d'envisager explicitement unmodèle bidimensionnel de plaque pour la phase renforcement (à la place d'un modèle uniaxialde poutre), pour traiter par exemple des problèmes de torsion d'appuis.En�n, et bien que ce domaine nous soit parfaitement inconnu, il est probable que certainstissus organiques �breux rencontrés en biomécanique relèvent également d'une approche mul-tiphasique. Le caractère poreux de ce type de biomatériaux pourra conduire à la formulationd'un modèle de matériau poreux renforcé par �bres dans lequel chaque point matériel se verraassocier une particule de squelette, une particule de �uide et une particule de �bre.Pour résumer, l'approche multiphasique dont les fondements remontent à plus de trente ans,nous paraît digne d'un renouveau d'intérêt, et son développement très prometteur, tant dupoint de vue théorique que pratique.Valorisation du travail de rechercheCe sont des problèmes très concrets de géotechnique qui nous ont conduit à la formulationdu modèle multiphasique et aux développements parfois assez théoriques présentés dans cemémoire. Cependant, la mise en ÷uvre numérique fournit au �nal un outil de calcul parfaite-ment accessible à l'ingénieur comme tout autre code aux éléments �nis, et utilisable en � boîtenoire �, c'est à dire sans avoir à maîtriser le contenu théorique sous-jacent.A condition de développer maintenant une interface ergonomique et adaptée aux préoccu-pations des praticiens, il est possible de di�user le modèle multiphasique dans les bureauxd'études sans se heurter à des barrières � culturelles � trop importantes.L'implémentation du modèle multiphasique adhérent dans le code de calcul Cesar-lcpc(Mestat, 1994) est actuellement en cours et devrait marquer une première étape de sa di�usionà grande échelle.
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Annexe A
Notations
Cette annexe regroupe les principales notations apparaissant dans le mémoire. De façon gé-nérale, les conventions suivantes sont utilisées :� Les exposants m et r se réfèrent respectivement aux phases matrice et renforcement.L'exposant j est utilisé de façon générique pour m ou r.� Les indices e ; an et p correspondent aux vocables élastique, anélastique et plastique.L'indice inc correspond à inclusion.� Les quantités relatives à une phase (contraintes partielles, déformations, caractéristiquesmécaniques) sont désignées par des lettres minuscules, celles relatives à un systèmemultiphasique par des lettres majuscules.� La notation _{ désigne le taux de variation de la quantité {.Les symboles utilisés sont classés en deux catégories : les lettres latines puis les lettres grecques,chacunes par ordre alphabétique, indépendamment du chapitre où elles apparaissent. Lessymboles pouvant avoir plusieurs signi�cations sont répétés.Lettres latines()n cas de charge courant (éléments �nis)()i itération courante (éléments �nis)am tenseur des modules élastiques de la phase matricear raideur scalaire de la phase renforcementA tenseur des modules élastiques total



302 Annexe A. NotationsAe:p tenseur des modules élasto-plastiquesAe:pt:c tenseur des modules élasto-plastiques tangent consistantA cellule de baseAm ; Af domaine d'une cellule de base occupé par la matrice, par l'inclusionA0 puissance virtuelle des quantités d'accélérationB largeur d'une fondationB(r) déplacement radial de la phase renforcement (boulonnage de tunnel)Be matrice donnant les déformations en fonction des déplacements no-daux (éléments �nis)c ; C ;Cu cohésioncI;r tenseur d'élasticité d'interactioncm tenseur des complaisances élastiques de la phase matricecr complaisance élastique d'une phase renforcementcI paramètre d'interaction dé�nissant cI;r lorsque celui-ci est uniaxialC tenseur des complaisances élastiques totalCj domaine d'élasticité actuelC (S� ; �d) espace des champs de déplacement cinématiquement admissiblesC n espace de minimisation de l'énergie (éléments �nis)d diamètre d'une inclusiondb densité de boulonnagedS facettedS0 projection de la facette dS sur le plan perpendiculaire à erdm ; dr ; D matrice d'élasticité associée à la phase matrice, à la phase renforce-ment, totaleD dissipation volumique intrinsèquee densité volumique d'énergie interneex ; ey ; ez vecteurs unitaires d'une base orthonorméeer vecteur unitaire repérant une direction de renforcement



303er représentation vectorielle de er 
 erE énergie interneEm ; Er ; Ef ; Eb module d'Young de la phase matrice, de la phase renforcement (� ar),de l'inclusion, du boulonE1 ; E2 modules d'Young des constituants d'un multicoucheEL ; ET module d'Young longitudinal, transverseE(�) énergie potentielleEn(U ) énergie potentielle discrétiséefm(�m) ; f r(�r) critère de plasticité de la phase matrice, d'une phase renforcementfane ; f�e ; f
e ; fSTe vecteur force élémentaire (éléments �nis)F (� ; �) critère de plasticité globalF rup(�) critère de rupture globalF vecteur force global (éléments �nis)F p vecteur des forces plastiques global (éléments �nis)gm(�m) potentiel plastiqueGj ; Ghom domaines de résistance des constituants, homogénéiséH hauteur de la structureI ; I ; Ij densité volumique d'e�orts d'interactionJ2 second invariant du déviateur des contraintesJ ; j ; J matrice jacobienne, son inverse, son déterminant (éléments �nis)k module de compression transversekp ; kr ; kpr raideur élastique d'une fondation (groupe de pieux, semelle, radier depieux)ke matrice de rigidité élémentaireK matrice de rigidité globaleKc:l matrice de rigidité globale après prise en compte des conditions auxlimitesK énergie cinétiqueKo paramètre dé�nissant l'élasticité du boulonnage radial



304 Annexe A. Notations` longueur caractéristique d'un e�et de bord ou d'échelleL largeur de la structureL longueur des pieuxLm ; Lr opérateurs de localisation des contraintesL matrice de dérivation (éléments �nis)M module d'écrouissageM(r) déplacement radial de la phase matrice (boulonnage de tunnel)M r ; N r ; V r densités de moment �échissant, d'e�ort normal et d'e�ort tranchantdans une phase renforcement (par unité de surface transverse)n nombre de degrés de liberté du système (éléments �nis)n(x) normale extérieure au point xN nombre de directions de renforcementNc:l nombre de conditions aux limites en déplacement (éléments �nis)Nc facteur de capacité portante d'une fondationNinc e�ort normal dans une inclusionNPG nombre de points d'intégration (points de Gauss) d'un élément �niNe matrice des fonctions de forme d'un élément �nip0m(i) ; p0r(i) ; p0I(i) densité de puissance virtuelle des e�orts intérieurs associée à la phasematrice, à une phase renforcement, à l'interactionP 0(i) ; P 0j(i) puissance virtuelle des e�orts intérieurs du sous-système, de la phase jP 0(e) ; P 0j(e) puissance virtuelle des e�orts extérieurs du sous-système, de la phase jP 0déf puissance de déformation dans le mouvement réelP0 pression géostatique initiale_Q taux de chaleur reçueQ(t) chargement appliqué au systèmeReq rayon équivalent d'une fondationR ; R3 espace vectoriel euclidien à 1 (3) dimension(s)s espacement entre deux inclusions (radier de pieux)sinc section d'une inclusion



305sr abscisse curviligne le long de ers ; sm déviateur du tenseur des contraintesS entropieSb section d'un boulonSVER section d'un VER (perpendiculaire à la direction de l'inclusion)S ; S 0 système mécanique (sous-système), système multiphasiqueS 0j sous-système monophasiqueS+rup ; S�rup ; Srup surface de rupture par écoulement plastiqueSTi ; ST ji domaine sur lequel la composante d'e�ort Ti est donnéeS�i ; S�ji domaine sur lequel la composante de déplacement �i est donnéet épaisseur du radierT températureT j densité surfacique d'e�orts extérieursT d;j conditions aux limites en e�ortsue vecteur des déplacement nodaux d'un élément �niU(�) énergie bloquéeU vecteur global des déplacements nodauxÛ j champ de vitesse virtuelÛ0 champ de vitesse virtuel de translationU espace vectoriel des mouvements virtuelsÛ mouvement virtuelVER volume élémentaire représentatifVe volume d'un élément �niVR élément �ni de référencew ; wmoyen déplacement vertical d'un radier de pieux, déplacement moyenW 0déf travail de déformation dans le mouvement réelx position du point courantxe vecteur des coordonnées nodales (éléments �nis)



306 Annexe A. NotationsXr densité de résultante d'e�orts par unité de surface transverse dansune phase renforcement (modèle avec �exion)Lettres grecques� variable d'écrouissage�r ; �r ; 
r paramètres élastiques d'une phase renforcement (modèle avec �exion)� angle entre deux inclusions successives (boulonnage radial de tunnel)� déplacement imposé (poinçonnement)�r déplacement relatif de la phase renforcement par rapport à la phasematrice"m tenseur des déformations de la phase matrice"r déformation axiale d'une phase renforcement"e ; "an ; "p déformation élastique, anélastique, plastique" représentation vectorielle de "2 tenseur des déformations totales' angle de frottement interne
j accélération de la phase j� domaine d'élasticité généralisé dans l'espace ��	� f�g�r densité de résultante de moment par unité de surface transverse dansune phase renforcement (modèle avec �exion)� ; �r fraction volumique d'une phase renforcement� taux de décon�nement� ; � ; �m ; �m coe�cients de Lamé_�m ; _�r ; _� multiplicateur plastique�1 ; �2 modules de cisaillement des constituants d'un multicouche� ; �m ; �1 ; �2 coe�cient de Poisson�L ; �T coe�cient de Poisson longitudinal, transverse
;
0 volume du système, d'un sous-système@ 
 ; @ 
0 frontière du système 
, d'un sous-système 
0
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̂j champ de rotation virtuel
̂0 ; 
̂0 champ de rotation virtuel constant, tenseur antisymétrique associé$ paramètre adimensionnel (rapport de longueurs ou de modules élas-tiques)�r glissement d'une phase renforcement (modèle avec �exion)� paramètre d'écrouissage�j F j densité volumique d'e�orts extérieurs�inc contrainte axiale dans une inclusion�0 état de contrainte initial�m ; �r ; �j contraintes partielles dans les phases matrice et renforcement�trial prédicteur élastique�s:a état de contrainte statiquement admissible (véri�ant l'équilibre)�r+ ; �r� ; �ro ; �mo limite d'élasticité d'une phase renforcement en traction ou compres-sion, de la phase matrice� tenseur des contraintes totales�el limite élastique en compression simple� cisaillement à l'interface inclusion/matrice� ; �j champ de déplacement�d ; �d;j conditions aux limites en déplacement� vecteur déplacement généralisé (éléments �nis)� = (� ; �) coordonnées réduites (éléments �nis)�r courbure d'une phase renforcement (modèle avec �exion) angle de dilatance	 ;  m ;  r ;  I;r densité d'énergie libre
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Annexe B
Aspects thermodynamiques du modèleélasto-plastique adhérent
1 Energie bloquée et dissipationCette section regroupe le détail des développements associés à la thermodynamique du modèleélasto-plastique adhérent (Chapitre 2, section 3.2).Dans le cadre de l'élasto-plasticité, la densité d'énergie libre totale dé�nie en (2.56),(2.57)devient 1 :  = 12 �("m � "mp ) : am : ("m � "mp ) + ar("r � "rp)2�= 12 ��m : cm : �m + cr (�r)2�(B.1)En utilisant la décomposition (2.99) ainsi que le paramétrage (2.103), on peut mettre (B.1)sous la forme d'une somme de trois termes : =12 ��mel : cm : �mel + cr (�rel)2�+ 12 (cmrrrr + cr) �2+ �mel : cm : (�� e1 
 e1) + cr� �rel(B.2)Le troisième terme vaut :�mel : cm : (�� e1 
 e1) + cr� �rel = "mel : (�� e1 
 e1) + � "rel = � ("rel � "mel;11)(B.3)Il est donc nul compte-tenu de la compatibilité géométrique des déformations ("mel ; "rel) is-sues d'une évolution purement élastique à partir d'un état naturel. Introduisant (2.73) dans1. On se limite à une direction de renforcement.



310 Annexe B. Aspects thermodynamiques du modèle élasto-plastique adhérentl'équation précédente, on obtient l'expression de la densité d'énergie libre en variables totales : = 12 � : C : � + U(�)(B.4)ou : U(�) = 12 (cmrrrr + cr) �2(B.5)En l'absence de mouvement relatif entre les phases, et en vertu de la condition de compatibilitégéométrique (2.64), la densité de puissance de déformation dans le mouvement réel (2.52) sesimpli�e en : p0d�ef(U) = �m : _"m + �r _"r = � : _2(B.6)de sorte que l'inégalité de Clausius-Duhem locale devient d'après (2.51) :D = � : _2 � _ � 0(B.7)ou D est le taux de dissipation intrinsèque volumique. Reportant (B.4) dans (B.7), il vient :D = � : _2 � �� : _2e + _U� = � : _2p � _U � 0(B.8)La forme quadratique (B.5) de U(�) permet d'écrire :_U = �(cmrrrr + cr) _� = �� _�(B.9)dé�nissant ainsi la variable d'écrouissage � associée au paramètre �. D'après (2.104), on a :� = �(cmrrrr + cr) � = "rp � "mp;rr(B.10)ce qui montre que l'écrouissage est e�ectivement lié à l'incompatibilité des déformations plas-tiques des phases.En reportant (B.9) dans (B.8), on obtient �nalement :D = � : _2p + � _�(B.11)Compte tenu de (B.6) et de la forme (B.1) de l'énergie libre, le taux de dissipation plastiqueD (Eq. B.7) se met sous la forme :D = �m : _"m + �r _"r � �m : � _"m � _"mp �� �r � _"r � _"rp�= �m : _"mp + �r _"rp(B.12)La comparaison des approches énergétiques en variables partielles et totales conduit à l'iden-ti�cation : D = � : _2p + � _� = �m : _"mp + �r _"rp(B.13)La dissipation est ainsi purement plastique au niveau de chaque phase alors qu'elle fait appa-raître un terme lié à l'écrouissage au niveau global.



2. Démonstration de l'inégalité (2.111) 3112 Démonstration de l'inégalité (2.111)Cette équation permet de prouver le caractère standard généralisé de la plasticité du milieumultiphasique adhérent. La démonstration repose sur l'égalité suivante :8 ( ��; ��) 2 �; �� : _2p + �� _� = ��m : _"pm+ �� r _"pr(B.14)En e�et, les contraintes partielles associées à ( �� ; ��) sont, d'après (2.105) :��m = Lm : �� ��� er 
 er ; �� r = Lr : �� +��(B.15)Pour un taux de déformation plastique quelconque _2p, on a d'après (2.102),(2.103) :_2p = _"mp � _� cm : (er 
 er)(B.16)et d'après (2.104) : _"mp;rr � _"rp = _� �(er 
 er) : cm : (er 
 er) + cr�(B.17)En additionnant et retranchant le terme adéquat, le second membre de (B.14) peut être réécritsous la forme : ��m : _"pm+ �� r _"pr = ��m : � _"pm � _� cm : (er 
 er)�+ �� r( _"pr + _� cr)+ _� ���m : cm : (er 
 er)� �� r cr�(B.18)
Se référant à (B.16), on reconnaît dans le premier terme le produit ��m : _2p. En ce qui concernele second, en utilisant (B.17), on montre qu'il vaut �� r _2p : (er
 er). La somme des deux vautdonc : ��m : _2p+ �� r _2p : er 
 er = (��m+ �� rer 
 er) : _2p = �� : _2p(B.19)En�n, en utilisant (B.15) et en se rappelant la dé�nition de la variable d'écrouissage �(Eq.(B.10)), on décompose le troisième terme de (B.18) de la façon suivante :_� (��m : cm : (er 
 er)� �� rcr) =(B.20)_� (��� (er 
 er) : cm : (er 
 er) � �� cr)| {z }�� _� + _� �(Lm : ��) : cm : (er 
 er)� cr Lr : ���| {z }0ce qui complète la preuve de (B.14).



312 Annexe B. Aspects thermodynamiques du modèle élasto-plastique adhérentAyant établi une équivalence énergétique entre la description en variables totales et en variablespartielles 2, il su�t maintenant d'utiliser la parfaite plasticité des constituants de chaquephase pour obtenir le résultat. En e�et, si ( �� ; ��) appartiennent au domaine �, les contraintespartielles associées véri�ent séparément leur critère de plasticité. On peut alors leur appliquerséparément le principe du travail plastique maximum :��m� ��m� : _"mp � 0 8 ��m ; fm(��m) � 0��r� �� r� _"rp � 0 8 �� r ; f r( �� r) � 0(B.21)Additionnant les équations précédentes, et utilisant (B.14), on montre �nalement l'inégalitérecherchée : 8 ( �� ; ��) 2 � (�� ��) : _2p + (�� ��) _� � 0(B.22)

2. L'équation (A.14) s'apparente à un lemme de Hill généralisé, en référence aux méthodes de changementd'échelle micro-macro.
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Annexe C
Critère de rupture du milieumultiphasique adhérent
Le critère de rupture global Srup du milieu multiphasique élasto-plastique adhérent est dé�nipar l'ensemble des états de contrainte � pour lesquels se produit un écoulement plastique libre,c'est à dire une déformation plastique non nulle sous charge constante, soit :_2p = _� @F@� 6= 0 et _� = 0(C.1)Les notations utilisées ci-après sont celles du chapitre 2, section 3.2. On s'y reportera si né-cessaire. Ayant déterminé dans le cas général la règle de normalité (2.112) et le multiplicateurplastique (2.116), on peut les préciser ici dans le cas de l'écoulement plastique libre dé�ni par(C.1). Trois situations sont envisageables.1 Plasti�cation de la phase matrice seuleDans ce cas, le critère de plasticité de la matrice est saturé, tandis que la phase renforcementreste dans le domaine élastique :fm ��m(� ; �)� = 0 ; f r ��r(� ; �)� < 0(C.2)La valeur prise par le critère de plasticité global (2.106) est alors :F (� ; �) = fm�Lm : �� � er 
 er� = 0(C.3)Les dérivées partielles du critère par rapport à ses arguments se calculent alors de la façonsuivante : @F@� = @fm@�m : Lm(C.4-a) @F@� = �@fm@�mrr(C.4-b)



314 Annexe C. Critère de rupture du milieu multiphasique adhérentOn tire alors de (2.112) : _2p = _� @fm@�m : Lm(C.5-a) _� = � _� @fm@�mrr(C.5-b)L'expression (2.116) du multiplicateur plastique se simpli�e alors en :_� = (cmrrrr + cr) @fm@�m : Lm : _��@fm@�mrr�2(C.6)
La solution non triviale _� 6= 0 avec _� = 0 implique que @fm=@�mrr = 0. _� est alors indéterminé.L'équation (C.5-b) montre de plus que l'écrouissage du matériau s'arrête ( _� = _� = 0), de sorteque le taux de déformation plastique totale déduit de (2.102) devient :_2p = _"mp = _�m @fm@�m ; _�m � 0(C.7)Le taux de déformation plastique totale s'identi�e bien à celui de la matrice seule, et il seproduit un écoulement plastique libre de la matrice seule.On peut préciser la forme du domaine de rupture en reprenant la décomposition (2.37) quiimplique �m = ���r er
er, et en se rappelant que le domaine d'élasticité des phases renfor-cement est donné par (2.90). La portion de Srup correspondant à la rupture par écoulementplastique de la matrice seule, noté Smrup, est par conséquent dé�nie par les trois conditions :fm(�� �r er 
 er) = 0 ; @fm@�mrr = 0 ; �r� < �r < �r+(C.8)Soit C0 l'ensemble des points de la frontière @Cm du domaine d'élasticité de la matrice, pourlesquels la normale extérieure est perpendiculaire à la direction er 
 er, c'est à dire tels que@fm=@�mrr = 0. Pour tout �r, on dé�nit par translation l'ensemble :fC0 + �r er 
 erg = ��0 + �r er 
 er ; �0 2 C0	(C.9)Avec ces notations, le sous-ensemble Smrup de Srup s'exprime sous la forme :Smrup = [�r�<�r<�r+fC0 + �r er 
 erg(C.10)Dans l'espace à six dimensions des contraintes ��	, il s'agit d'un cylindre de génératricesparallèles à er 
 er, de longueur �r+ + �r� (Figure C.1).



2. Plasti�cation de la phase renforcement seule 3152 Plasti�cation de la phase renforcement seuleDans ce cas, le critère de plasticité de la phase renforcement est saturé, tandis que la phasematrice reste dans le domaine élastique :fm ��m(� ; �)� < 0 ; f r ��r(� ; �)� = 0(C.11)Le critère global vaut donc : F (� ; �) = f r �Lr : � + �� = 0(C.12)Ses dérivées partielles ont pour expression :@F@� = @f r@�r Lr ; @F@� = @f r@�r(C.13)Le multiplicateur plastique (2.116) vaut alors :_� = (cmrrrr + cr) Lr : _�@f r=@�r(C.14)D'après (2.91), on obtient par dérivation @f r@�r = �1. Puisque _� = 0, on en déduit _� = 0. Iln'y a donc pas de rupture possible par écoulement plastique libre de la phase de renforcementseule.3 Plasti�cation des deux phasesDans ce dernier cas, on suppose que les critères respectifs des deux phases sont saturés. Laparfaite plasticité de la phase renforcement donne alors :_f r(�r) = @f r@�r _�r = 0 =) _�r = 0(C.15)Cette condition signi�e que la contrainte �r reste constante et égale à la limite d'élasticité,c'est à dire soit �r+ en traction, soit ��r� en compression.Reprenant l'expression (2.105-b) de localisation de la contrainte �r, on a :_�r = Lr : _� + _� = 0(C.16)Par ailleurs, le taux déformation plastique totale résultant de la combinaison de (2.102),(2.103-b) et (2.87) s'écrit : _2p = � _� cm : (er 
 er) + _�m @fm@�m(C.17)Comme par hypothèse _� = 0, on tire des deux équations précédentes :_� = 0(C.18)



316 Annexe C. Critère de rupture du milieu multiphasique adhérentet _2p = _�m @fm@�m ; _�m � 0(C.19)Il faut remarquer que les contraintes partielles des deux phases restent constantes. En e�et_�r = 0 et _� = 0 impliquent que _�m = 0. Les taux de déformation élastiques associés sontdonc nuls. La compatibilité géométrique des déformations totales implique alors celle desdéformations plastiques. Elle s'écrit :_�r @f r@�r = _"rp = _2p;rr = _�m @fm@�mrr(C.20)S'il y a écoulement plastique, les deux multiplicateurs _�m et _�r sont positifs. La relationprécédente impose alors que les termes @f r=@�r et @fm=@�mrr soient de même signe. Leszones du critère de rupture associées à ce type d'écoulement plastique sont donc dé�niesrespectivement par :S+rup = �� ; fm(�� �r+ er 
 er) = 0 ; @fm=@�mrr > 0	(C.21)si la phase renforcement plasti�e en traction, et :S�rup = �� ; fm(� + �r� er 
 er) = 0 ; @fm=@�mrr < 0	(C.22)si la phase renforcement plasti�e en compression.Pour visualiser ces surfaces, il est utile de partitionner la frontière du domaine d'élasticité@Cm de la matrice selon le signe de @fm=@�mrr . On note sans confusion possible :@Cm = @Cm+ [ @Cm�(C.23)On peut remarquer que la courbe C0 dé�nie plus haut est exactement l'intersection de ces deuxdomaines. Avec ces notations, la surface S+rup (resp. S�rup) n'est rien d'autre que le translatéde @Cm+ (resp. @Cm� ) de la quantité �r+ (resp. ��r�) le long de la direction er 
 er.Finalement, la �gure C.1 représente la surface de rupture Srup du milieu multiphasique obtenupar la réunion des trois morceaux :Srup = Smrup [ S+rup [ S�rup(C.24)Chacun de ces morceaux est lié à un mode de rupture ductile particulier du milieu multipha-sique :� � 2 Smrup : plasti�cation de la matrice seule,� � 2 S+rup : plasti�cation de la matrice et de la phase renforcement en traction,� � 2 S�rup : plasti�cation de la matrice et de la phase renforcement en compression.
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Fig. C.1: Critère de rupture du milieu multiphasique dans l'espace des contraintes ��	
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Annexe D
Di�érences �nies
1 Discrétisation et approximation des dérivéesLa méthode des di�érences �nies permet une résolution numérique approchée d'un systèmed'équations di�érentielles. On commence par discrétiser l'intervalle d'intégration [a ; b] en(N + 1) points d'abscisse fxi ; i = 0; :: Ng tels que x0 = a, xN = b. On note �i = xi+1 � xipour i = 0; :: N � 1.En chaque point, les approximations des dérivées successives d'une fonction f s'obtiennentpar combinaison linéaire des valeurs de f au point courant et aux points adjacents. En e�et,e�ectuant un développement de Taylor à l'ordre 1 au voisinage de xi, il vient :f(xi+1) = f(xi) + �i f 0(xi) +O(�2i )(D.1-a) f(xi�1) = f(xi)� �i�1 f 0(xi) +O(�2i�1)(D.1-b)Une approximation de la dérivée première de f en xi est donc donnée par :f 0(xi) = f(xi+1)� f(xi�1)�i�1 + �i(D.2)De même, en poussant le développement à l'ordre 2, on obtient :f(xi+1) = f(xi) + �i f 0(xi) + �2i2 f 00(xi) +O(�3i )(D.3-a) f(xi�1) = f(xi)� �i�1 f 0(xi) + �2i�12 f 00(xi) +O(�3i )(D.3-b)L'élimination de f 0(xi) entre ces deux équations donne :f 00(xi) = � f(xi�1)� (�+ �) f(xi) + �f(xi+1)(D.4)où l'on a posé : � = 2�i�1(�i�1 + �i) ; � = 2�i(�i�1 + �i)(D.5-a)



320 Annexe D. Di�érences �nies2 Application au cas du tunnel renforcéOn rappelle les équations di�érentielles liant les champs de déplacement pour le cas du tunnelprofond boulonné dans le modèle multiphasique général (chap. 3, section 4.2) :8>><>>: Kox B00(x)� cI [B(x)�M(x)] = 0(�+ 2�)�M 0(x) + M(x)x �0 + cI [B(x)�M(x)] = 0(D.6)et les conditions aux limites : limx!+1B(x) = limx!+1M(x) = 0(D.7-a) B0(R) = 0(D.7-b) (�+ 2�)M 0(R) + �M(R)R = �c P0(D.7-c)Posant Bi � B(xi) et Mi � M(xi), la substitution de (D.2), (D.4) dans (D.6) fournit lesystème linéaire :8>><>>: Koxi (�Bi�1 � (�+ �)Bi + � Bi+1)� cI (Bi �Mi) = 0(�+ 2�)��Mi�1 � (�+ �)Mi + �Mi+1 + Mi+1 �Mi�1(�i�1 + �i)xi � Mix2i �+ cI (Bi �Mi) = 0(D.8)
Soit X le vecteur à 2(N + 1) composantes des inconnues :X = fB0;M0; B1; :: BN ;MNg(D.9)Le système précédent s'écrit formellement [A] � X = P . Les conditions aux limites (D.7)ajoutent des relations linéaires entre certaines composantes de X :8>>>>><>>>>>: D.7-a : BN+1 =MN+1 = 0D.7-b : B0 = B1D.7-c : (�+ 2�)M1 �M0�0 + � M0R = �c P0(D.10)Ces conditions sont prises en compte en modi�ant la matrice [A] et le second membre P . Lesystème est ensuite résolu par inversion de la matrice [A].Compte tenu de la condition à l'in�ni, il est nécessaire de choisir un intervalle d'intégrationsu�samment grand. D'autre part, pour les faibles valeurs de x, les solutions sont rapidementvariables. La discrétisation doit donc être localement assez �ne. On surmonte ces di�cultésen choisissant une discrétisation à pas variable dé�nie par la récurrence :x0 = R ; �i = �0 qi ; xi + 1 = �i + xi(D.11)Les résultats présentés au chapitre 3, section 4.2 ont été obtenus avec les valeurs R = 3m,�0 = 3mm, q = 1; 1.
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Annexe E
Ecrouissage du milieu biphasiqueadhérent en contrainte plane
1 IntroductionLors de l'établissement du comportement élasto-plastique adhérent (chap. 2, section 3.2), ona montré que, dans le cas d'une seule direction de renforcement, l'écrouissage est régi parune seule variable scalaire �. Cette variable s'interprète mécaniquement comme la contrainterésiduelle dans la phase renforcement. Pour visualiser la loi d'écrouissage, on se propose danscette annexe de représenter di�érents domaines d'élasticité (initial et actuels) sur un problèmeparticulier.2 Position du problèmeSe plaçant dans l'hypothèse de contrainte plane, on suppose ici le milieu biphasique adhérentsoumis à un état de contrainte biaxial de la forme :� = �1 ex 
 ex +�2 ey 
 ey(E.1)La phase renforcement est orientée dans la direction ex (�gure E.1). Ainsi la compressionlongitudinale correspond dans cette annexe à (�1 = �� ; �2 = 0). La phase matrice estisotrope, élastique parfaitement plastique obéissant à un critère de Von Mises. On reprend lesnotations de la page 100.Le comportement élastique global du milieu biphasique a été présenté au chapitre 2, sec-tion 4.1.1. Utilisant la matrice des complaisances élastiques (2.134), on peut calculer la défor-mation associée à l'état de contrainte (E.1). Puis injectant le comportement de chaque phase,



322 Annexe E. Représentation de l'ecrouissage
�1�2

Fig. E.1: Milieu biphasique élasto-plastique sollicité en contrainte planeon déduit les contraintes partielles :�m = Em �1 + � Er �2Em +Er ex 
 ex +�2 ey 
 ey(E.2-a) �r = Er (�1 � � �2)Em +Er(E.2-b)3 Domaine d'élasticité initialTant que l'on se situe dans le domaine élastique, le paramètre d'écrouissage � vaut zéro.L'évaluation du critère de plasticité de la phase matrice sur les contraintes partielles �mprécédentes donne :(E.3) fm ��m(�1;�2; � = 0)� = f̂m[�1;�2 ; � = 0]= � EmEm +Er�2 �21 +�1� �Er(Em +Er(1� �))(Em +Er)2 � �22� Em(Er(1� 2�) +Em)(Em +Er)2 �1�2 � (�m0 )2 � 0La représentation de ce critère dans le plan (�1 ; �2) est une ellipse E0 déduite de l'ellipsereprésentative du critère de von Mises de la matrice seule par une transformation linéaire.Pour la phase renforcement, on a de même :f r (�r(�1;�2; � = 0)) = f̂ r[�1;�2 ; � = 0] = ErEm +Er j�1 � � �2j � �r0 � 0(E.4)Cette inégalité est représentée par une bande B0 comprise entre les droites d'équation :�1 � � �2 = �Em +ErEr �r0(E.5)Le critère global de plasticité (2.106) s'écrit, pour une valeur � = 0 du paramètre d'écrouis-sage : F̂ [�1;�2 ; � = 0] = max nf̂m[�1;�2 ; � = 0] ; f̂ r[�1;�2 ; � = 0]o � 0(E.6)
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�1

�2 B0 E0
f̂m(�1;�2 ; 0) = 0f̂ r(�1;�2 ; 0) = 0

fm(�1 ; �2) = 0

a - Faible renforcement (�ro=�mo � �)
�1

�2 B0E0
f̂m(�1;�2 ; 0) = 0f̂ r(�1;�2 ; 0) = 0

fm(�1 ; �2) = 0

b - Fort renforcement (�ro=�mo � �)Fig. E.2: Domaine d'élasticité initiale - milieu biphasique en contrainte planeLe domaine d'élasticité initiale D0 est donc représenté par l'intersection de la bande B0 et del'ellipse E0 comme le montre la �gure E.2.Deux situations sont envisageables selon la taille relative de B0 et de E0, qui dépendentnotamment des valeurs des paramètres �0m ; �0r . On montre qu'il y a e�ectivement intersectionsi : �r0�m0 � � � 2p3 ErEmp1� � + �2(E.7)



324 Annexe E. Représentation de l'ecrouissagel'égalité dans cette dernière équation correspondant à B0 extérieurement tangente à E0. Si(E.7) est véri�ée (cas de � faible renforcement �), la première plasti�cation peut apparaître,selon le trajet de chargement, soit dans la phase matrice, soit dans la phase renforcement(�gure E.2-a). Si (E.7) n'est pas véri�ée (�gure E.2-b), l'ellipse E0 est entièrement contenuedans la bande B0, et la première plasti�cation apparaît forcément dans la phase matrice.4 Domaine d'élasticité actuelPour une valeur donnée du paramètre d'écrouissage �, le critère global de plasticité (2.106)est évalué à partir des états de contraintes partielles :�m = �Em �1 + � Er �2Em +Er � �� ex 
 ex +�2 ey 
 ey(E.8-a) �r = Er (�1 � � �2)Em +Er + �(E.8-b)On peut donc poser : f̂m[�1;�2 ; �] = f̂m[��1 ;�2 ; � = 0](E.9-a) f̂ r[�1;�2 ; �] = f̂ r[�+1 ;�2 ; � = 0](E.9-b)où les fonctions f̂m[� ; � = 0] et f̂ r[� ; � = 0] sont respectivement données par (E.3) et (E.4),tandis que : ��1 = �1 � � Em +ErEm ; �+1 = �1 + � Em +ErEr(E.10)Le critère associé à (E.9-a) dé�nit dans le plan (�1 ; �2) une ellipse E� déduite de E0 partranslation de �Em +ErEm le long de l'axe des �1. De même, (E.9-b) dé�nit une bande B�,obtenue par translation de ��Em +ErEr de B0 le long du même axe. Le domaine d'élasticitéactuel D� est alors l'intersection de E� avec B�, comme le montre la �gure E.3. Comme lesdomaines E� et B� évoluent en sens inverse pour � croissant, il est clair qu'il existe une valeurlimite �u telle que leur intersection soit vide.5 Analyse d'un trajet de chargementPour compléter la présentation précédente, on étudie, sur l'exemple de la compression simplelongitudinale traitée à la section 2.2.2 du chapitre 3 l'évolution du domaine D�. Considérant iciun trajet de chargement de la forme �1 = �� ; �2 = 0), on rappelle que la limite d'élasticitéest obtenue pour une valeur :�el = min f�m0 (1 +Er=Em) ; �r0 (1 +Em=Er)g(E.11)
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�1
�2B0 E0

domaine d'élasticitéinitialdomaine d'élasticitéactuel
E�B��� �Em + ErEr � � �Em + ErEm �

Fig. E.3: Domaine d'élasticité actuel - milieu biphasique adhérent en contrainte planeOn distingue ensuite deux cas :� La phase renforcement plasti�e en premier pour �el = �r0 (1 + Em=Er). La contraintepartielle reste alors à la valeur �r = �r0 pour � croissant, tandis que le paramètred'écrouissage vaut d'après (2.104) et (3.35) :� = � "rpcmxxxx + cr = ��r0 +� ErEm +Er = ErEm +Er (�� �el)(E.12)et est donc positif. On représente sur la �gure E.4 di�érents domaines d'élasticité actuels,ainsi que le domaine de rupture dans le plan (�1 ; �2). Conformément à ce qui a été vuplus haut, pour � � 0, le domaine B� se déplace vers les �1 négatifs, tandis que E� sedéplace vers les �1 positifs. On constate e�ectivement que le trajet de charge � entraîne �avec lui le domaine d'élasticité actuel, ce qui traduit le caractère écrouissable du matériau(Salençon, 1994).Le raisonnement qui vient d'être développé est valable tant que la matrice reste élastique,c'est à dire tant que : f̂m[�1; 0 ; �] � 0(E.13)soit d'après (E.9-a), (E.10) :fm(��� �Em +ErEm ; 0; 0) � 0(E.14)Utilisant l'expression (E.3) de fm(:), on montre que cette condition implique � � �m0 +�r0, qui est bien la charge limite que l'on a déterminé à la section 2.2.3 du chapitre 3.



326 Annexe E. Représentation de l'ecrouissageLe paramètre d'écrouissage limite vaut :�u = Er �m0 �Em �r0Em +Er(E.15)Graphiquement, cette valeur correspond à la situation où l'intersection de B� avec E�se trouve sur l'axe des �1. Il y a alors écoulement plastique libre des deux phases.� La phase matrice plasti�e en premier pour �el = �m0 (1 + Er=Em). Le paramètred'écrouissage vaut d'après (2.104) et (3.48) :� = "mp;xxcmxxxx + cr = �m0 � � EmEm +Er = EmEm +Er (�e � �)(E.16)et est donc négatif. Le domaine E� se déplace donc vers les �1 négatifs.Cette solution est valable tant que :f̂ r[�1; 0 ; �] � 0(E.17)soit d'après (E.9-b), (E.10) : f r(��+ �Em +ErEm ; 0; 0) � 0(E.18)Utilisant (E.4), on montre que cette condition implique comme précédemment � ��m0 + �r0. On retouve ainsi la même charge limite en compression, qui ne dépend pas del'ordre de plasti�cation des matériaux. La valeur limite du paramètre d'écrouissage estdonnée par (E.15).
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�2 �1 0 1 2�1=�m0�2
�1
0
1
2

�2�m0

� = 0� = 0; 125� = �u = 0; 25

Domaine de rupture
a - Faible renforcement

�4 �2 0 2 4�1=�m0�2
�1
0
1
2

�2�m0

� = 0� = �0; 125� = �u = �0; 25

Domaine de rupture
b - Fort renforcementFig. E.4: Evolution du domaine d'élasticité actuel - compression longitudinale
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Annexe F
Quelques aspects du développementde Castor
Le développement d'un code de calcul nécessite la mise en commun de nombreuses techniquesnumériques liées au stockage des données, à l'intégration, au calcul matriciel, etc. Il est inutile,dans le cadre de ce mémoire, d'en détailler tous les aspects, qui sont aujourd'hui parfaitementmaîtrisés. On pourra se reporter aux ouvrages de Dhatt et Touzot (1981) et Batoz et Dhatt(1995), qui nous ont été d'une grande utilité tout au long de notre travail de programmation.Nous avons choisi d'éclairer simplement quelques points jugés centraux dans la programma-tion de castor. La section 1 présente de façon détaillée l'obtention pratique des matrices derigidité élémentaires, en traitant notamment de l'intégration numérique. La section 3 abordele calcul pratique du comportement élastique d'une phase renforcement. La section 2 présentela solution analytique du problème de projection sur le critère lié à l'intégration locale dela plasticité, dans le cas d'une fonction de charge de Drucker-Prager. En�n, on donne à lasection 4 un exemple de �chier de commandes lu par le pré-processeur prepro, qui correspondau chargement d'une fondation sur réseau de micropieux.1 Calcul des matrices de rigiditéOn détaille dans cette section les aspects techniques du calcul numérique dans le codeCastor.On s'appuie sur l'exemple d'une matrice de rigidité élémentaire :ke = ZVe tBeDBe d
(F.1)Se plaçant dans le cadre des déformations planes, on introduit les di�érentes notions sur lecas particulier de l'élément de Lagrange triangulaire quadratique à 6 noeuds, désigné par T6.



330 Annexe F. Castor1.1 NotationsSoit (O ; ex ; ey ; ez) un repère orthonormé direct, et (Oxy) le plan de déformation. Dans ceplan, chaque n÷ud possède deux degrés de liberté, i.e les composantes de déplacement notées(u ; v). L'élément T6 possède ainsi 12 degrés de liberté, regroupés dans le vecteur :tue = fu1 ; v1 ; ::: ; u6 ; v6g(F.2)Le champ de déplacement est obtenu par interpolation :�jVe(x) = Ne(x) � ue(F.3)ce qui s'écrit de façon développée :�u(x)v(x)� = 264 N1(x) 0 ::: N6(x) 00 N1(x) ::: 0 N6(x) 375 � ue(F.4)1.2 Elément de référenceLes fonctions de forme Ni(x) (polynômiales en général) dépendent explicitement de la géo-métrie de l'élément courant, c'est à dire des coordonnées de ses n÷uds regroupées dans levecteur : xe = fx1 ; y1 ; ::: ; x6 ; y6g(F.5)Les coe�cients de ces polynômes sont obtenus en résolvant un système linéaire. Pour éviterde faire cette opération sur chaque élément, on dé�nit un élément de référence noté VR dontchaque Ve se déduit par une transformation géométrique simple. VR est dé�ni dans un espacede référence. Dans le cas particulier des éléments T6, cet espace est un plan muni d'un systèmede coordonnées (O ; � ; �) 1, et l'élément de référence (voir �gure F.1) est dé�ni par :VR = f(� ; �) 2 [0 ; 1] � + � � 1g(F.6)Les fonctions de forme sont alors calculées une fois pour toutes pour cet élément de référence.On note par ailleurs �e la transformation géométrique associant VR à Ve par le changementde variable : �e : VR �! Ve� = (� ; �) �! x(�) = [x(� ; �) ; y(� ; �)](F.7)La transformation étant supposée linéaire par rapport aux coordonnées des n÷uds de l'élé-ment, on l'exprime en introduisant les fonctions de transformation géométrique �Ne :�e : � �! x(�) = �Ne(�) � xe(F.8)1. On reprend ici la notation standard utilisée pour les coordonnées réduites de l'élément de référence, sansconfusion possible avec le champ de déplacement noté de façon générique �.
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P ������ ����u1v1
P ����x =Pxi �Ni(� ; �)y =P yi �Ni(� ; �)����x1y1

Fig. F.1: Dé�nition de l'élément de Lagrange T6
On dit alors que l'élément T6 est isoparamétrique si les fonctions �Ne sont identiques auxfonctions de forme Ne (Eq.(F.3)). On se reportera à Dhatt et Touzot (1981, pages 43-50)pour une présentation générale, et à la page 110 pour leur construction explicite dans le casde T6.On note J la matrice jacobienne de la transformation �e :

J = 264 @x@� @y@�@x@� @y@� 375(F.9)
Son déterminant est noté J .Pour les problèmes bidimensionnels dans le plan (Oxy), les composantes xz et yz des tenseursde contrainte et déformation sont nulles. On introduit donc une représentation vectorielleréduite à 4 composantes : t� � f�xx ; �yy ; �zz ; �xyg(F.10-a) t" � f"xx ; "yy ; "zz ; 2 "xyg(F.10-b)



332 Annexe F. Castor1.3 Expression de la matrice BeLa matrice Be permet d'exprimer les composantes du tenseur de déformation dans chaqueélément en fonction des déplacements nodaux ue. On a en e�et :
"(x) = 0BBBBBBBBB@

"xx"yy"zz2 "xy
1CCCCCCCCCA = 26666666664

@@x 00 @@y0 0@@y @@x
37777777775 ��u(x)v(x)� = Be � ue(F.11)

Notant la dérivation partielle en indice, on déduit de (F.4) :
Be = 26666666664

N1;x 0 ::: N6;x 00 N1;y ::: 0 N6;y0 0 ::: 0 0N1;y N1;x ::: N6;y N6;x
37777777775(F.12)

Exprimant ces dérivées en fonction des variables réduites par les formules de composition :@Ni@x� = @Ni@� @�@x� + @Ni@� @�@x�(F.13)et introduisant la jacobienne inverse j = J�1, il vient �nalement :
Be = 26666666664 ::: j11 @Ni@� + j12 @Ni@� 00 j21 @Ni@� + j22 @Ni@�0 0j21 @Ni@� + j22 @Ni@� j11 @Ni@� + j12 @Ni@� ::: 37777777775(F.14)

1.4 Intégration par quadratureEn e�ectuant le changement de variable (F.7) dans (F.1), et compte tenu de (F.6), il vient :ke = Z 1�=0 Z 1���=0 tBe(�) �D �Be(�) jJ j d�d�(F.15)où l'expression de Be en fonction de (� ; �) est donnée en (F.14).L'intégration par quadrature consiste en l'approximation de l'intégrale (F.15) par une sommepondérée : ZVR f(� ; �) d�d� � NPGXIPG=1 !IPG f(�IPG ; �IPG)(F.16)



2. Critère de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager 333où NPG désigne le nombre de points d'intégration, de coordonnées réduites (�IPG ; �IPG, et !IPGles poids associés.Lorsque l'élément de référence est triangulaire (T3, T6), on utilise les points de Hammer.Lorsque c'est un carré (Q4, Q9), on utilise les points de Gauss (Batoz et Dhatt, 1995,pages 199-200). Par abus de langage, c'est par cette expression qu'on désigne systématique-ment tous les points du maillage où sont évaluées les quantités à intégrer.2 Critère de Mohr-Coulomb et Drucker-PragerLe code de calcul Castor étant destiné à des applications en géotechnique, on y a implémentéun critère de plasticité couramment utilisé dans ce domaine, celui de Drucker-Prager. Cecritère comprend comme cas particulier celui de Von Mises. On donne dans cette section lesraisons de ce choix, et le détail des formules analytiques nécessaires à l'implémentation.2.1 Dé�nitionsLe critère de plasticité le plus anciennement utilisé en mécanique des sols est sans doutecelui de Mohr-Coulomb. Il s'exprime simplement par une relation limitant la composante decisaillement � du vecteur contrainte sur toute facette en fonction de la composante normale�n (courbe intrinsèque représentée sur la �gure F.2-a) :j� j � C � �n tan�(F.17)Les paramètres constitutifs sont la cohésion C et l'angle de frottement interne �. Lorsqu'onexprime ce critère dans l'espace des contraintes principales, il vient :f(�) = (�I � �III) + (�I + �III) sin�� 2C cos�(F.18)où les contraintes principales ont été ordonnées dans le sens :�I � �II � �III(F.19)Dans cet espace, le critère prend l'allure d'une pyramide hexagonale non régulière (�gure F.2-b) et présente des points singuliers (arêtes). Du point de vue de la plasticité, il peut êtreinterprété comme critère à surfaces de charge multiples, délicat à traiter numériquement.L'idée d'approximer la pyramide de Mohr-Coulomb par une surface régulière est introduitepar Drucker et Prager (1952) : c'est le fameux critère de Drucker-Prager. Dans ce mémoire,on l'exprime sous la forme :f(�) = � tr� +pJ2 � k ; J2 = 12s : s = 12 k s k2(F.20)



334 Annexe F. Castor

a - Courbe intrinsèque b - Espace des contraintes principalesFig. F.2: Critère de Mohr-Coulomb (d'après Salençon (1994, Chap. 1))où s désigne le déviateur de �. Dans l'espace des contraintes principales, le critère est repré-senté par un cône de révolution d'axe (1 ; 1 ; 1), de sommet ( k3� ; k3� ; k3�).En choisissant convenablement les paramètres � et k, on peut dé�nir le cône inscrit, le cônecirconscrit en compression et le cône circonscrit en traction à la pyramide de Mohr-Coulomb(Figure F.3).
1. Cône inscrit2. Cône circonscrit en compression3. Cône circonscrit en traction

Fig. F.3: Critères de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager dans le plan déviatorique (d'aprèsPanet (1995, Chap. 4))
2.2 Plasticité non associéeL'hypothèse de la règle d'écoulement associée (ou règle de normalité) n'est en général pasvéri�ée expérimentalement pour les géomatériaux. On est ainsi amené à introduire un potentiel



2. Critère de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager 335plastique g(�) à partir duquel se formule la règle d'écoulement :_"p = _� @ g@�(F.21)Dans le cas des sols frottants, g est choisi de la même forme que f . On dé�nit ainsi les potentielsplastiques de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager par :g(�) = (�I � �III) + (�I + �III) sin (F.22)et : g(�) = � tr� +pJ2(F.23)Le paramètre  est appelé angle de dilatance.2.3 Equivalence des critères en déformation planeL'allure de la restriction des deux critères aux problèmes de déformation plane est identique.Dans ce cadre, on peut donc remplacer de façon exacte le critère non régulier de Mohr-coulombpar celui de Drucker-Prager. Mestat (1997) montre qu'il su�t d'ajuster les paramètres consti-tutifs (� ; � ; k) en fonction de (� ;  ; C) de la façon suivante :� = sin�p3 + sin2  p3(3 + sin� sin )(F.24-a) k = C cos�p9 + 3 sin2  3 + sin� sin (F.24-b) � = tan p9 + 12 sin2  (F.24-c)Le code Castor dé�nit les paramètres de Drucker-Prager grâce à ces formules, à partir desdonnées de l'utilisateur rentrées sous la forme C ; � ;  . Pour les problèmes de déformationplane, l'équivalence est stricte. Pour les problèmes axisymétriques, ces paramètres corres-pondent au cône inscrit (�gure F.3).2.4 Algorithme d'Euler impliciteOn s'intéresse maintenant à la résolution des équations (4.60) dans le cas particulier du critèrede Drucker-Prager, ce qui revient à déterminer la projection selon la norme élastique duprédicteur �trial sur ce critère (voir section 2.4.5 du chapitre 4). Rappelons que, dans le cas



336 Annexe F. Castornon associé, la projection notée � véri�e 2 (Eq.(4.60)) :� = �trial �A : �"p(F.25-a) �"p = ��  @ g@�!�(F.25-b) f(�) = � tr� + 1p2 k s k �k = 0(F.25-c)Utilisant les formules de dérivation usuelles :@ tr�@� = 1 ; @ k s k@� = sk s k(F.26)on peut, d'après (F.23), exprimer l'incrément de déformation plastique (F.25-b) sous la forme :�"p = ��  1p2 sk s k + � 1!(F.27)Dans le cas d'un comportement isotrope, le tenseur des modules élastiques A se met sous laforme : A = �1
 1+ 2�1(F.28)où � et � sont les coe�cients de Lamé. Reportant (F.27) et (F.28) dans (F.25-a), il vient :�trial � � = ��(� (3�+ 2�) 1 +p2� sk s k)(F.29)Prenant successivement la trace et le déviateur de l'expression précédente, on obtient :strial � s = p2��� sk s k(F.30) tr�trial � tr� = 3� �� (3� + 2�)(F.31)dont on déduit aisément : k s k = k strial k ���p2�(F.32) tr� = tr�trial � 3� �� (3� + 2�)(F.33)Reportant (F.31) et (F.32) dans (F.25-c), on obtient :0 = � htr�trial � 3� �� (3�+ 2�)i+ 1p2 k strial k +���� k(F.34) = f(�trial)��� [�+ 3�� (3�+ 2�)](F.35)d'où l'on tire : �� = f(�trial)�+ 3�� (3� + 2�)(F.36)2. On a laissé tomber l'indice n+1 relatif au pas de charge courant.



3. Matrice d'élasticité d'une phase renforcement 337Par ailleurs, on montre à partir de (F.30) que :sk s k = strialk strial k(F.37)On en déduit �nalement :�"p = f(�trial)�+ 3�� (3�+ 2�) ( 1p2 strialk strial k + � 1)(F.38)L'incrément de déformation plastique associée au retour sur le critère s'exprime donc ainside façon analytique en fonction du prédicteur �trial. L'expression (F.38) est implémentée tellequ'elle dans le module de plasticité de castor.3 Matrice d'élasticité d'une phase renforcementOn précise dans cette section la forme de la matrice d'élasticité dr d'une phase renforcementdans le cas d'un calcul bidimensionnel, et dans le cas tridimensionnel. D'après (4.107), on a :dr = ar er � ter(F.39)où er désigne le vecteur des composantes du tenseur er 
 er dans une base orthonormée,véri�ant l'identité : "r = " : (er 
 er) � ter � "(F.40)Problèmes bidimensionnels Dans le plan (O ; x ; y), la direction de renforcement er estrepérée par un seul angle � : er = cos� ex + sin� ey(F.41)On en déduit alors simplement :ter = �cos2 � ; sin2 � ; 0 ; sin� cos�	(F.42)Introduisant la notation allégée : c� � cos� ; s� � sin�(F.43)on déduit de (F.39) et (F.42) :
dr = ar 26666666664

c4� c2� s2� 0 c3� s�c2� s2� s4� 0 s3� c�0 0 0 0c3� s� s3� c� 0 c2� s2�
37777777775(F.44)



338 Annexe F. CastorProblèmes tridimensionnels Dans le repère (O ; ex ; ey ; ez), la direction de renforcementest maintenant repérée par la longitude � et la colatitude � :er = cos� sin � ex + sin� sin � ey + cos � ez(F.45)Utilisant à nouveau une notation de type (F.43), et les composantes étant ordonnées commeen (2.128), on a : ter = �c2� s2�; s2� s2�; c2�; c� s2� s�; s� s� c�; c� s� c�	(F.46)D'où on tire la matrice d'élasticité :
dr = ar

266666666666666664
c4� s4� c2� s4� s2� c2� s2� c2� c3� s4� s� c2� s3� s� c� c3� s3� c�c2� s4� s2� s4� s4� s2� s2� c2� s3� s4� c� s3� s3� c� s2� s3� c� c�c2� s2� c2� s2� s2� c2� c4� c2� c� s2� s� c3� s� s� c3� c� s�c3� s4� s� s3� s4� c� c2� c� s2� s� c2� s4� s2� s2� s3� c� c� c2� s3� s� c�c2� s3� s� c� s3� s3� c� c3� s� s� s2� s3� c� c� s2� s2� c2� c2� c� s2� s�c3� s3� c� s2� s3� c� c� c3� c� s� c2� s3� s� c� c2� c� s2� s� c2� s2� c2�

377777777777777775(F.47)
4 Exemple de �chier de commandes pour preproLe �chier de commandes suivant contient toutes les données nécessaires à la dé�nition d'unproblème de tassement d'une fondation rigide (poinçon) sur une couche de sol élasto-plastiquerenforcée sous la fondation par un réseau de micropieux disposés symétriquement à 30o parrapport à la verticale.Le maillage correspondant est représenté sur la �gure F.4, la déformée après poinçonnementsur la �gure F.5, l'étendue des zones plastiques pour un tassement relatif de 0,5% sur la�gure F.6.COM Fondation sur reseau de micropieuxCOM Inclinaison : 30 degresCOM Calcul elastoplastiqueCOM Critere de Drucker-PragerCOM C = 10 kPa, phi = 30 degres, psi = 0COM DEFINITION PROPRIETESiplas,1,1.e-02,500 ! Calcul en plasticite, tol =1.e-02,COM ! 500 iter. max



4. Exemple de �chier de commandes pour prepro 339typde,1 ! Deformation planeacel,0.,-1. ! Champ de pesanteurCOM PROPRIETES DES MATERIAUXcom *** Sol seulmatel,1,0,50.,0.3,0.016mapla,1,2,0.01,30.manas,1,0.com *** Sol renforce 1 directionmatel,2,1,50.,0.3,0.016mapla,2,2,0.01,30.maren,2,288.2,120.mapre,2,0.68620,1.manas,2,0.com Sol renforce 2 directionsmatel,3,2,50.,0.3,0.016mapla,3,2,0.01,30.maren,3, 288.2,120.,288.2,60.mapre,3,0.68620,1.,0.68620,1.manas,3,0.com contrainte initialessigin,1,0.,0.,0.016sigin,2,0.,0.,0.016sigin,3,0.,0.,0.016COM DEFINITION DES NOEUDSndroi,0.,0.,0.41666666,0.,1,5,1ndroi,0.5,0.,1.,0.,7,14,1,0.848993ndroi,1.01,0.,1.5,0.,22,13,1,1.177865ndroi,1.6,0.,8.,0.,36,15,1,1.185836ngen,1,51,1,2,714,0.,-0.8660254nlin,1,715,14,51,1,1.177865ndroi,0.,-4.,8.,-4.,2041,50,1,1.nlin,715,2041,26,51,1,1.014577765COM DEFINITION DES ELEMENTStypco,3 ! Triangles T6



340 Annexe F. Castormatco,3e,1,52,103,53,3,2e,3,53,103,104,105,54egen,1,2,1,10,2e,21,72,123,124,125,73e,21,73,125,74,23,22egen,21,22,1,15,2egen,1,50,1,7,102chmat,20,2,2,1chmat,22,1,29,1chmat,68,2,6,1chmat,74,1,27chmat, 116,2,10,1chmat,126,1,25chmat,164,2,14,1chmat,178,1,23,1chmat,212,2,18,1chmat,230,1,21,1chmat,260,2,22,1chmat,282,1,19,1chmat,308,2,26,1chmat,334,1,17,1typco,4 ! Quadrangles Q9matco,1e,715,766,817,818,819,768,717,716,767egen,351,351,1,25,2egen,351,375,1,13,102COM CONDITIONS AUX LIMITESddroi,1,1,0.,1.,4., 0.,0.ddroi,1,0,1.,0.,0., 0.,0.ddroi,1,0,1.,0.,-8., 0.,0.COM CHARGEMENT (deplacement impose sur un poincon)poin,1,3,0,1,0.,0.002,10,2endk,50 ! 50 pas de chargeEPLOT
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PROGRAMME CASTOR

MAILLAGE   :   Representation des elements

Fig. F.4: Fondation sur réseau de micropieux - Maillage
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PROGRAMME CASTOR

CAS DE CHARGE :   2 DEFORMEE

Homothetie :  0.79806E+02

Uxmax :  0.29181E-02 au noeud     748
Uymax :  0.10024E-01 au noeud     460

Fig. F.5: Fondation sur réseau de micropieux - Déformée (�=B = 0; 5%)
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PROGRAMME CASTOR

CAS DE CHARGE : 2

DEFORMATION PLASTIQUE CUMULEE 
Phase matrice

LEGENDE

Valeur min :  0.10000E-04
Valeur max :  0.22903E-01

 0.10000E-04
 0.22993E-02
 0.45886E-02
 0.68779E-02
 0.91672E-02
 0.11456E-01
 0.13746E-01
 0.16035E-01
 0.18324E-01
 0.20614E-01

Fig. F.6: Fondation sur réseau de micropieux - Zones plastiques dans le massif (�=B = 0; 5%)
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Annexe G
Manuel d'utilisation des pré- etpost-processeur de Castor
1 IntroductionComme on l'a vu au chapitre 4, section 5, le code Castor se compose de trois programmesindépendants baptisés prepro, castor, postpro. Le programme castor se lance simplement entapant à l'écran castor. Les deux autres sont des interpréteurs en ligne de commandes. Ondécrit dans cette annexe la syntaxe de ces commandes.Une commande est une chaîne de caractères composée d'un mot-clé suivis de paramètres. Lesparamètres sont des chaînes de caractères, des entiers ou des réels séparés par des virgules.Les espaces et les lignes vides sont ignorés, de même que la casse des caractères. Le formatdes réels doit impérativement être spéci�é par un point (par exemple 12.3, 5.) même s'il n'ya pas de décimales.Dans le descriptif des commandes, les paramètres optionnels sont écrits entre crochets [:].2 Commandes généralesAFRES,iDé�nit les cas de charge pour lesquels les résultats (déplacements, déformations,contraintes) sont sauvegardés dans les �chiers file2x.dat.� i = 0 : seuls les résultats des premier et dernier cas de charge sont sauvegardés.� i = 1 : les résultats de tous les cas de charge sont sauvegardés.� i > 1 : les résultats sont sauvegardés tous les n cas de charge, en plus dupremier et du dernier.



346 Annexe G. Manuel d'utilisation de CastorValeur par défaut : i = 0.COMToute ligne de commande commençant par ces trois caractères est ignorée.CYLINEntraîne l'impression des résultats en coordonnées cylindriques dans les �chiersfile2x.dat.EFDEF,a; bL'utilisation de la commande POIN entraîne le calcul de la courbe de charge-ment (réaction sous le poinçon vs. déplacement imposé). Cette commande permetde faire un changement d'échelle pour cette courbe. La valeur de l'abscisse estmultipliée par a, celle de l'ordonnée par b.IPLAS,i[; TOL; ITMAX]Dé�nit le type de comportement utilisé� i = 0 : calcul élastique� i = 1 : calcul élasto-plastique. Le calcul itératif s'arrête si le nombre d'itéra-tions atteint ITMAX ou si l'erreur relative pour les di�érents tests de conver-gence est inférieure à TOL.Valeurs par défaut : TOL = 10�4 ; ITMAX = 500.Q Termine la saisie des lignes de commandes. Entraîne la création des �chiers dedonnées formatés file0x.dat et la sortie du programme prepro.R,inputLit et interprète les lignes de commandes contenues dans le �chier input.TYPDE,iDé�nit le type du calcul.� i = 0 : contrainte plane� i = 1 : déformation plane� i = 2 : axisymétrieValeur par défaut : i = 0.



3. Génération des n÷uds 3473 Génération des n÷udsLes n÷uds sont dé�nis par un numéro (entier) et deux coordonnées (réelles). Ils peuvent êtredé�nis dans n'importe quel ordre. Cependant, à la �n de leur création, la numérotation doitêtre continue de 1 au nombre total.N,N0; x; yCrée le n÷ud numéro N0 de coordonnées (x ; y)NCIRC,xc; yc; r0; �0; �1; N0; NINT;NINCR1; Nc; NINCR2; �r0; qCrée des n÷uds sur Nc arcs de cercles concentriques de centre (xc ; yc), de rayonr = r0 + �r0 qi�1, i = 1; ::; Nc. Chaque arc compris entre les angles �0 et �1 estdivisé en NINT intervalles égaux. Le premier n÷ud du premier cercle porte lenuméro N0, les numéros sont décalés de NINCR1 sur chaque cercle, NINCR2entre deux cercles consécutifs.NDROI,x1; y1; x2; y2; N0; NINT;NINCR [; q]Crée (NINT + 1) n÷uds sur le segment d'extrémités (x1 ; y1) et (x2 ; y2). Lepremier n÷ud porte le numéro N0, les suivants sont décalés de NINCR. Leslongueurs des segments consécutifs sont en progression géométrique de raison q.Valeurs par défaut : q=1.NGEN,N0; N1; NPAS;NITER;NINCR; �x; �yGénère NITER lignes de n÷uds à partir de la ligne dé�nie au préalable parles n÷uds compris entre N0 et N1 tous les NPAS, en décalant les numéros deNINCR et la position de �x et �y. La ligne originale est comptée, de sorte quedes n÷uds sont e�ectivement créés uniquement si NITER > 1.NLIN,N0; N1; NINT;NITER;NINCR [; q]Crée une ligne de n÷uds entre N0 et N1 dé�nis au préalable (NINT -1 n÷udsintermédiaires). Les intervalles entre deux n÷uds consécutifs de cette ligne sonten progression géométrique de raison q. Reproduit NITER fois l'opération endécalant les numéros extrêmes (au départ N0 et N1) de NINCR.Valeurs par défaut : q=1.



348 Annexe G. Manuel d'utilisation de Castor4 Propriétés des matériauxChaque matériau est repéré par un numéro de groupe de propriétés. Les propriétés élastiques,élasto-plastiques de la phase matrice et celles de la (des) phase(s) renforcement sont introduitesà l'aide de di�érentes commandes.MATEL,i;NBDR;E; � [; �]Fixe les propriétés élastiques de la phase matrice du matériau numéro i. NBDRdésigne le nombre de directions de renforcement.� NBDR = 0 : matériau non renforcé,� NBDR = 1 ; 2 : matériau renforcé dans une (deux) direction(s),� NBDR = �1 : matériau renforcé radialement (en déformation plane).Les paramètres qui suivent sont le module d'Young E, le coe�cient de Poisson �et la masse volumique �.Valeurs par défaut : � = 0:MAPLA,i;NCRIT;X1 [;X2]Fixe les propriétés plastiques de la phase matrice du matériau numéro i. NCRITdésigne le numéro du critère de plasticité.� NCRIT = 1 : critère de Von Mises, X1 est le paramètre du critère (limite encission).� NCRIT = 2 : critère de Drucker-Prager dont les propriétés sont déduites parles équations (F.24) de la cohésion X1 = C et de l'angle de frottement endegrés X2 = '.� NCRIT = 3 : critère de Drucker-Prager sous la forme (F.20), avec X1 = �,X2 = k.MAVAR,i;�Ex;�Ey [;�Cx;�Cy]Permet de prendre en compte un module d'Young et une cohésion variables enfonction du point courant pour le matériau i. En un point de coordonnées (x ; y),le module pris en compte est calculé par E(x; y) = E + x�Ex + y�Ey, ou E aété dé�ni précédemment par la commande MATEL. De même pour la cohésion.Valeurs par défaut : �Cx;�Cy = 0:



5. Génération des éléments 349MAREN,i; ar1; �1 [; ar2; �2]Fixe les propriétés élastiques de la phase renforcement du matériau numéro i.� Si NBDR > 0, les ari sont les raideurs élastiques des phases renforcement, les�i les angles en degrés que font les directions de renforcement avec l'horizontale.� Si NBDR = �1, ar1 et �1 ont la signi�cation précédente, les deux paramètressuivants sont les coordonnées du point vers où convergent les inclusions ra-diales.MAPRE,i; �r1 ;$1; �r2;$2Fixe les propriétés plastiques des phases renforcement du matériau numéro i. Les�ri désignent les limites en traction des phases renforcement, les limites en com-pression sont �$i �ri .MANAS,i;  Fixe la valeur de l'angle de dilatance  pour le matériau numéro i. Doit être utiliséaprès la commande MAPLA,i,2,...5 Génération des élémentsUn élément est caractérisé par un type, un matériau et la liste de ses n÷uds. Le type et lematériau courant sont précisés avant la dé�nition du premier élément, et peuvent être modi�ésà tout moment.TYPCO,iFixe le type d'élément courant, c'est à dire qui sera utilisé jusqu'à une nouvellecommande TYPCO.� i = 1 : dé�nit des triangles T3� i = 2 : dé�nit des quadrangles Q4� i = 3 : dé�nit des triangles T6� i = 4 : dé�nit des quadrangles Q9� i = 5 : dé�nit des triangles T6 en axisymétrie (nécessite TYPDE,2).� i = 6 : dé�nit des quadrangles Q9 en axisymétrie (nécessite TYPDE,2).Valeurs par défaut : i = 1.



350 Annexe G. Manuel d'utilisation de CastorMATCO,iFixe le matériau courant, c'est à dire qui sera utilisé jusqu'à une nouvelle com-mande MATCO.Valeurs par défaut : i = 1.CHMAT,NEL;NMAT;NITER;NINCRPermet de changer le numéro du matériau a�ecté pour des éléments déjà dé�nis.NEL est le numéro du premier élément à modi�er, NMAT le nouveau numérode matériau, NITER le nombre d'éléments à modi�er, NINCR l'écart de numé-rotation entre deux éléments successifs.E,N0; N1; ::NkDé�nit un élément dont les n÷uds sont N0; N1; ::Nk. Le type et le matériau doiventavoir été précisés auparavant par MATCO et TYPCO. Pour chaque type d'élé-ments, les n÷uds sont dé�nis dans le sens trigonométrique de façon continue (pourQ9, le n÷ud situé au centre de l'élément est dé�ni en dernier).EGEN,N0; N1; NPAS;NITER;NINCRGénère NITER � 1 groupes d'éléments à partir de ceux compris entre N0 et N1tous les NPAS. L'écart de numérotation entre les groupes successifs est NINCR.Tous les n÷uds doivent avoir été dé�nis au préalable.6 Conditions aux limitesIl est possible d'introduire des e�orts volumiques, surfaciques ou ponctuels et des déplacementsimposés. Plusieurs cas de charge peuvent être dé�nis successivement. Le calcul est incrémental :les résultats pour chaque cas de charge sont cumulés au fur et à mesure. Chaque incrémentde chargement peut comprendre indi�éremment tous les types d'e�orts. Par contre, pour uncalcul piloté en déplacement, les degrés de liberté bloqués sont dé�nis une fois pour toutesdans le premier cas de charge, et seules les valeurs des déplacements imposés sont modi�éspour les cas de charge suivants (chargement proportionnel).ENDK[; i]Cette commande entraîne la sauvegarde sur �chier du cas de charge courant, c'est àdire des e�orts et déplacements imposés jusqu'ici, et les remet à zéro. Le paramètreoptionnel permet de dé�nir i fois le même cas de charge.



6. Conditions aux limites 3516.1 Données en e�ortsACEL,
x,
yDé�nit les composantes horizontale 
x et verticale 
y de l'accélération pour lecalcul des forces de volume. Celles-ci sont obtenues à partir de la masse volumique� introduite par la commande MATEL.SIGIN,i; a; b; cDé�nit le champ des contraintes initiales. i désigne la composante dans le vec-teur des contraintes t� = f�xx ; �yy ; �zz ; �xy ; �r1 ; �r2g. En chaque point, cettecomposante est linéaire des coordonnées, soit �(i) = a+ b x+ c yP,NEL;NF ; Pt; Pn; NITER;NINCRDé�nit un e�ort surfacique constant sur la face NF de l'élément NEL, de compo-santes tangentielle Pt et normale Pn. Reproduit sur NITER éléments décalés deNINCR cet e�ort.Le numéro de face correspond à l'ordre de numérotation des n÷uds, il peut valoir1 à 3 pour les T3 et T6, 1 à 4 pour les Q4 et Q9. Les valeurs de Pt et Pn sontalgébriques, le vecteur tangent t étant orienté dans le sens de la numérotation desn÷uds (sens trigonométrique), le vecteur normal n pointant vers l'extérieur del'élément.F,N0; Fx; FyDé�nit une force ponctuelle sur le n÷ud N0, de composantes Fx et Fy.FGEN,N0; NITER;NINCRDuplique l'e�ort appliqué sur le n÷ud N0 (commande F) NITER fois en décalantles numéros des n÷uds de NINCR.6.2 Données en déplacementD,N0; kx; ky; Ux; UyBloque le(s) degré(s) de liberté du n÷ud N0. kx=y vaut 0 si le déplacement horizon-tal/vertical est libre (la valeur correspondante de Ux=y doit être impérativementnulle), 1 s'il est imposé (La valeur correspondante est Ux=y).



352 Annexe G. Manuel d'utilisation de CastorDGEN,N0; NITER;NINCRReproduit les conditions aux limites �xées au n÷ud N0 (commande D) NITERfois en décalant les numéros des n÷uds de NINCR.DDROI,kx; ky; a; b; c; Ux; UyBloque le(s) degré(s) de liberté des n÷uds situés sur la droite d'équation ax +b y + c = 0. Les paramètres kx=y ; Ux=y ont la même signi�cation que ceux de lacommande D.DCIRC,xc; yc; r0; �0; �1; UrBloque les degrés de liberté des n÷uds situés sur le cercle de centre (xc ; yc), derayon r0, entre les angles �0 et �1 en imposant un déplacement radial Ur.POIN,NEL;NF ; kt; kn; Ut; Un; NITER;NINCRPermet de dé�nir une action de poinçonnement sur un ensemble d'éléments. Surla facette NF de l'élément NEL, les déplacements sont imposés selon la valeur 0/1de kt=n (voir commande D), les valeurs correspondantes sont Ut=n. Cette conditionest reproduite NITER fois en décalant les numéros des éléments de NINCR.Un poinçon rugueux est donc dé�ni par (kt = 1 ; Ut = 0:), un poinçon lisse par(kt = 0 ; Ut = 0:). L'utilisation de la commande POIN à la place de D facilitele post-traitement des résultats. La réaction sous le poinçon est en e�et calculéeautomatiquement, et stockée pour chaque cas de charge de façon à tracer aisémentla courbe de chargement.7 Commandes graphiquesNPLOT[; i]Crée un �chier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre xx étant in-crémenté automatiquement.� i = 1 : seuls les n÷uds sont représentés par un point.� i = 2 : les numéros des n÷uds sont également représentés.Valeur par défaut : i = 2.Cette commande entraîne également la visualisation à l'écran du �chier par leprogramme ghostview.



8. Commandes du post-processeur postpro 353EPLOT[; i]Crée un �chier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre xx étant in-crémenté automatiquement.� i = 1 : seuls les éléments sont représentés par un point.� i = 2 : les numéros des éléments sont également représentés.Valeur par défaut : i = 2.Cette commande entraîne également la visualisation à l'écran du �chier par leprogramme ghostview.ZOOM,x0; y0; x1; y1Sélectionne les n÷uds et les éléments situés dans le rectangle dé�ni par les quatrecoordonnées.NALLSélectionne tous les n÷uds du maillageEALLSélectionne tous les éléments du maillage8 Commandes du post-processeur postproCASFO,iPermet de dé�nir le cas de charge pour lequel les résultats vont être représen-tés. (Celui-ci doit être e�ectivement sauvegardé dans les �chiers file2x.dat, voircommande AFRES).EPLOT[; i]Crée un �chier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre xx étant in-crémenté automatiquement.� i = 1 ; 2 : même action que dans le pré-processeur.� i = 3 : seule la déformée est représentée.



354 Annexe G. Manuel d'utilisation de Castor� i = 4 : le maillage initial et la déformée sont représentés.Valeur par défaut : i = 4.Les déplacements sont ampli�és automatiquement d'un facteur Z de sorte que ledéplacement maximal corresponde à un dixième de la taille du maillage. Le facteurZ peut être introduit manuellement (commande HOMO).EXTRN,output; N0; N1;MOT1[;MOT2;MOT3;MOT4]Permet d'extraire des �chiers de résultats des informations nodales concernant lesn÷uds situés sur le segment d'extrémités les n÷uds N0 et N1 (et non pas les infor-mations relatives à tous les n÷uds de numéro compris entre N0 et N1). Le résultatde l'extraction est écrit dans le �chier output. Les informations disponibles sontrepérés par 1 à 4 mots-clés : X,Y,UX,UY, correspondant respectivement à l'abscisseet l'ordonnée du n÷ud, son déplacement horizontal et vertical.TRACE,output; N0; Ux; UyPermet d'extraire du �chier résultat file21.dat l'historique des déplacements dun÷ud N0 au cours des di�érents cas de charge. Le résultat de l'extraction estsauvegardé dans le �chier output.CPLOT,MOTCrée un �chier au format PostScript baptisé PLOTxx.ps, le nombre xx étant in-crémenté automatiquement.Cette commande permet de représenter les valeurs d'un champ dé�ni sur les élé-ments (valeur moyenne) par une couleur. Les mots-clés disponibles sont :� pour les composantes de contrainte totale � : SXX, SYY, SZZ, SXY,� pour les composantes de contrainte partielle (�m ; �r) : SOXX, SOYY, SOZZ,SOXY, S1, S2,� pour les composantes de déformation EXX, EYY, EZZ, EXY, E1, E2,� pour les composantes de déformation plastique : EPXX, EPYY, EPZZ, EPXY,EP1,EP2,� pour la déformation plastique équivalente cumulée dans la matrice : FSOL,dans chaque phase renforcement : F1,F2 et leur somme : FTOT.Cette commande entraîne également la visualisation à l'écran du �chier par leprogramme ghostview.



8. Commandes du post-processeur postpro 355HOMO,ZDé�nit le facteur Z d'ampli�cation des déplacements pour la représentation de ladéformée du maillage.FBORN,fmin; fmaxPermet de préciser les bornes entre lesquelles les valeurs d'un champ sont repré-sentées par la commande CPLOT. Les valeurs situées à l'extérieur de ces bornessont représentées par la couleur blanche.
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