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Kapitel 10
Stabilitatsprobleme

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Lernziele:

e Was ist Stabilitat und wann ist ein System stabil

e Stabilitatsprobleme klassifizieren konnen

e Ausdruck von Stabilitat in den Last-Verformungsdiagrammen
* Herleitung der Differenzialgleichung nach Theorie 2.0rdnung
* Herleitung der Eulerknickkraft

* Zusammenfassung der Typen von Stabilitatsproblemen.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Stabilitatsprobleme
Oder der Einfluss von Normalkraft die Stabachse entlang

Die Normalkraft modifiziert die Systemsteifigkeit!

Source: Patrick Steffen (FEM I Lectures)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.ethz.ch/content/dam/ethz/special-interest/baug/ibk/structural-mechanics-dam/education/femI/Lecture_2b2018.pdf
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Stabilitatsprobleme
Oder der Einfluss von Normalkraft die Stabachse entlang

Zug — Kein Stabilitatsproblem ! Druck — Stabilitatsproblem !

Source: Patrick Steffen (FEM I Lectures)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.ethz.ch/content/dam/ethz/special-interest/baug/ibk/structural-mechanics-dam/education/femI/Lecture_2b2018.pdf
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Warum ist Knicken gefahrlich ?

Stab unter Druck (Knicken):
Versagen ohne Vorankindigung!

Stab unter Zug:
Versagen mit Vorankindigung

< L) ] e »

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Knicken - Definition

Das meist plotzliche Versagen von Staben durch seitliches
Ausweichen unter Druckbeanspruchung.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Stabilitatsfalle

Bei Einzelstaben ist zwischen folgenden Stabilitatsproblemen zu
unterscheiden:

* Biegeknicken: hohe Druckspannungen infolge Normalkraft;
seitliches Ausknicken infolge Biegebeanspruchungen

* Kippen: hohe Druckspannungen infolge Biegung: seitliches
Ausknicken des Druckflansches

* Drillknicken: hohe Druckspannungen infolge Normalkraft;
Verdrehung des Stabes infolge Torsionsbeanspruchungen

* Biegetorsion/Biegedrillknicken: Kombination aus den
aufgeflihrten Phanomenen.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Stabilitatsfalle

Drzllkymcken BDK-N ,. Micchfall

Biegedrillknicken Beam-Columns

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Stabilitatsprobleme

Mogliche Gleichgewichtslagen

@,

stabil

Nach einer kleinen
Storung kehrt es in die
Ausgangslage zuruck

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

O

instabil indifferent
Nach einer kleinen Ausgelenkte Lage ist ebenfalls
Storung kehrt es nicht in eine Gleichgewichtslage

die Ausgangslage zuruck

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf

m Institute of Structural Engineering 11:46 Page 10

Stabilitatsprobleme

Grundsatzlich existieren zwei Arten der Instabilitat:

Knicken (Verzweigung)
Bei einem Verzweigungsproblem ist das Gleichgewicht mehrdeutig. Das
System verlasst den primaren Pfad und geht in einen sekundaren Ast Uber.

Durchschlagen
Bei einem Durchschlagproblem schlagt ein System bei Lastkontrolle
schlagartig in eine Gleichgewichtslage durch.

Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung
Diese werden normalerweise durch Vorverformungen induziert

Traglastprobleme & Instabilitat
Berucksichtigung von Plastizitat und Steifigkeitsanderungen

Source: C. Felippa, Uni. Colorado

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.colorado.edu/engineering/CAS/courses.d/Structures.d/IAST.Lect23.d/IAST.Lect23.pdf
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Verzweigungsstabilitat - konzeptionelles Beispiel

Starrstab mit Drehfeder

P P Gleichgewichtsgleichung in der verformten
\ l— Lsin(f#) Konfiguration (b):
i PLsin@ = K ,0
0
K Annahme von infinitesimal verformter Lage
L (kleine Winkel):
sind~0 = (PL-K,)0=0

) Okt
X 0 Unter welchen Bedingungen ist diese
(a) 6 = (b) 640 Gleichung erfullt?
Gleichgewichtslagen eines starren Stabes (@) 6=0 VP:triviale Losung
mit einer Torsionsfeder, a) Ausgangslage b)
(infinitesimal) verformter Lage (b) P=P, = % 5 0 beliebig

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi




m Institute of Structural Engineering 11:46 Page 12

Verzweigungsstabilitat - konzeptionelles Beispiel

Starrstab mit Drehfeder

P P Das System verlasst den primaren Pfad und
\ l— Lsin(#) geht in einen sekundaren Ast Uber.
P
ﬁ T P=P_,
I ,
b)
a)
i Okt
[ —\ O O >
(a) # =0 (b) 8 #£0 —0 0

(a) P=#P, stabiles Gl

Gleichgewichtslagen eines starren Stabes
mit einer Torsionsfeder flr a) eine triviale by P= K, _p
Losung (0 = 0) und b) eine nicht triviale () o T
Losung (6 # 0).

. 1Instabiles GlI.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Verzweigungsstabilitat - konzeptionelles Beispiel

Starrstab mit Drehfeder

Bemerkungen

e Fur P<Pcr — Last-Verformungs-Pfad:

eindeutig
e Flr P=Pcr — Verzweigung des
Gleichgewichts in mehreren

moglichen Verformungspfaden

Annahmen
e Starrer Stab

* Linear elastisches Material

* Kleine Verformungen (6<<) zur
Bestimmung des alternativen Pfades

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

Das System verlasst den primaren Pfad und
geht in einen sekundaren Ast Uber.

b)

-0 0
(a) P=#P, stabiles Gl

K : :
(b) P= 7‘9 = P_ instabiles Gl.
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Durchschlagen — grosse Verformungen

Um die Stabilitat eines Systems unter groflen Verformungen, (z.B. flache
Bbgen unter Drucknormalkraften) zu analysieren, muss die geometrische
Nichtlinearitat bertcksichtigt werden.

Dies bedeutet:

* Nichtlinearer Zusammenhang zwischen
Lasten/Dehnungen/Verzerrungen und Verschiebungen.

* Gleichgewicht am verformten (sprich ausgelenkten) System.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Berechnung des Last-Verformungsdiagramms

Beispiel — zwei Pendelstlitzen (Fachwerk!

T

EA = constant

A. Gleichgewicht am unverformten System

u sin @ Q P wodurch:
g:—E(—)b‘ o=Fe o=—-Z= -
L L A 2Asinf _ (2EAsin* 6
M = § sinf =
It u sin Tsing

Source: A. Kassimali

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Beispiel — zwei Pendelstitzen

2. Gleichgewicht am verformten System

a) Aus der Geometrie:

_ - 52
L= J(Lcosﬁ)2+(LsinH—5}-:L\/1+ (I) -2 (L

- Lsiné’—-ﬁ_ 51n9—(

11:46 Page 16

A2

7 p N unverformt

)
L

sinfl =

S ) ()

b) Verschiebungen und Dehnungen:

emimtesimie (5) -2 () |

Baustatik I, Fror. ur. . Ciidw

Source: A. Kassimali



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Ps- 1. Ordnung T
4 Grenzpunkt P,
3 _Z_ Durchschlag
S —— —————————— b
2 : exakter nicht-lineare
| - Verformungspfad
0 | | |
: 0.5 1 3.5 6
-2
-3 -

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi source: A. Kassimali



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Stabilitatsprobleme

Verzwejgungspunkte und
Grenzpunkte gehéren zu den
kritischen Punkten.
Grenzpunkt
Last 4 - ;
(Durchschlagen) Gleichgewichts-

/| pfad

————’

Verzwejgungspunkt
(Knicken)

Verformung

Ein Wechsel zwischen stabiler und instabiler Lage kann nur an kritischen Punkten erfolgen!

Source: Felippa, Uni. Colorado

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.colorado.edu/engineering/CAS/courses.d/Structures.d/IAST.Lect23.d/IAST.Lect23.pdf
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Durchschlagsproblem Flacher
Bogen

Last 4
Durchschlagspunkt Durchschlag* /

n

Verformung w

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Durchschlagsproblem Flacher

Bogen

O

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Steiler
Bogen

Verzweigungsproblem /

last + Verzweigungspunkt. .

-
-
-

/’ C

n

Verformung w

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Verzweigungsproblem / Steiler

Bogen
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Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung
Der Einfluss von Imperfektionen

Bisher: Annahme von perfekten (idealen) Tragwerken und eines perfekten
Bauprozesses!

e In der Praxis treten aber Abweichungen von den geplanten perfekten
Tragwerken im Bauprozess auf.

Diese Abweichungen werden haufig als Imperfektionen bezeichnet und
sie mussen bei dem Entwurf und der Planung von Tragwerken
berlcksichtigt werden.

\ 4

geometrische

Imperfektionen

*Streuungen der Materialparameter/
Eigenspannungen durch Bauprozess.

materielle

\ 4

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bs3_th-ii-ordnung-impefektionen.pdf
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Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung

Geometrische Imperfektionen stellen  Abweichungen von der
Sollgeometrie des Tragwerks dar.

Beispiele dazu sind:
e Ungewollte Schiefstellungen.

e Lotabweichungen bei Stitzen.

e [ astausmittigkeit. vorverformt
(Vorverdrehung)
e Vorverkrimmungen und Vorverdrehungen perfekt | |

N\

perfekt verformt

vorverformt

verformt (Vorverkrimmung)

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bs3_th-ii-ordnung-impefektionen.pdf

m Institute of Structural Engineering 11:46 Page 25
Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung

Alle bis anhin in den Vorlesungen Baustatik | und Il erlduterten
Berechnungen basieren auf der Theorie 1. Ordnung

Theorie I. Ordnung

P

AT &

Gleichgewicht am
unverformten System

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung

Stabilitatsprobleme erfordern eine Berechnung nach Theorie 2. Ordnung.

Theorie |. Ordnung Theorie Il. Ordnung

P P

AT AT N 2

Gleichgewicht am Gleichgewicht am
unverformten System verformten System
M,=0 M, = P-w

Th. II. Ordnung fithrt zu eine Vergrosserung des Biegemomentes

Source: Prof. Ch. Zhang / Elias Perras, Uni. Siegen

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi



https://www.bau.uni-siegen.de/subdomains/baustatik/lehre/master/bstm/arbeitsblaetter/bsm_stabilitaet-einfuehrung-ws1011.pdf
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Verformungs- Spannungsprobleme nach Theorie 2. Ordnung

e Alle bis anhin in den Vorlesungen Baustatik | und Il erlauterten
Berechnungen basieren auf der Theorie 1. Ordnung

» Stabilitatsprobleme erfordern eine Berechnung nach Theorie 2.
Ordnung.

* Gleichgewichtsbedingungen sind im Unterschied zur Theorie 1.
Ordnung, am verformten infinitesimalen Volumen bzw.
Balkenelement, mit linearisierten Beziehungen aufzustellen.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung
Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Annahme kleiner Verformungen .
& Infinitesimales Balkenelement

Balken ’ li’i’ ‘1’ ¢WI

»v X, W
q. ? e >
vy v b by Lf :
& T dx
w
A Z Wy

Von der Gleichgewichtsbedingung in z- ;§“ N, (%) x)
Richtung l&sst sich folgende Beziehung Y =
ableiten (An. von kleinen Winkeln): Yoo , ¥

/NI w
M, (x + dx) =
e N~ K =

Z V=0 cos(w')=1,sin(w')=w N j N (X + dX)

q.dx+V, (x+dx)=V,(x)+ N, (x+de)w (x+dx)-N, (x)w'(x)= V.x+dx)

Vz(x+dx)—VZ(x) +(Nx (x+dx)—Nx (x) W'(x+dx)+Nx (x) w'(x+dx)—w’(x)]=o

+
1 dx dx dx

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung
Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Annahme kleiner Verformungen .
& Infinitesimales Balkenelement

Von der Gleichgewichtsbedingung in z- 2 N ()
Richtung lasst sich folgende Beziehung = Y =
ableiten (An. von kleinen Winkeln): — ¥----- 7 ~ S
M, (x + dx) &
V,(x) =
[P Wi
V,(x + dx)

. _{VZ(x+dx)—VZ(x)J+(Nx(x+dx)—Nx(x) (xrde) e, (X)W'(de)_w'(x)}o

% (wa'j'

=q. +VZ’+(wa')' 0

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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m Institute of Structural Engineering
Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung

Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Infinitesimales Balkenelement

Balken
7 VYV VY
byl Lo e "
dx
Z, Wy
Nach der EB Theorie:
—~
M,=—El W' &M, =V, =V, =-El w" ¥ Nx(,’%)(lyy(x)

und Normalkraftbeanspruchung:

3

- -7 w' M, (x + dx) &

Differenzialgleichung fir kombinierte Biege- V (%) g B
9»1N """"

G+ + (V) =02 BN’ =g,

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung

Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Balken Infinitesimales Balkenelement

qz LB
I3y .” —
W_AE dx

Z, W

. 2 _
Was passiert im Fall einer Zugkraft (P: Zug, N > 0)? Ansatz: A" =N/EI,

Differenzialgleichung fir kombinierte Biegen- und Normalkraftbeanspruchung:

wenn N >0 (Zug). EI w"-Nw"=¢q_ ,wo A= N/ EI,
Homogene Losung: w, (x) =C, +C,x+C, cosh (lx) +C, sinh(/lx)

2
_ TqyX

Partikuldre Losung fur g(x) = ¢g,: w, (X ) N

Warum? s. Folie

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung

Grundfall -Einzelstab: Euler‘scher Knickstab

Was passiert im Fall eines idealen perfekt geraden Stabes
ohne Querbelastung (g,=0)?

N
In diesem Fall wird angenommen das eine winzige Ausbiegung T
mit Verlauf w(x) aus beliebiger Grund (,Fligelschlag einer Fliege” ) ' o<]j
verursacht wird.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung

Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes

"m " __ 2
Zug=N>0,q. =0= EIl w"-Nw"=0,wo A" =N/EI

N
Homogene Losung: w, (x) = C, +C,x+C, cosh (/Ix) +C, sinh(ﬂ,x) J<E'
Wie kdnnen die Koeffizienten der L6sung bestimmt werden?

Durch Verwendung der 4 Randbedingungen (RB) fir einen Pendelstab , El
y

kinematische Randbedigungen: w(0) = w(l ) =0
statische Randbedigungen: M (0) = M (l ) =0

RBam Endex=0:
M, (0)=0= w"(0)=0=—2°C, cosh(0)—A’C, sinh(0) = 0—2C=2 > C, =0
w0)=0=C+C,=0=C, =0

cosh(0)=1

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Page 34
Herleitung der Verzweigungsstabilitat nach Theorie 2. Ordnung
Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes T N
Zug=N>0,g, =0= EI w™-Nw"=0,wo 1> =N/EI, 1«
Homogene Losung: w, (x) = C, + C,x + C; cosh(Ax)+ C, sinh (Ax)
|| ET
RBamEndex=/: g
M, (1)=0=w'(l)=0=-2’C, cosh(Al) - 2°C, sinh (A1) =0
—52 ¢, sinh(/ll) =0 aber sinh(Al)#0 fir 1+ O(oderN # O) =C,=0 O<I
w(l):():>czz+c4@E%/zj=0:>c2 )
C.,C,,C,,C,=0=w, =0
d.h. dass flr eine Zugkraft nur die triviale | S
Losung w(x) = 0 moglich ist! (firA = N = 0)
= stabiles Gleichgewicht — — a0
- y = cosh(x)
----- y = tanh(x)

o1
Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi -
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Balken Infinitesimales Balkenelement

qz LB
I3y .” —
W_AE dx

Z, W

V?<
=

Ansatz: A* =N/EI,
Was passiert im Fall einer Druckkraft (P:Druck, N<Q)?

Differenzialgleichung fir kombinierte Biegen- und Normalkraftbeanspruchung:

wenn N <0 (Druck): El w"+ Nw"=q, ,wo A* =N /EI,
Homogene Losung: w, (x) =C +Cx+C, cos(/lx) +C, sin(ﬁx)

_ %x2
2N

Partikulédre Losung fir g(x) = g,: w, (x)

— Warum? s. Folie

Page 35

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

N
Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes l
Druck == N <0,q, =0= EIl w"+Nw"=0,wo A* =N/EI, | (]j
Homogene Losung: w, (x) =C, +C,x+C, cos (/Ix) +C, sin(lx)

. . .y ) . L[ ET
Wie kdnnen die Koeffizienten der Lésung bestimmt werden? Y
Durch Verwendung der 4 Randbedingungen (RB) flir einen Pendelstab

kinematische Randbedigungen: w(0) = w(/) =0 : 0<]
statische Randbedigungen: M (0) =M (/) =0

RBamEndex=0:
M, (0)=0=w"(0)=0=-2C,cos(0)—-A°C,sin(0)=0=C, =0
w0)=0=>C,+C,=0=>C, =0

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes , y

Druck == N <0,q, =0= EIl w"+Nw"=0,wo A* =N/EI, | cl<ﬂ
Homogene Losung: w, (x) =C, +C,x+C, cos (/Ix) +C, sin(lx)
RBam Ende x=/: || EL

M, (1)=0=w'(l)=0=—A°C, cos(Al) - A°C, sin(Al) = 0—=

C, = O(triviale Lésung) oder

sin(/u)zo:/uzm:/l:%, n=12,...

w(l):O:>Czl+C4si/n%j Sa

n=1
Zusatzlich zu der trivialen | nrx n=2
Losung w(x)=0 gibt es n w(x)=w,__ sin T

weitere Gleichgewichtspfade

Il
-
z2
j=]
—
N
3
g
(=]
N
I\)Q
Il

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes

Druck = N <0,q, =0 = E[,w"+ Nw"=0,wo 2> =N/ EI, N,
s
wx)=w,__ sin(/lx) =w,__Ssin (@j,wo a=17 -
[ ] N,
N nr 5 7’
—=>—=A"=|—| =N =n’El — n=12,...
El, ( / j " vk Ny
0

Verzweigungslast: mehrere mogliche Verformungspfade
Es gibt in diesem Fall theoretisch unendlich viele (,,n)

Losungen, welche eine jeweils ,n%“-fache Euler'sche n=2
Knicklast liefern.

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

Perfekt gerader Stab ohne Querbelastung (g,=0) in Form eines Pendelstabes

Aus strukturmechanischer Sicht ist nur der kleinste Wert mit n=1 gemal

2
N, =N, =El, ’e : Eulerknicklast
n=1
von Bedeutung (funktioniert als Grenze).
Knickfigur

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Beschreibung des Stabilitats- bzw Verzweigungsproblems

Eulerknicklast

2

N, =N, =EI, 7;—2 : Eulerknicklast

Unter Auswirkung der Eulerknicklast kann auch eine winzige Verschiebung, FlUgelschlag
einer Fliege, zur stark Verformung und Verlust der Tragfahigkeit fihren

Eigenschaften

» Die kritische Druckbeanspruchung hangt nicht von der Druckfestigkeit des
Stabmaterials (EA), sondern von dessen Elastizitat (E-Modul)
und Flachentragheitsmoment | (Biegesteifigkeit) ab.

» Die kritische Druckspannung ist wesentlich kleiner als die Biege- und Druckfestigkeit
des Materials.

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Berechnung der Euler‘sche Knickfalle (Knicklange,
Knicklasten) fur weiteren Randbedingungen

Das Eigenwertproblem — Analytische Berechnung
» Pendelstab

» Beidseitig eingespannter Balken

» Beidseitig eingespannter Balken

» Kragarm

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung fiir weitere Randbedingungen

N <0,q, =0= EIl w"+Nw"=0,wo A* =N/EI,
Homogene Losung: wh( =C, +Cx+C, cos /Ix +C, sin ﬂ.x) Er
\\\ / | |
4 Unbekannte 1P

Die unbekannten Koeffizienten werden entsprechend der angegebenen
Randbedingungen bestimmt

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

N N N N
l “ \l\\ l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
i & | W (x) = C, — AC, sin (Ax) + AC, cos(Ax)
w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)

I E]y I El I Ely I El
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen

‘ °<] NI MW NMAAAR Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 1 — Pendelstab:

w(0)=0] G +C,-0+C, cos{a0] +C,sinf20) =0

w"(0)=0>:> _22C3M1_/12C4M0 ~0 Homogenes lineares
w(l)=0 C,+C,l+C, cos(Al)+C, sin (A1) =0 Gleichungssystem
W"(Z)ZO/ —12C3 cos(ll)—ﬂzC4 sin(ll)zO

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

N N N N
l l l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
; C<H AN X (<H ¢
w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)
"(x)=-A°C Ax)—=A°C,sin(A
e e 1 e e o  cos(Ax) - 22C, sin (Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden
‘ entsprechend der angegebenen
°<] AN NN AR NN A N NN

Randbedingungen bestimmt

Fall 1 — Pendelstab:

. ) ) Homogenes lineares
w(0)=0 1 0 1 0 (C| [0 Gleichungssystem
w’(0)=0 |0 0 -2’ 0 C,| |0

r—=> . = U
w(l) =0 1 !/ cos(/il) sm(ﬂ,l) C, 0
wi(l)=0| [0 0 ~A%cos(Al) -A*sin(Al)|[C,| |0 det(A)=0

o X X o

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

N N N N
l “ \l\\ l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
i & | W (x) = C, — AC, sin (Ax) + AC, cos(Ax)
w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)

1| EL || EL 1| ET 1| ET
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen

‘ °<] NI MW NMAAAR Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 1 — Pendelstab:

Homogenes lineares

w(0)=0 | T | 0 Gleichungssystem
w(0)=0 o o -2 0

w()=0 [T]1 1 cos(ar)  sin(ar) |7 U
wi(l)=0| [0 0 —27cos(al) —A’sin(41) def(A)=0

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Fall 1 — Pendelstab

N . _ T
i(ﬁ det(A)= 0= sin(A)=0= Al =nz —"> 2, ==
2
N T T’ y
o Ansatz: —< — gfr — (_j =N, = E]y — Euler‘sche
l ’ El, [ [ Knicklast
@ N ‘- T 7[2
l Definition - Knicklidnge : /, = o0 =1/ sodass N, =EI, T
cr k
1
l —
Knickfigur: L — w(x)= Asin%

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung fiir verschiedenen Randbedingungen

@

| | |
AN C<H ?

|| E | |E || E

y

NN NN NANANN NANAN

2 ©, @

Fall 2 — beidseitig eingespannter Balken:

w(0)=0
w'(0)=0

(/)

G, +C,-0+C, cosfA0) +C, sinf0) =0
0 1
|, C,—AC, sinfA0) +AC, cosfA0) =0

C +C,l+C, cos(/il)+C4 sin(/ll) =0

w(l)=0
w'(l):O)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

C, —AC, sin(/ll)+ AC, cos(/ll) =0

w(x) =C, +Cx+C, cos(/lx) +C, sin(/lx)

w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)

w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden

entsprechend der angegebenen
Randbedingungen bestimmt

Homogenes lineares
Gleichungssystem
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle
Verallgemeinerung fiir verschiedenen Randbedingungen
N N N N
} l } Vo (3) =G+ G+ € cos(Ax) + €, sin (4x)

. AN X X
it it | W (x) = C, — AC, sin (Ax) + AC, cos(Ax)
w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)

|| ET || EL 1| EL 1| ET
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen

‘ °<] NI MW NMAAAR Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 2 — beidseitig eingespannter Balken:

Homogenes lineares

w(0)=0 1 0 1 0 Gleichungssystem

w'(0)=0 |0 1 0 A

w(i)=0 [ |1 1 cos(a) sin(ar)| 7" U

w()=0] [0 ! ~Asin(Al) Acos(A) def(A)=0
det(A)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

N N N N
l l l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
; C<H AN X (<H 1 '
w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)
" 2 2 .
e | e | w (x) =-A"C, cos(/lx)—/i C, sm(/lx)
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen
‘ °<] MW MR MV Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 2 — beidseitig eingespannter Balken:

2—2cos(/’tl)—ﬂlsin(/’tl) =0 mit:

cos(/U) —1=-2sin’ (%) & sin(/ll) = 2sin(%) cos (ﬁj

det(A)= 0 =

2

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

N N N N
l l l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
; C<H AN X (<H ¢ '
w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)
" 2 2 .
e | e | w (x) =-A"C, cos(/lx)—ﬂ, C, sm(/lx)
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen
‘ °<] MW MR MV Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

e (ALY AL Al
Fall 2 — beidseitig eingespannter Balken:  sin Y 7cos —sin Y =

Al Al ] onr ) 2nrw )
sin =0 =nr = _ = _ e
( j 2 4 [ A ! A

Al Al .
oder —cos( j ( j tan j:_ %:4.493 A = 8.986

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Fall 2 — beidseitig eingespannter Balken

N
l det(A)= 0= ﬂcr = min(jﬂ)){z)”—:l)/’{w = 2_7Z-(< %j
AN\ l l
2
N 5 27 A’ Euler‘sche
| ELL Ansatz: ——=A4_ = (—j =N, =El — Knicklast
EI, [ [
N NN NN
@ N T
Knickldnge: /, = — = —
l N icklinge: [, 2 2
\.
e e 27X
Knickfigur: 1 no— w(x)= A(COST_lj
N NN AN

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi




ETH stitute of Structural Engineering 11:46 Page 52
Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle
Verallgemeinerung:
N N N N
} l } Vo (3) =G+ G+ € cos(Ax) + €, sin (4x)

. AN X X
it it | W (x) = C, — AC, sin (Ax) + AC, cos(Ax)
w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)

Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen
°<] NI MW NMAAAR Randbedingungen bestimmt

@ @ @ @
Fall 3 — einseitig eingespannter Balken:

w(0)=0] G +C,-0+C, cosfAT)] +C,sinfa0) =0
W(0)=01 ¢ - ¢, sinfa0]" + 4C, cosfA0)

w(l)=0 C, +Cyl+C, cos(Al)+C, sin(Al) =0
w"(l) 0) —}LZC3 cos(/"tl)—/12C4 Sin(ﬂl)=0

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

0 Homogenes lineares
Gleichungssystem
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

N N N N
l l l l w(x)=1+Cx+C, cos(Ax)+C,sin(Ax)
; C<H AN X (<H ¢
w'(x)=C, = AC, sin(Ax)+ AC, cos(Ax)
"(x)=-A°C, sin(Ax)-A*C A
e e e | e v sin(Ax) - 2°C, cos(Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen
‘ °<] AR RN AR N RN T

Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 3 — einseitig eingespannter Balken:

Homogenes lineares
W(O) =0 1 0 1 0 Gleichungssystem
w'(0)=0| [0 1 0 A 0
w(l)=0 [ |1 1 cos(al)  sin(al) |° U
w'(1)=0 ¥0 0 —A’cos(Al) —A° sin(/Il)J det(A)= 0
det(A)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

| | | |
(.<H SN C<H 1

|| || E | |E || E

y

‘ °<] SRR T TR

@ 2 ©, @

Fall 3 — einseitig eingespannter Balken:

det(A)= 0= tan(Al)=2l = A=225  T

I 071

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

w(x) =1+Cx+C, cos(ﬂx) +C, sin(ﬂ,x)

w'(x)=C, = AC, sin(Ax)+ AC, cos(Ax)

w"(x) =—-A%C, sin(Ax)—A°C, cos(Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden

entsprechend der angegebenen
Randbedingungen bestimmt

Y
10 ¢

8 L
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Fall 3 — einseitig eingespannter Balken

N 7
} det(A)y=0= 1 =——
1 o 0.7
2
N, 2 T 2’ Euler‘sche
LB Ansatz: £l = A, = (ﬁj =N, = £} 2 Knicklast
NANANN
@ l N Knicklinge: /, = ﬂi =0.7/
l = :
Knickfigur: — w(x)z? (Self — study exerczse)
AR RN

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung

| | | |
(.<H SN C<H 1

|| || E | |E || E

y

‘ °<] SRR T TR

@ 2 ©, @

w(x) =C, +Cx+C, cos(/lx) +C, sin(/lx)

w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)

w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden

entsprechend der angegebenen
Randbedingungen bestimmt

Fall 4 — Kragarm (einseitig eingespannter und freier Stab):

N N’ Randbedingungen: ~ w(0)=0,w'(0)=0,w"(/)=0

~

Y
N=A EIy

|
| V, = —EL,w""
l
i Nw (1)+V,. =0

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

Querkraftgleichgewicht am freien Ende =

>AEI w'(1)—EIw"(1)=0
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

N N N N
l “ \l\\ l l w(x)=C, +C,x+C;cos(Ax)+C, sin(Ax)
i & | W (x) = C, — AC, sin (Ax) + AC, cos(Ax)
w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)

Die unbekannten Koeffizienten werden
entsprechend der angegebenen
°<] NI MW NMAAAR Randbedingungen bestimmt

@ 2 ©, @

Fall 4 — Kragarm (einseitig eingespannter und freier Stab):

Homogenes lineares

w(0)=0 ] 10 | 0 Gleichungssystem
"(0)=0
w( ) L 0 1 2 0 2 /I o U
w'(1)=0 0 0 —A’cos(Al) —A’sin(Al)
2 det(A)= 0
AZW/(Z)_WHV(Z) — O) ¥O A 0 0 |
detV(A)

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Verallgemeinerung:

| | | |
(.<H SN C<H 1

|| || E | |E || E

y

‘ °<] SRR T TR

@ 2 ©, @

w(x) =C, +Cx+C, cos(/lx) +C, sin(/lx)

w'(x)=C, - AC; sin(Ax)+ AC, cos(Ax)

w"(x) =—-A%C; cos(Ax)—A°C, sin(Ax)
Die unbekannten Koeffizienten werden

entsprechend der angegebenen
Randbedingungen bestimmt

Fall 4 — Kragarm (einseitig eingespannter und freier Stab):

det(A)= 0 = cos(ll)—sin(/ll)+1=O:>ﬂZ:§

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Fall 4 — Kragarm

N det(A)=0= 4, =—
| 21
1
2
N T 7’ Euler‘sche
Ansatz: —L =A° =| — | =|N._ =El — -
1| EL Ely cr ( 21) cr Y 47> Knicklast
NN\ NN
@ Knicklénge: /, = 2 9
l N ﬂ’cr
! W
Knickfigur: | — w(x)= A(cosj—z—lj

S
Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Eulerknickfalle

Eulersche Knickfalle

1 L

ASANANAN

71

=51
L

ST AN <

lN

11:46

1,=21

Knickfdlle 1 2 3 4
Knicklange [, [ 0.51 0.71 2l
Kritische Kznicklast 2 4 52 e
Ncrzjz“JyZ—zzElyﬂ,2 El, =~ El,— | B, | Bl s

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi

Page 60




m Institute of Structural Engineering 11:46 Page 61

Stabilitatsprobleme - Typen

(a) (b) (©) (d)
N, F N
Y
7
| Npl -\ .
| N LN _—Stabilititsproblem
‘ er - ________.._---—-———-="
| N —
| _ / N\~ \_Elastizititsproblem nach
£, M. K -——7 Theorie 2. Ordnung
i . Traglastproblem
|
|
| { wlol.ma.x
|5 | w, 2w,

Spannungsproblem nach

Wo max J wmmu Theorie 2. Ordnung

w

tol,max

(a) perfekter gerader Stab; (b) Stab mit Bericksichtigung einer Verformung;
(c) Mechanismus fir die Traglast Berechnung nach Theorie 2. Ordnung; (d) N-w Diagramm

Source: Baustatik I, Simon Zweidler
Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Zusammenfassung — Stabilitatsprobleme

* Knicken/Instabilitat kann unter Préasenz von Druckspannungen auftreten
* Dieses Phanomen ist im Stahlbau besonders wichtig wegen hoherer Steifigkeit und
schlanker Querschnitten und dinner Blechen

Typen von Instabilitat

* Verzweigungsprobleme: Annahme von ,idealen” Systemen (linear-elastisch),
unter Einwirkung einer infinitesimalen Verformung aus der Ursprungslage.

e Durchschlagsprobleme: fir spezielle ,geometrieempfindliche” Strukturen muss
die exakte, nichtlineare Geometrieveranderung bericksichtigt werden.

» Die kritischen Lasten die der Gleichgewichtsgleichung erfillen werden als
Verzweigungslasten” genannt.

* Verzweigungslast”ist jene des Druckstabs bei Biegeknicken: , Eulerlast”

e (elastische) Theorie 2. Ordnung: Betrachtung des Gleichgewichts am endlich
ausgelenkten Stab. Bei der klassischen Th. 2. Ordnung wird ebenfalls keine
Plastizitat bertcksichtigt.

* Die realen Traglasten von Staben erfordern die Bericksichtigung weiterer Effekte
wie Steifigkeitsverlust durch Plastizitat, Eigenspannungen— ,Traglasttheorie”

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der L&sung im Fall einer Zugkraft

Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Was passiert im Fall einer Zugkraft? Infinitesimales Balkenelement

o,
e

wenn N >0 (Zug). EI w"-Nw"=gq, ,woA>=N/EI[ >0 %V

Die homogene Lésung wird unter Verwendung

des charakteristischen Polynoms gefunden dx
z, W
va_ /12 " :q_z
EI

y
Char. Poly 0" -1’0’ =0=> 0" =00r @ =1 =>w==%1
Dann nimmt die homogene Losung folgede Form:

Homogene Losung: w, (x) = C, + C,x + C, cosh(Ax)+ C, sinh ( Ax)

Aufgrund des Begriffs g. / EI, auf der rechten Seite der Gleichung gibt es auch eine

_ _QOXZ
2N

partikulare Losung fir g(x) = q,: w, (x)

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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Herleitung der L6sung im Fall einer Druckkraft

Gleichgewicht am verformten System nach Theorie 2. Ordnung

Was passiert im Fall einer Druckkraft? Infinitesimales Balkenelement
wenn N <0 (Druck): EI, w"'+ Nw'=¢q. ,wo A’ = N/EI, >0 )V Il/ \L ¢ ¢ 1{ W
e -

Die homogene Lésung wird unter Verwendung

des charakteristischen Polynoms gefunden dx
z, W
w4 12 " :q_z
EI

y
Char. Poly :0* + 2’0’ =0= &’ =0 or @ =—-1> = o =*iA (i imaginire Zahl)
Dann nimmt die homogene Losung folgede Form:

Homogene Losung: w, (x) = C, + C,x + C, cos(Ax)+C, sin(Ax)

Aufgrund des Begriffs g. / EI, auf der rechten Seite der Gleichung gibt es auch eine

_ %xz
2N

partikulare Losung fir g(x) = ¢,: w, (x)

Source: Baustatik I, Simon Zweidler

Baustatik I, Prof. Dr. E. Chatzi
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