Inst:tut fur Geodasm und
Photogrammetrie .
‘ander Eidgenossischen ,
Technlschen Hochschule
g 'z unch .

- 'Mitteiilungen Nr .

. Ne y a_'u_S glelchu v -

. e




Allgemeine Vermittelnde
Netzausgleichung

Herbert ]. Matthias



Copyright by

Institut fiir Geodéasie und Photogrammetrie
an der Eidg. Technischen Hochschule Ziirich
Alle Rechte vorbehalten

_Auflage 600 Exemplare



Meinen Assistenten und Mitarbeitern danke ich fiir die gute Unter-
stiitzung: Herr dipl. Ing. P. Oberli hat das Manuskript korrigiert
und druckfertig geschrieben sowie einige Figuren gezeichnet. Die
numerischen Beispiele hat Herr dipl. Ing. W. Oswald berechnet.
Frau dipl. Ing. K. Sedlar verfasste ein EDV - Versuchsprogramm

zu AVNA und die Herren B. Wirth und W. Schneibel haben die Figu-
ren gezeichnet.






Inhaltsverzeichnis

3.

Ein]eitung

1 Zweck der Arbeit

.2 Gegenstand der Arbeit

3 Das Ablaufschema bei vermessungstechnischen Arbei-
ten

Zusammenfassung

Veranlassung zur Arbeit mit Einfiihrungsbeispiel
Literaturangabe

.

1.
.lo
.ln

(o) & B0

Vorbereitungen

2.1 Der Begriff der ebenen geoddtischen Netze
Arten von Zwangen
Klassische Netzbegriffe
Uebersicht iiber die Parameter bei der Ausgleichung
ebener geoddtischer Lagenetze
2.5 Uebersicht iiber die Parameter bei der Ausgleichung
ebener geoddtischer Hohennetze
2.6 Abkiirzungen, Benennungen, Signaturen
2.61 Zu den Figuren
2.62 Vektoren
2.63 Dimensionen
2.64 Matrizen
2.65 Gewichts- und Kofaktorenmatrizen

Grundlagen

3.1 Zur inneren Fehlertheorie eines Punkthaufens nach
P. Meissl
3.2 Ueber die Aehnlichkeitstransformation
3.3 Ueber singuldre Ausgleichungsaufgaben
3.31 Ueber singuldre Matrizen
3.32 Klassische Aufgaben mit vermittelnder Aus-
gleichung
3.33 Singuldre vermittelnde Ausgleichungsaufgaben
3.34 Arten von Singularitdten; Rangdefekt der La-
gerung, Rangdefekt der Konfiguration
3.4 Ueber einige Begriffe aus Metrologie und Vermes-
sung
3.41 Begriffe aus der Metrologie
3.42 Koordinaten und Basis
3.43 Netzverbesserung, Koordinatenverbesserung,
Punktverschiebung

N NN
2N

Das mathematische Modell der AVNA

Die Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen

5.1 Die direkten Koordinatenbeobachtungen
5.2 Die Richtungsbeobachtungen
5.3 Die Distanzbeobachtungen

Seite

N O WO 00 I ~J

14
15
16
17

20

22
25
28
29
30

32
35

47
50

51
53

58
59

62
63

65

71
73
75




Die Losung der AVNA - o.T.

Allgemeine vermittelnde Netzausgleichung ohne Trans-
formation

6.1 Das mathematische Modell, Kommentar

6.2 Die Losung

6.3 Rekapitulation betreffend die Absolutglieder

6.4 Rekapitulation betreffend die Kofaktorenmatrizen
6.5 Rekapitulation betreffend die Netzparameter

nach AVNA - o.T.
6.6 Die Netzverbesserung nach AVNA - o.T.

Die Losung von AVNA - m,T.

Allgemeine vermittelnde Netzausgleichung mit Trans-
formation.

Das mathematische Modell

7.1

7.2 Der Losungsweg

7.3 Zur Interpretation des Losungsweges

7.4 Die geometrische Interpretation von AVNA

7.5 Die Losung

7.6 Rekapitulation der Netzparameter nach AVNA - m,T.
und der zugehdrigen Kofaktorenmatrizen

7.7 Die innere Genauigkeit

7.8 Die Netzverbesserung nach AVNA - m.T.

Mogliche Erweiterungen des Modells AVNA

8.1 "Vermittelnde" Verarbeitung von Bedingungsglei-
chungen aller Art bei AVNA
8.11 Aeussere Zwdnge, netzfremde Bedingungen
8.12 Innere Zwdnge, netzeigene Bedingungen
8.13 Bedingungsgleichungen verschiedener Art,

allgemeine Betrachtung

8.2 Andere Arten von Beobachtungen
8.21 Beobachtung von Horizontalwinkeln
8.22 Direkte Beobachtung einer orientierten

Richtung
8.23 "Eindimensionale" HoGhennetze

8.3 Verschiedene Erweiterungen
8.31 Andere Transformationen
8.32 Mehrere Transformationen
8.33 Andere Optimierungsarten
8.34 R&umliche Netze
8.35 Anwendung in der Feinwerktechnik
8.36 "Nicht geometrische" Systeme

Numerische Beispiele

9.1 Eindimensionales Priif-Streckennetz
Eindimensionales kombiniertes Hohennetz
Zweidimensionales Richtungsnetz
Zweidimensionales Streckennetz

WO W W
P~ wnmn

Seite

77
78
80
81
83

84

87
88
88
88
90
91

92
92

94
94
95

95
95

96

97
97
97
97
97
97

98
105
114
124



1

1

.

.2

Einleitung

Zweck dieser Arbeit

AVNA, die aligemeine vermittelnde Netzausgleichung, ist der Begriff
fiir das in dieser Arbeit dargestellte mathematische Modell. Es handelt
sich allerdings - vermutlich in allen Teilen - nicht um eine Neuigkeit.

Zweck dieser Arbeit ist es, die AVNA vorzustellen mit allen fiir die
geodatische Anwendung niitzlichen Erlduterungen. Die Ausflihrungen rich-
ten sich dabei vor allem an Studierende, jetzige und ehemalige. In der
Fachliteratur belesene Anspruchsvolle werden an diesen Darstellungen
demgegeniiber kaum restlos Gefallen finden.

Fiir die Praxis vermag die AVNA fiir viele Anwendungen in der amtlichen
Vermessung und in der Ingenieurvermessung alle Wiinsche bezliglich Ver-
allgemeinerungen und Modellverfeinerungen gegeniiber konventionellen
Ausgleichungsverfahren zu erfiillen, Fir die Lehre und fir die Programm-
entwicklung ist nach Auffassung des Autors bei voller Wahrung der All-
gemeinheit mit der AVNA eine Straffung des Stoffes moglich, Dies fiihrte
allerdings zum Verzicht auf die gesonderte Darstellung der vier klassi-
schen Ausgleichungsarten.

Messsysteme, mit denen ebene Projektionskoordinaten oder Raumkoor-
dinaten direkt bestimmt werden (Dopplermessungen mit Satelliten,
Inertiaimesssysteme) gewinnen in der Geoddsie zusehends an Bedeutung.
AVNA stellt fir die Verarbeitung ein geeignetes mathematisches Modell
dar.

Aehnliches gilt fiir die Feinmesstechnik, wo einerseits direkte "abso-
Tute" Koordinatenmessungen (mit sog. Zwei, Drei- oder Vierkoordinaten-
messmaschinen) und anderseits “"relative" Beobachtungen (Langen, Winkel)
vorkommen,

Gegenstand der Arbeit

Die Tafel 1.1 stellt das Ablaufschema der Bearbeitung eines geodati-
schen Netzes mit allen Arbeitsgattungen von der Aufgabenstellung bis
zum Schlussbericht dar.

Von allen diesen Arbeitsgattungen werden in dieser Arbeit nur die mit
*) bezeichneten Abschnitte behandelt, ndmlich

- das mathematische Modell,

- der Ldsungsgang sowie

- die Resultate mit Interpretation einiger Beispiele

fiir ebene geoddtische Netze.

Insbesondere finden sich in dieser Arbeit keine Ausfiihrungen Uber
Zuverlassigkeitsuntersuchungen a priori

Genauigkeitsfragen

Optimierungen verschiedener Art a priori

Modelltests a posteriori und Aufdeckung grober Fehler
Hypothesentests fiir die unbekannten Parameter a posteriori.
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Das_Ablaufschema vermessungstechnischer Arbeiten
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Resultate interpretieren
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Tafel 1.1



Zusammenfassung

Zusammenfassend kann das mathematische Modell der AVNA durch folgende

Merkmale gekennzeichnet werden:

- Fiir die Art der Beobachtungen besteht praktisch keine Beschrankung:
iibliche vermittelnde (reale) Beobachtungen, verschiedene Arten (hy-
brider) Beobachtungen wie etwa Hohendifferenzen, direkte Beobachtun-
gen von Koordinaten, Hohen, orientierten Richtungen, Lotungen u. a.m.

- Es gibt in der Regel reale und fingierte Beobachtungen.

- Bedingungen beliebiger Art (innere Zwdnge, dussere Zwdnge) werden
als fingierte Beobachtungen eingefiihrt.

- Die Koeffizientenmatrix der Verbesserungsgleichungen ist in der Re-
gel durch zwei Teilmatrizen, die Konfigurationsmatrix und die Lage-
rungsmatrix, gekennzeichnet.

- Die Komponenten der Unbekannten (Parametervektor) sind neben den ub-
Tichen Koordinaten- (hier aller Netzpunkte) und Orientierungsunbe-
kannten auch Massstabsfaktoren sowie - in der Regel - Koeffizienten
einer (beliebigen) Transformations- (Optimierungs-) Matrix.

- Fiir die Gewichte der Beobachtungen aller Beobachtungsgleichungen
gibt es keine Beschrédnkung. Im allgemeinsten Fall sind die der Kon-
figurations- und der Lagerungsmatrix zugeordneten Gewichtsmatrizen
voll besetzt.

- Im allgemeinsten Fall geht es um die Losung einer singuldren Aus-
gleichungsaufgabe mittels einer geeigneten Optimierung null'ter Art.

- Je nach der a priori Gewichtswahl handelt es sich einerseits also
um die Ausgleichung sog. freier Netze oder anderseits um sog. ge-
zwiangte Netze sowie um alle zwischen diesen beiden Fallen denkbaren
Uebergdnge.

- Der Vorgang kann auch aufgefasst werden als die Optimierung der Ko-
ordinaten und der Lagerung eines a priori gegebenen Punkthaufens fir
den (in dem) zusdtzliche relative und absolute Beobachtungen (z. B.
mit direkten Koordinatenmessungen in der Photogrammetrie oder in der
Feinwerktechnik) erfolgt sind. Dies fiihrt zu dem (evtl. neuen) Be-
griff der Netzverbesserung und dem bekannten Begriff der inneren Ge-
nauigkeit.

- Bei Erweiterung der Betrachtung, dass Beobachtungsgleichungen nicht
(wie in der Geodidsie iiblich) dimensionierte funktionale Zusammenhdn-
ge, sondern ebensolche, aber von dimensionslosen Grossen sind, fihrt
zur Verallgemeinerung fiir die Auswertung von Mess- (Zufalls-) Ex-
perimenten in beliebigen Fachgebieten mit hybriden Beobachtungen
aller Art.

Veranlassung zur Arbeit mit Einfiihrungsbeispiel

In den letzten Jahren meiner praktischen Berufsausiibung kamen Setzungs-
messungen an Briickenobjekten hdufig vor, siehe Figur 1.2.

Gegeben '
sind eine Gruppe By von Bezugspunkten im Bezugsraum Nord sowie ebenso

eine Gruppe Bg im Bezugsraum Sud.

Gemessen ‘
wurden periodisch die Doppelnivellementslinien, die die Bezugspunkte

mit den Objektpunkten verbinden.




Figur 1.2 B,, Bezugspunkte Gruppe Nord
BS Bezugspunkte Gruppe Siid
Ob Objektpunkte

I: Innere ...
Figur 1.3 © iibernommene Punkte R: Rand ...
O Neupunkte A: Aeussere ...

D Stationspunkte
——-== einseitige Richtungsbeobachtung

gegenseitige Richtungsbeobachtung
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Gesucht

sind die Hohenverdnderungen der Objektpunkte Ob (Widerlager und Stiit-
zenfundamente) gegeniiber (mit Bezug auf) die durch die Gruppen By und
Bg idealisierten Bezugsrdume Nord und Sid.

Dabei

wird die gegenseitige Hohenstabilitdt der beiden Bezugsrdume Nord und

Siid vom Baugeologen nicht als iiber alle Zweifel erhaben betrachtet.

Ebenso nicht die Fundation der einzelnen Bezugspunkte.

Zur Losung

galt es also, ein mathematisches Modell zu finden

- bei dem pro Bezugsraum Nord und Siid nicht nur je 1 Bezugspunkt mit
gegebener Hohe als unverdanderlich angenommen wird, sondérn bei dem
die beiden Bezugsrdume in der Auswertung durch alle Punkte der je-
weiligen Gruppe - vieileicht mit verschiedenen Gewichten je nach der
a priori vermuteten oder aus friiheren Messperioden a posteriori ge-
schatzten Stabilitdt - idealisiert werden.

- bei dem die Nivellementslinien £N und L5 zwischen den Bezugspunkten
jeder Gruppe By und Bg nicht nur zur Kontrolle beniitzt werden, son-
dern auch als iiberschiissige Beobachtungen zur Genauigkeit des Ge-
samtsystems beitragen und diese u.U. von Messperiode zu Messperio-
de sogar erhdhen.

- bei dem sich Testgrdossen ergeben, mit denen Hypothesen iiber dje Sta-
bilitdt der Bezugsrdaume unter sich und der Objektpunkte gegeniiber
den Bezugsraumen getestet werden konnen.

Ein analoges Beispiel ist fiir Lagenetze in Figur 1.3 dargestellt.

Dies fuihrte zu AVNA

Der Schritt aus der Berufsausiibung an die Hochschule fiihrte zum Auf-
frischen, Ergdnzen und Erneuern der Kenntnisse. Dabei ergab sich,
dass sich schon viele Fachleute mit dieser Problemstellung beschaf-
tigt haben, dass dies gegenwdrtig besonders intensiv geschieht und
dass die Losung wohl seit geraumer Zeit bekannt ist.
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Vorbereitungen

Der Begriff der ebenen geoddtischen Netze

Mit der nachfolgenden Formulierung wird nicht Anspruch auf Allgemein-
gultigkeit oder Vollstdndigkeit erhoben.

Die Art der ebenen geoddtischen Netze, die in dieser Publikation be-
handelt werden, sind in den Figuren 2.03, 2.05, 2.08, 2.09 dargestellt
mit Erlduterungen in den Tafeln 2.02, 2.06, 2.07, 2.09.

Einerseits handelt es sich um zweidimensionale Lagenetze in einem
kartesischen (Y, X) -Projektionssystem.

Anderseits handelt es sich um eindimensionale, z.B, HOhennetze.

Alle gegebenen Grossen und alle (direkten und allenfalls fingierten)
Beobachtungen sind vorgangig in dieses System reduziert (transfor-
miert). (Z. B. E11ipsoid-Hohen, Geoidhohen, Schwerereduktionen, Erd-
krimmung, Refraktion, Zentrierung etc.). Ebenfalls sind alle gesuchten
Unbekannten und allenfalls Funktionen derselben in diesem System defi-
niert,

Auch eindimensionale Lagenetze gehdren in diese Gruppe. Sie entstehen
durch Regeneration eines (Y,X)-Lagenetzes auf die (z. B.) Y-Achse.
Alle Punkte Tiegen auf einer Linie, siehe hiezu ein Beispiel mit Fi-
guren in Ziff, 8,

Es geht also um Netze der Niederen Geoddsie mit klassischen, funktio-

nalen ModelTen fir die getrennte Auswertung von Lage und Hohe. Eine
Erweiterung, bzw. Verallgemeinerung zur klassischen, raumlichen ge-
meinsamen Behandlung von Lage und Hohe ist ohne weiteres vollziehbar

Ueber die zuvor dargestellten Netzarten hinaus kann die Methode der
AVNA auf vielfdltige Weise auf ebene (geodatische) Netze angewendet
werden. Auf ein solches mogliches Beispiel flir die stationdre Priifung
von Koordinatographen, Digitalisierungsgerdten, Zeichenmaschinen wird
mit Figur 2.05 und Tafel 2.06 hingewiesen. Derartige und andere Mog-
Tichkeiten werden in dieser Publikation aber nicht behandelt.
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2.2 Arten von Zwangen

Zwinge treten in einem geoddtischen Netz auf

- wenn ein Netz liberbestimmt ist

- wenn also die Anzahl n der Beobachtungen grosser ist als die An-
zah1l u der Unbekannten

Zwiange filihren zu Redundanz in einem Netz, zu Ueberbestimmung.

2.21 Innere Zwange

Man spricht auch von Netzeigénén Zwdngen

Beim bekannten funktionalen Ansatz flr eine bedingte Ausgleichung
fiihren die inneren Zwdnge zu Bedingungsgleichungen, die unter den
Begriffen Stationsbedingungen, Winkélbedingungen und Sinusbedingun-
gen bekannt sind.

Beim funktionalen Ansatz der AVNA liegen dann innere Zwange vor,

wenn in der sog. Konfigurationsmatrix C (Teilmatrix der Koeffizien-
tenmatrix A der linearisierten Verbesserungsgleichungen Designmatrix)
die Anzahl der linearen, voneinander aber unabhangigen Verbesserungs-
gleichungen der Konfiguration (Vektor w (v,, vq)) grosser ist als die
Anzahl der Konfigurationsunbekannten (Vektoren x¢S), vgl. Tafel 4.1.

Wenn innere Zwange vorliegen ist die Konfiguration aller Punkte im
Netz - oder m.a.W.- die gegenseitige Lage aller Punkte des Netzes -
oder allgemeiner - die Konfiguration der Unbekannten des Systems

an sich, iiberbestimmt.

Wenn das Gegenteil vorliegt, ndmlich wenn die Konfiguration (in
sich) nicht vollstdndig bestimmt oder m.a.W. unterbestimmt ist, so
gibt es einen Rangdefekt, genauer einen Zeilen-Rangdefekt der Koef-
fizienten der Konfigurationsmatrix C.

2.22 Aeussere Zwange

Man spricht auch von Netzfremden Bedingungen

Beim bekannten funktionalen Ansatz fiir eine bedingte Ausgleichung
fiihren die dusseren Zwinge zu Bedingungsgleichungen, die unter den
Begriffen Basisbedingungen, Azimutbédingungen, Koordinatenbedingun-
gen bekannt sind.

Beim mathematischen Modell der AVNA - 0.T. (ohne Transformation)
liegen praktisch immer (sehr viele) dussere Zwange vor, (vgl. Ta-

fel 4.1 Ziff.4 (VIII), Ziff.6.1). Die Lagerung des Netzes (das Da-
tum) ist durch die Lagerungsmatrix D (mit dem Sonderfall G = 0)
mehrfach iiberbestimmt. Diese Ueberbestimmung kann (vgl. Ziff.4,
VIII.1 - VIII.3) sehr "hart", sehr "weich" oder "differenziert" sein.

Beim mathematischen Modell der AVNA - m.T. (mit Transformation) lie-
gen die o.g. "klassischen" dusseren Zwdnge in gleicher Weise vor,
jedoch handelt es sich dennoch um eine singulare Ausgleichungsauf-
gabe. Es wird ein weiteres Koordinatensystem (Basis, Datum, Trans-
formationsparameter) eingefiihrt. Zur Losung ist eine Optimierung
sog. Null'ter Ordnung erforderlich.
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2.3 Klassische Netzbegriffe

Innere Zwange

Aeussere Zwdnge

Das freie
Netz

Es gibt keine in-
neren Zwdange.

Die Konfiguration
ist aber bestimmt.

Es gibt innere
Zwange.

Die Konfiguration
ist Uberbestimmt,

Es gibt keine dusseren
Zwdnge,

Die Lagerung der Kon-
figuration ist unter-
bestimmt.

er =0

er >0

dY‘C<0
Es gibt dussere Zwange.
D snat ebenso Die Lagerung der Kon-
Nai gezwangte figuration ist iiberbe-
etz stimmt.
ebenso
er <0
Tafel 2.01

res Rangdefekt der Konfiguration (defect of configuration)

rp: Rangdefekt der Lagerung (defect of Datum)
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Uebersicht iiber die Parameter bei
der Ausgleichung ebener geoddtischer

LAGENETZE

Andere Bezeichnungen:

Zuordnung und Wahl fiir ebene geo-
datische Netze in dieser Publik.

Benennung Gegebene
Grossen
~ Koordinatenpaare im . niEy Yi¥Vi0™M3
< (y,x)-System 1% Yio"iol V. ,X. - X.=x. +E&,
i1 iMoo i
1 VY VK| YL =YL 40
> Koordinatenpaare im by« g v % iRy Ty =Lty
+ 9, g iy - oy - = - el _ -~
A (Y,X)-System i’ i’71 171 Yi,Ki Xl_li+vxi
3 Translationsparameter " _ fo=0 _ . _ 4 = Vio
( : des (Y,X)-Systems '€ g0=0 & X = Xio
Orientierungsparameter -0 " B
4 des (Y,X)-Systems K Ko™
Massstabsfaktor des
+u| - = - u -
(:] (Y,X)—Systems 1\o 0
L3 _
(:) Stationsorientierungen Q, - Q. - Q. - Q.=Q. +Z
i io i ifio
(:) Massstabsfaktoren der .1 v -0 "
Instrumente Jg Jo~ - J -
Vs =
e Richtungen, horizon- % - - % . - 2J 1§ .=q. 4V
. tale - 13 1] aij 13 713 943
1 -
(::) Orientierte horizon- (o )) o V¢ij ¢, .= vy
tale Richtungen ZEH BT - 51 - oy T
Winkel, horizon- .. - - - - -
Yij
tal -
, s . 1 .
(::) Distanzen, horizontale d (4 )) _ 4 _ leJ T —d 45
D. ins Projektionssyst. ij ij Sij T 1375457744 3
Tafel 2.02 zu Figur 2,03 Y; (unterer Strich) nicht Matrix

)

siehe Ziff. 4 im mathematischen Modell

¥y )y

i

od. Vektor sondern einzelner
Messwert einer Zufallsgrosse

(Hitchen) Schitzwert, ausge-
glichener Wert

(oberer Strich); Gesuchter Pa-

Ro=x: +E:
rameter X;=Xi,*&i



Figur 2.03 Lagenetze

f.e

Figur 2.04 Veranschaulichung der Koordinatensysteme und des
mathemathischen Modells
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Figur 2.05
Andere Bezeichnungen:

Benennung

v
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@ 3] =] o]
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[« 3dp] a8 w o Qg 0
R -1 = + |
3~ 3 [ 1) e
oM o Q@ 0
Qo = Qo -~ &0 (23
(o= O ™ as] g >
e b -3 =~

M

Tafel 2.06
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2.5 Uebersicht liber die Parameter bei

der Ausgleichung ebener geoddtischer

HOEHENNETZE

Andere Bezeichnungen

Zuordnung und Wahl fiir ebene geo-~
ddtische Netze in dieser Publ.

Gegebene

J7 Benennung Créssen Beob. Unbekannte Bemerkungen
m ES N . Zi(\))
Tshen (Meeres-) im (v) (v) =(v) _(v) .(v)
21 . - h, - h, - =M - h, "=h, ‘+z,
N1 (in den) h-System(env) i io hy i io i
Hohen (Meeres-) im R ER o -
(22] 5-systen Hy E) ] - if} = Hy=Hi+vhy
i
N Horizontparameter des -
23} H-3ystems in den Ny - Ny=0 - Ny -
h—Systemen(v)
z24] Mafsstabsfaktor des 14 _ M =0 _ ¥ _
H-Systems o]
/" Hassstabsfaktor der _ -
\2°A Hesslatten 1+u - Mio=C - My
26) Hohendifferenzen AH, . - - AH. . - Vo AH, =AH. +¥
K_/ ij —i3 Ahi. ij —1ij AH,.
J ij
Koordinatenpaare N
@ imn (Y,X)-System Lio%y - - - -
Tafel 2.07 zu Figur 2,08
Yi (unterer Strich) nicht Matrix

‘oder Vektor sondern einzelner

Messwert einer Zufallsgrdsse
(Hiitchen) Schdtzwert, ausge-
glichener Wert

(oberer Strich). Gesuchter Pa-

rameter xi=xio+£i
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40
. h
4 22 ___ 43
(20) 23 4
h 1o H 32 __ e (A
e-+—=—=4] | 23,24 4% __Jd_
01 33 = _I 1n(40)
} 3 hsg Hoy 31 O——- H33 TM!
qz N2
Aufriss

Y23 Situation

Figur 2.08 Hohennetz

Figur 2.09 Hohennetz



2.6

2.61

- 22 -

Abkiirzungen, Benennungen, Signaturen

in Ergdnzung zu den Tafeln 2.02 (S.17), 2.07 (S. 20)

Zu den Figuren

Tafel 2.10

J
o 0
i J
o——H3——0
i J
o——3 o
i J
O——E=3——0
i J
O——r 0
i J
O—ot—0
i J
©
o
@
S
AZ
az

Beachte hiezu Figuren 2.03 (S. 18), 2.08, 2.09 (S.

Einseitig beobachtete
Richtung aij

Gegenseitig beobachtete
Richtungen a.., o..

ij* i
Beobachtete Distanzen Dij’ Dji
Nr. der Distanzmessgerite

Beobachtete Hohendifferenz
AHij mit Nivellement "Hin"

Beobachtete Hohendifferenzen
AHij’ AHji mit Nivellementen

"Hin" und "Riick"

Einseitig beobachteter
Hohenwinkel Bij

Gegenseitig beobachtete
Hohenwinkel Bij’ Bji

"Fix"-Punkte Lage
“Neu"-Punkte
Stationspunkte
"Fix"-Punkte Hghe

Azimut im (Y,X)-System
aus Koordinaten berech-
net

Azimut im (y,x)-System
aus Koordinaten berech~
net

21)
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Lingeneinheit im (y,x)-
System oder

Lingeneinheit im (in den)
h-System(en)

Lingeneinheit im (Y,X)-
System oder

Langeneinheit im H-System

Langeneinheit(en) des(r)
Distanzmessgerdte(s) oder

Langeneinheit der Nivellier-
messlatte(n)

Massstabsfaktor des (Y,X)-
Systems oder

Massstabsfaktor des H-Systems
E E

T+M==,; M==-1]
e e
fire=1 > M=E-=-1
M>0 > E>e; E>
M<0 -~ E<ej; E<]

Massstabsfaktor des(r) Distanz-
messgerdte oder

Massstabsfaktor(en) der Nivellier-
messlatte(n)

2 E
€

"E';u

1 +qp = -1

¥

<
>

m m

€
€

0
0

AV
¥

u
u

"Niherungspunkt" im (y,x)-
Naherungssystem

Ptio: Yio® %o

"Beobachteter" (fingierter)
Punkt im (Y,X)-System

Pris Y &

1) E auch Notation fir Einheitsmatrix
und fiir Erwartungswert



3.)

1=

<>

ol

Cot v

- 24 -

"Ausgeglichener Punkt"
ist sowohl im (y,x)-
System als auch im
(Y,X)-System definiert,

Pt [ V5= Y504 s
X1 % X0 * &

(Yi =iy

i= X + vy

Mittlerer Fehler (Standard-
abweichung) a priori der Ge-
wichtseinheit einer Beobach-
tung, der das Gewicht pg zu-
geordnet ist

Mittlerer Fehler (Standard-
abweichung) a posteriori
(empirischer-) der "Gewichts-
einheit"

Gewichtseinheit

(theoretischer) Varianzfaktor
a priori

empirischer- oder geschatzter
Varianzfaktor a posteriori

Insbesondere gelten in dieser
Arbeit folgende Konventionen:

(unterer Strich) nicht Matrix,
Vektor sondern einzelner Mess-
wert einer Zufallsgrosse

(Hutchen) Schatzwert, ausge-
glichener Wert

(oberer Strich) Losungswert
fiir den unbekannten Parame-
ter
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2.62 Vektoren

Tafel 2.11 Beachte hiezu Figur 3.03a (S. 38) und
Tafel 4.1 (S. 69)

In dieser Arbeit sind Vektoren durch
Kursivschrift gekennzeichnet.

X Naherungsvektor der un-
(u,1) bekannten Parameter

T T T
X, (on, S, T)

0> o
In der Regel:
T T

So = 0, T0 =0

X Vektor der unbekannten
(u,1) Parameter

K (xg S, T

xK Vektor der Koordinaten-
(k,1) unbekannten
S Vektor der Unbekannten fiir
(s,1) Stationsorientierung, Massstabs-

faktoren der Instrumente u.ev.a.m.
Wegen der Analogie mit der photo-
grammetrischen Methode kann man
auch sagen: S ist Losungsvektor
der Unbekannten der inneren und
der relativen Orientierung.

T Vektor der unbekannten Trans-
(t,1) formationsparameter oder Lagerungs-

parameter oder Datumsparameter.
Wegen der Analogie mit der photo-
grammetrischen Methode kann man
auch sagen: T ist Losungsvektor
der Unbekannten der absoluten
Orientierung.

X Losungsvektor im (y,x)-System

(1) x = x o+ %

In der Regel:

XK = on + XK




4<><

(k+£,1)

(ks1)

(n,1)
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Vektor der (zumeist fingiert)
"direkt" beobachteten Koordi-
natenunbekannten

In der Regel: §K= Xok

Ausgeglichener Vektor der
direkten Koordinatenbeobach-
tungen im (Y,X)~-System

XK=_)£K+\)K

Vektor der Absolutglieder
der Verbesserungsgleichungen

T
L (LK, LL)

In der Regel:

LKEO

Vektor der Absolutglieder

der Verbesserungsgleichungen der
(zumeist fingiert) "direkt"
beobachteten Koordinatenunbe-
kannten; man kann auch sagen:

. « « der Lagerungsbeobachtungen.

= 0da X, =

In der Regel L Xy

K XoK

angenommen wird,

Vektor der Absolutglieder der
relativen Beobachtungen im Netz;
man konnte auch sagen: . . . der
Konfigurationsbeobachtungen

L[ (Ll, Lg ev. andere)

Vektor der Verbesserungen an den
realen und ev. fingierten Beob-
achtungen (Absolutgliedern der
Beobachtungsgleichungen)

1
v (vK, vL)

Vektor der Verbesserungen der
(zumeist fingierten) "direkten"
Koordinatenbeobachtungen oder
Lagerungsbeobachtungen oder
Datumsbeobachtungen

Vektor der Verbesserungen der
relativen Beobachtungen im Netz
oder Konfigurationsbeobachtungen
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L Vektor der ausgeglichenen
(n=k+£,1) Beobachtungen; (besser:
. + . der ausgeglichenen
Absolutglieder, namlich aus-
geglichene Beobachtung minus
Naherungswert!)

T=1L+v
Tk Vektor der ausgeglichenen
(k,1) "direkten" Koordinatenbeob-

achtungen oder Lagerungsbe-
obachtungen oder Datumsbeob-

achtungen
LK = Vs da LK =0
TL Vektor der ausgeglichenen
2,1) relativen Beobachtungen im
? Netz oder Konfigurations-

beobachtungen

- e
LL = LL + 03 LL (La, Ld ev, andere)



2.63 Dimensionen

Tafel 2.12

dr

dr
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Beachte hiezu Tafel 4.1 (S. 69)

Anzahl der Beobachtungen
n==%k+4~2

Anzahl der (zumeist fingierten)
"direkten" Koordinatenbeobach~
tungen oder Lagerungsbeobach-
tungen oder Datumsbeobachtungen

zugleich
Anzahl der Koordinaten-
unbekannten

Anzahl der relativen Beobach-
tungen im Netz oder Konfigu-
rationsbeobachtungen

Anzahl der unbekannten Para-
meter

u=k+s +t

Anzahl der unbekannten Stations-
orientierungen, Massstabsfak-
toren der Instrumente u.ev.a.m.

Anzahl der unbekannten Trans-
formationsparameter oder La-
gerungsparameter oder Datums-
parameter

Rang einer Matrix
Rangdefekt der Konfiguration

Rangdefekt der Lagerung, des
Datums



2.64

Matrizen

Tafel 2.13

A
(k+L,k+s+t)

D
(k k+s+t)

E
(k,k)

G
(k,t)

C
(£,k)

(£,s)
det A

udet A

- 29 -

Beachte hiezu Tafel 4.1
Matrizen sind in dieser Arbeit
nicht mit unterem Strich dar-
gestellt

Koeffizientenmatrix der
Verbesserungsgleichungen
Designmatrix

Lagerungsmatrix
Datumsmatrix

Einheitsmatrix

Transformationsmatrix

Konfigurationsmatrix
Koeffizientenmatrix der
relativen Beobachtungen
im Netz

Koeffizientenmatrix des
Vektors ST

Determinante der Matrix A

Unterdeterminante der
Matrix A
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2.65 Gewichtsmatrizen, Kofaktorenmatrizen

Tafel 2.14

a_priori

SpQ

Inverse der Kofaktoren-
matrix a priori, oder
Gewichtsmatrix a priori,
der (zumeist fingierten)
"direkten" Koordinatenbe-
obachtungen oder Lagerungs-
beobachtungen oder Datums-
beobachtungen

Gewichtsmatrix a priori
der relativen Beobach-

tungen im Netz oder der
Konfigurationsbeobach-

tungen

Gewichtsmatrix a priori

der relativen Beobachtungen
im Netz unter Beriicksichti-
gung der Gewichte der "di-

rekten" Koordinatenbeobach-
tungen

Gewicht eines einzelnen
Parameters

Koeffizient einer Gewichts-
matrix

Kofaktor eines einzelnen
Parameters

Koeffizient einer Kofak-
torenmatrix

“Spur von Q". Summe der
Diagonalglieder einer qua-
dratischen Matrix (in diesem
Fall einer Q-Matrix)
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3. Grundlagen
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3.1 Zur inneren Fehlertheorie eines Punkthaufens nach P. Meiss] [10] 1)

Gegebene Grossen, Voraussetzungen, Ansdtze

3.11
P
pT.
(1,2n)
P
E(P) = p
p
p':
dP =P -p
dPT:
(1,2n)
M = E(dP,dP")
(2n,2n)
= Cov(dP)
E(dP) =
dP = dp* + dP
(2n,1)  (2n,1) (2n,7)
dp
Q = E(dP,dP")
(2n,2n)
= Cov(dP)
dP' = G . dt
(2n,1) (2n,3) (3,1)

ist ein zusammengesetzter Koordinatenvektor

(Yo X, Y. X y 2)

1% Yo - X

2 n

sei eine Realisierung der Zufallsgrosse
Der Erwartungswert von P ist p

ist der wahre Wert, fehlerfreie Wert von P

2)
(y1,x1 YosXo o o v YpoX )

Fehlervektor

(dY., ,dX, dY,,dX

PpdXy dYyudXy Lo dYLdX )

M ist der Erwartungswert des Matrizenproduktes
(dP. .dpT ), auch Fehlermatrix, Varianz-Kovarianz-
matrix

Der Erwartungswert E von dP ist Null

Ansatz fiir die Aufspaltung von dP

Restfehlervektor

Q ist Erwartungswert des Matrizenproduktes
(dP.dpT)

Q heisst nach Meiss1 die "innere Fehlermatrix"
des Punkthaufens

linearer Ansatz fiir dP’

1) Es werden die Notationen von [10] verwendet. Die Bezeichnungen der
Tafeln 2.02, 2.07, 2.10 - 2.14 gelten in diesem Abschnitt ausnahms-

weise nicht.

2) In Abweichung zu [10]; dort P':

T,y

-|,'| X2,Y2-..X,Y)

n"-n
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G Transformationsmatrix einer Aehnlichkeitstrans-
(2n,3) formation bei kleinen Absolutwerten der Trans-
oder (2n,4) formationsparameter

dt Vektor der gesuchten differentiellen Transforma-
tionsgrossen

Anzahl Komponenten bei ebenen Systemen:
3: (Fall ohne Massstabsfaktor)
4 : (Fall mit Massstabsfaktor)

dt = B dp linearer Ansatz fiir dt. Da P und damit auch dP je
(3,1) (3,2n) (2n,1) eine Realisierung einer Zufallsgrosse sind, hat
mit diesem Ansatz auch dt den Charakter einer
Zufallsgrosse

Transformationsmatrix

—
2w
"
N oo
>
~—

oder (4,2n

3.12 Gesucht

B Bestimme B derart, dass die "innere Fehlermatrix" Q
Minimum d.h. Spur Q Minimum wird
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3.13 Losung Gegeniiberstellung
mit Standardformeln der vermitteln-
dP = dP' + dP den Ausgleichung
dP = dP - dP'
= dP - Gdt
= dP - GBdP
dP = (-G)(BdP) - (-dP) S ou=A-2k
mit Cov(dP) = M mit Gewicht £: P_1
bzw. Cov{Z] = P
v 2 dP
Q= Cov(dﬁ) sol1l Minimum sein. AZ(-6), x - gip, £ = (-dp)
dies fiihrt zu - y-1 B
P=M
BdP = (6'M ') 'aM dp : x = (ATpA) TATpe
8 = (e el | D)
(3,2n) (3,3) (3,2n)
dt = (a'Mg) 'a"M dp
oder fiir MV = E
B = (6G)71G
dt = (616)"'a'dp (3.1)
. T ‘] '] = _ T "'1
Oyt = (670 = 0, - W
oder fiir M1 = E
Qgy g¢ = (676)7"
dt,dt (3.11)
1 .- 1) . -
Qgp g5 = M - GG 6)7'G" 2 g, =, - ATPATIAT
SpQ = SpM-spG(GTM 'e) 'l
oder mit M = E
Toy=1gT
Qp,qp = F - G(GG) 6
SpQ =2n - Sp(G'e)'aT
(3.111)

1) Diese Formeln stimmen z.T. nicht
ganz mit [10] liberein, da dort
vermutlich kleiner Fehler




3.2
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"Sp Q, die Spur Q" bezeichnet P, Meiss1 als "verniinftiges Mass (Fehler-
mass) flir die gegenseitige Genauigkeit des Punkthaufens" bzw. als den
"von Bewegungseinfliissen befreiten inneren quadratischen Fehler des
Punkthaufens."

Ueber die Aehnlichkeitstransformation

vom (y,x) - System ins (Y,X) - System fiir differentielle Transformations-
grossen.

Beachte, dass alle Notationen gemdss den Tafeln 2.11 - 2.14 (S. 25 - 30)

gelten.
A*

Figur 3.01

Die Aehnlichkeitstransformation gemdass Figur 3.01 wird mit (3.IV) formu-
Tiert.

Yi-E = (yi - f)cosce - (xi - g)sink-e
(3.1V)
Xi'E = (yi - f)sink-e + (xi - g)cosk-e
. e 1
Mit TE'—TWI-
fiihrt die
Voraussetzung M| << 1 (3.V)
zu % =1 -M

und damit (3.IV) zu (3.VI)
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<
|

= (yi - f)cosk(l = M) - (Xi - g)sink(1 - M)
(3.VI)
Xy = (y; - f)sink(1 - M) + (Xi - g)cosk(1 - M)

Nun linearisieren wir (3.VI) und beriicksichtigen nur Glieder bis zur
ersten Ordnung

weitere Voraussetzungen: |cosk = 1] << 1

sink] << 1
| i (3.V11)
lg! << ]
dann gilt cosxk = 1 fcoskM = 0
sing = g xsinkM = 0
gsink = 0
gsinkM = 0
und erhalten
Y. =y. - f - X;x - y:M
v ! ! (3.VIII)
X_i =X'i —g+_y_iK-X_iM
in Matrizenschreibweise
X1 = x1 + G T
Y. y -1 0 -x; -~y f
i - i + i i g (3.1IX)
K
X'I X_I 0 -1 +_y_| —X'i M ])
(2,1) (2,1) (2,4) (4,1)

Die Beziehungen (3.VIII), (3.IX) formulieren die Aehnlichkeitstransformation
(mit Translation, Drehung und Massstabsfaktor) unter den Voraussetzungen
(3.V) und (3.VII).

Die Voraussetzungen (3.V), (3.VII) werden bisweilen auch beschrieben als
Aehnlichkeitstransformationen mit differentiellen Transformationsgroéssen,
(f, g, x, M).

1) Derartige Transformationen werden nach W. Baarda auch S - Trans-
formationen genannt.



- 37 -

Fiir eine kleine nihere Betrachtung, die uns spater niitzlich sein wird,
wollen wir (3.IX) zerlegen.

X =x +GT
=X + GMT + GfT + GgT + GKT
000 -Y -1000 0 000 00-x0
=X + AT + T + T + T
000 =X 0000 0-100 00+ 0
(1) (2) (3) (4) (5)

Die Zerlegung der Trans-
formation (3.IX) in die
einzelnen Schritte ge-
mass (3.X) ist in den
Figuren 3,02, 3.03 dar-
gestellt,

Wir werden in Ziff. 6
auf diese Figuren zu-
riickgreifen,

Figur 3.02
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Gilt fur
f=4 3e
_ 19 =+ de
(4,1) IM=+0.33
k =+ 0,38

Figur 3,03a

Die Figur 3.03a taufen wir mit der Bezeichnung "Nomogramm der differentiel-
Ten Aehnlichkeitstransformation" gemiss (3.X)

Es ist gekennzeichnet

- durch die zwei aufeinander senkrecht angeordneten Zahlengeraden je fiir
die einander durch die Transformation zugeordneten Koordinaten X,X und

YsY. Auf den beiden Zahlengeraden sind je die Menge aller reellen Zah-
len angeordnet,
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- durch die Transformationsvektoren GT, die jeweils zwei einander
durch die Transformation zugeordnete Koordinatenpaare Pt(y,x),
Pt(Y,X) mit einer gerichteten Strecke verbinden.

- durch die Giiltigkeit jeweils fiir ein Quadrupel von Transformations-
parametern f, g, x, M des Vektors T.

Im Schema gemdss Figur 3.03a sind die einzelnen Schritte 1, 2 . . . 5
aus denen sich der Transformationsvektor GT zusammensetzt auch dar-
gestellt.

In Figur 3.03b ist das mit dem Schema von Figur 3.03a konstruierte
Nomogramm vollstdndig dargestellt.

Die Figuren 3.04 - 3.09 zeigen die "Nomogramme von differentiellen
Aehnlichkeitstransformationen" fiir andere Parameterquadrupel des
Transformationsvektors T.

Auf eine weitere Diskussion wird hier verzichtet.

7um Abschluss dieses Abschnittes wird mit der Nennung einiger Be-
griffe der Bezug zur linearen Algebra angedeutet.

Die Gleichungen (3.IX) sind der algebraische Ausdruck fiir eine 1i-
neare, isomorphe (eindeutig umkehrbare) Abbildung (auch Koordinaten-
abbildung) des Vektorraumes V2 in den Vektorraum V'2.

Die Vektorraume V2, V'2 sind endlich-dimensional. Die Dimension ist
hier 2 und entspricht dem Rang der linearen Abbildung; der Rangde-
fekt ist (wegen dem Isomorphismus) Null. Die Abbildung ist definiert
fur die zweidimensionalen Vektorrdume V2, V'2, die je dem Vektor-
raum R2 der reellen Zahlen entsprechen.
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3.31
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Ueber singuldre Ausgleichungsaufgaben

Singuldre Matrizen

Matrix

"hohe"Matrix

"brejte"Matrix

Unterdeterminante
ka - ter Ordnung
von A

Rang r von A

Rangdefekt dr von A

System von n-u reellen Zahlen a,

n Zeilen 1,
u Spalten
Q1 -+ .3
a2'| [ ] . L) L]
A : * *
(n,u) . e
an] « e s 8y
u
L] L] L] u
A ot A : . .
(n,u) . (n,u)
n . .
n ] .
n>u n<u
ka £ n
ka = u
(ka)2- Elemente

Hochste Ordnung ka = r die udet A haben kann, so-
dass udet A # 0

Anzahl Tineare Abhdngigkeiten im System A



Rangdefekt einer
quadratischen Ma-
trix A

(u,u)

A ist regular
A ist singular

Rangdefekt einer
hohen Matrix

A ist spaltenre-
gular

A ist sinquldr
weist einen sog.
injektiven De-
fekt auf

A kann nicht zei-
lenreguldr sein

Rangdefekt einer
breiten Matrix

A ist zeilenre-
guldr

A ist singuldr
weist einen soq.

surjektiven De-
fekt auf

A kann nicht spal-
tenrequldr sein

Maximaler Rang

rmax

fir A
(u,u)

fiir ns>u

A
(n,u)
fir A n<u
(n,u)

A:
(n,u

max
max

r
max
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[« R
=
1t

dr =
dr =

0

u-r

det A #0
det A =0
nsu

udet A (Ord. u) #0
udet A (Ord. u) =0

ist nicht moglich

[« K
=
L]

dr =

0

n-r

udet A (Ord. n) # 0
udet A (Ord. n) =0

ist nicht moglich



Rang von Matrizen-

produkten
Ay= M+ Ry
(nyu) (n,u) (u,u)
Ay = Ay - By
(n,u) (n,n) (n,u)
A3 = A] . A2
(n,v) (n,u) (u,v)
T
A3 = A A
(uyu) (u,n) (n,u)
T
A3 = A +P A

(nyu) (u,n)(n,n)(n,u)

Es sei
Rang A] = rA], Rang A2 = rA2= u
Rang A, =r, =r

3 A3 A]
Es sei
Rang A] = rA]= n, Rang A2 = rA2
Rang A, = r r

3 A3 A2
Es sei n>u; VvV>u
Rang A] =Ty = U, Rang A2 = rA2
Rang A, =ry,=r, =r, = u

3 A3 A1 A2
Es sei n>u
Rang A = ry = u
Rang AT = rAT =rpy=u
Rang A3 =rp =ry=u

3
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3.32 Klassische Aufgaben mit vermittelnder Ausgleichung

In der Regel handelt es sich hier um die Ausgleichung von gezwangten,
zweidimensionalen Netzen, z.B. Lagenetzen mit Richtungsmessungen oder
von gezwangten, eindimensionalen Netzen, z.B. Hohennetzen mit gemessenen
Hohendifferenzen, Hohenwinkeln bei gegebenen Lagekoordinaten oder mit
gemessenen schrdgen Raumdistanzen.

Solche Aufgaben sind nicht singuldr. Sie sind reguldr, wie man auch sa-
gen konnte.

Mathematisches Modell

Die linearisierten Verbesserungsgleichungen fiir n > u

- |t mit p (3.X1)

(n,1) (n,u) (u,17)  (n,1) (n,n)
sind konsistent.

(Bezeichnungen und Benennungen siehe Tafeln 2.11 - 2.14)

Voraussetzungen
n>u
A ist reguldr udet (Ord. u) # 0
(n,u)
dr = 0 Rangdefekt ist
Null
P ist reqular det P £ 0
(n,n)
oﬁP—] Kovarianzmatrix det P~ # 0
von L ist requ-
ldr
og Varianz der Gewichtseinheit a priori, theoretischer Yarianzfaktor
Die LOsung
) T T . _3'po
x| = |(A'PA) .| AP |- L My = == (3.XITI)

(u,1) (u,u) (u,n) (n,1)
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In der Terminologie der mathematischen Statistik heisst es
x und m gemdss (3.XII)
- sind erwartungstreu schdtzbare Grossen
- sind beste lineare, unverzerrte Schitzer (best linear unbiated esti-
mation: blue) des linearen funktionalen Modells
e (1) = Ax
und des stochastischen Modells

N

3.33 Singuldre vermittelnde Ausgleichungsaufgaben

Der bekannteste Fall einer singularen Aufgabe ist die Ausgleichung von
freien Netzen nach vermittelnden Beobachtungen

Mathematisches Modell

Wir betrachten wieder die Verbesserungsgleichungen

vi{ = A < Ixl - gL mit P (3.XI1II)
(n,u)
(n,1) (u,1)  (n,1) (n,n)
Voraussetzungen
A ist singular udet A (Ord, u) =0
(n,u)
dr # 0 Es gibt Rangdefekt
P Die Gewichtsmatrix ist regular det P #0
(n,n)
O%P'1 Die Varianz-Kovarianzmatrix ist regular
2

o Varianz der Gewichtseinheit a priori, theoretischer Varianzfaktor

0

Die Singularitdt der Ausgleichungsaufgabe konnte grundsdtzlich auch durch
die Singularitdt der (0029-1)— Dispersionsmatrix erzeugt werden. Dieser
Fall wird in der Regel ausgeschlossen.

1) E(L): Erwartungswert von L
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Zur Lbsung

Die Singularitdt der Aufgabe wird durch die Singularitdt von A ver-
ursacht.

(ATPA) ist singuldr und kann nicht (ohne weiteres) invertiert wer-
den.

x und mg sind in diesem Fall keine (ohne weiteres) schdtzbaren geo-
ddtischen Grossen.

Mit der Sprache der Theorie der linearen Abbildungen heisst es, wenn
det (ATPA) = 0 ist, wird durch die Beziehung (3. XIII) keine umkehr-

bar eindeutige lineare Abbildung beschrieben; es besteht nicht Iso-

morphismus.

Die sog. Optimierung Null-ter Ordnung umfasst Verfahren (verschie-
dener Art), mit denen bei solchen singuldren Aufgaben nach beson-
deren Kriterien aus der Menge aller moglichen Losungen einzelne
besondere Ldsungsvektoren ausgelesen werden.

x und m konnen dann - je nach der LGsung auch - beste Tineare un-
verzerrte Schdatzer (blue) oder beste Tineare Schdtzer mit minimaler
Verzerrung (best Tinear minimum bias estimation: blimbe) sein und
natirlich viele andere besonders gekennzeichnete Schiatzer.
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3.34 Arten von Singularitdten der Matrix A
(Beispiele)

3.34.1 Rangdefekt der Lagerung

Figur 3.10

Figur 3.10 zeigt ein Richtungsnetz mit Distanzen. Signaturen siehe
Tafel 2.10.

o & alles Neupunkte

@ Stationspunkte

T vV v v
v\| Y1 X1 Y2 X Y3 *3 Y4 X4 Y5 X5 %2 %4 ®5

. . --l
-1
g . . . -]
g . . '--]
= : -1
.U
-~

Distanzen

1]
w

n=15 Rang 10 dr

Tafel 3.11
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Tafel 3.11 ist die zugehdrige A-Matrix

Es gibt
- Null dussere Zwinge
- 6 innere Zwdnge

Es handelt sich um den klassischen Fall eines freien Netzes.

Die "hohe" A-Matrix

- kann allgemein nie zeilenregular sein

- kann allgemein hdchstens spaltenreguldr sein
- kann allgemein héchstens Fmax = Y haben

Fir die "hohe" A-Matrix gilt im konkreten Fall

- A ist nicht spaltenrequlir

- A ist singular

udet A (13.0rd.) = 0

det (ATA) = 0

- ry = 10

A hat den Rangdefekt er = 3 der Lagerung, des Datums, er(ATA) = 3

A weist drei nicht bestimmbare Netzparameter auf (zwei Translationen,
eine Drehung)

Eine Bemerkung:

Dies ist der "klassische Fall des sog. freien Netzes". Es "leuchtet"
ja ohne weiteres ein, dass die Normalgleichungsmatrix singuldr wird:
Es fehlen die Informationen iiber den Nullpunkt und die Orientierung
des Netzes.

Aber: Der A-Matrix in Tafel 3.11 sieht man es nicht an, dass in der
Gesamtheit der n = 15 Zeilen 3 lineare Zusammenhinge bestehen. Der
Interessierte mag algebraisch fiir ein kleines Netz einmal die Probe
auf's Exempel machen. In (ATPA) wird der Rangdefekt sofort offen-
sichtlich.

In Tafel 3.11 wdren zur Beseitigung von drp = 3 in drei Spalten
(z.B. y2, x2, y5) die Koeffizienten Null zu setzen, d.h. m.a.W. das
stochastische Modell zu dndern, derart dass diese Grossen nicht mehr
Zufallsgrossen sondern konstante, gegebene Parameter sind.




/
/
s —_
]C¥=z:7__

Figur 3.12

Das Beispiel von Figur 3,12 zeigt ein Richtungsnetz. Signaturen siehe
Tafel 2.10.

u=13
xT vV V vV ¥V
oY1 ¥ Y2 %2 Y3 X3 Y4 %4 Y5 X5 52 B4 5
. -1
. -1
-]
[} . . . -.l
[]
b4 . -1
=
= . e e -1
(&)
o /ZX\ -1
-1
. Y Y -.l

n=9 Rang 9, er =4

Tafel 3.13

Ueber die "breite" A-Matrix (Tafel 3.13) kann ausgesagt werden:
- A kann hochstens zeilenreguldr sein

- Rang max von A ist n

_ det (ATA) = 0

Fiir die "breite" A-Matrix im konkreten Fall gilt:

- (ATA) ist singular

- er = 4 der Lagerung, Datum

- A weist 4 nicht bestimmbare Netzparameter auf (2 Translationen, eine
Drehung, ein Netzmassstab)
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- Wenn 4 Kolonnen in A (z.B. V) gestrichen oder alle diese Koeffizien-
ten Null gesetzt werden, hat (ATA) die Dimension (9,9) mit
det(ATA) # 0

- Rang von A ist folglich: ry = 9 =n

Alle fiir diese beiden Beispiele angefiihrten Umstinde leuchten ohne
weiteres ein: Bei ausschliesslich relativen geoditischen Beobachtun-
gen sind die Koordinaten zugleich aller Netzpunkte keine sog. schitz-
baren geoddtischen Grossen.

In den Beispielen von Figuren 3.10 bezw. 3.12, Tafeln 3.11 bezw. 3.13
mussen entweder drei bezw. 4 Spalten (z.B. V) ganz weggelassen oder in
ihnen alle Koeffizienten Null gesetzt werden. Dann handelt es sich um
ein freies Netz mit besonderer Lagerung ohne dussere Zwdnge und der
Losungsvektor und die Varianz a posteriori sind beste lineare unver-
zerrte Schdtzer.

Oder dann ist, bei Belassung aller Spalten, eine Optimierung sog.
Null'ter Ordnung anzuwenden. Dabei konnen beste lineare Schitzer mit
und ohne Verzerrung erzielt werden.

3.34.2 Rangdefekt der Konfiguration

/
/
== O & alles Neupunkte
! @ Stationspunkte
5
Figur 3.14

Figur 3.14 zeigt ein Beispiel mit Richtungsmessung mit zugehériger
A-Matrix in Tafel 3,15
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u=13
I vV VvV V vV V
o\ | Y1 X1 Y2 X2 Y3 X3 Yq X4 Y5 X5 %2 %4 %5
. . -]
. -]
=1
o
g . . . . _]
E . . -]
o
A ;
-1
n=8 . -1
Tafel 3.15 Rang 8, er = 4
drC = ]
dr =5

Hier wollen wir uns kiirzer fassen:

Der Rangdefekt der Lagerung ist wiederum er =4

Zudem gibt es einen Rangdefekt der Konfiguration drC =]

Der Punkt Nr, 3 ist ungeniigend bestimmt; die "Konfiguration" des
Netzes ist "unter"-bestimmt,

-rp s 8

det(ATA) = 0 bei Dimension (13,13)
vV - Kolonnen Null setzen

det(ATA) # 0 bei Dimension (8,8)
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3.4 Ueber einige wichtige Begriffe aus Metrologie und Vermessung

Zu Beginn sei aus [6] zitiert:

"Schon Leonhard Euler gibt die noch heute gliltige Definition der
physikalischen Grosse. Er schreibt in seiner Algebra ca. 1766:

1. Zuvorderst wird alles dasjenige eine Grgsse genannt, was einer
Vermehrung oder einer Verminderung fahig ist, oder wozu sich noch
etwas hinzusetzen oder wovon sich etwas hinwegnehmen ldsst.

2. Es gibt sehr viele verschiedene Arten von Grdssen, welche sich
nicht wohl aufzihlen lassen; und daher entstehen die verschiedenen
Teile der Physik (Mathematik), deren jeder mit einer besonderen Art
von Grossen beschaftigt ist. Die Physik (Mathematik) ist lberhaupt
nichts anderes, als eine Wissenschaft der Grossen, welche Mittel
ausfindig macht, wie man letztere ausmessen kann.

3. Es lasst sich aber eine Grosse nicht anders bestimmen oder aus-
messen, als dass man eine andere Grosse derselben Art als bekannt
annimmt, und das Verhdltnis angibt, in dem diese zu jener steht.

4, Bei Bestimmungen oder Ausmessungen der Grossen von allen Arten
kommt es also darauf an, dass erstlich eine gewisse bekannte Grosse
von gleicher Art festgelegt werde, welche das Mass oder die Einheit
genannt wird und lediglich von unserer Willkiir abhdngt; alsdann,
dass man bestimme, in welchem Verhdltnis die gegebene Grdsse zu die-
sem Masse stehe, welches stets durch Zahlen angegeben wird, so dass
eine Zahl nichts anderes ist, als das Verhdaltnis, in dem eine Gros-
se zu einer andern steht, welche als Einheit angenommen wird.

Der von Euler gegebenen Definition der physikalischen Grdsse, der
Einheit und des Zahlenwertes haben wir auch heute nichts hinzuzu-
fligen, ausser dass wir sehr viel mehr physikalische Grossen kennen,
als seinerzeit benannt werden konnten."

In der vermessungstechnischen Literatur gibt es bei der Verwendung
der Begriffe des Messwesens m.E. noch keine festgefiigte Ordnung.

Im folgenden wird versucht, dazu einen Beitrag zu leisten unter An-
lehnung an [6] und [16].
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3.41 Begriffe aus der Metrologie

Messen
Beobachten
Messexperiment

Zufallsexperiment

Messen ist ein experimenteller Vorgang,

ein Messexperiment, ein Zufallsexperiment.
Es wird ein Zahlenwert ermittelt, der an-
gibt, wie oft die zugehorige Einheit, Mass-

einheit derselben Grdossenart in der physi-
kalischen Grosse dieser Grossenart, der
Messgrosse, des Messobjektes, enthalten ist.

Beobachten ist Synonym von Messen.

Zahlenwert

Der Zahlenwert ist das Resultat des Zu-
fallsexperimentes. Es ist eine dimensions-
lose positive rationale Zahl, und ent-
spricht dem Verhdaltnis von Messgrosse zu
Masseinheit.

Messwert

Der Messwert ist das Produkt aus dem Zah-
lenwert und der Masseinheit. Der Messwert
hat die Dimension der Masseinheit der be-
treffenden Grossenart.

Der Begriff Messergebnis wird oft als Syno-
nym von Messwert verwendet.

Bisweilen wird das Wort Messergebnis als
Begriff fiir das Auswerteresultat der Aus-
gleichung direkter, vermittelnder oder be-
dingter Beobachtungen, d.h. einzelner Mess-
werte, verwendet.

Beobachtung

Beobachtung wird in der Regel als Synonym
von Messwert verwendet. Dann hat die Beo-
bachtung eine Dimension.

Beobachtung konnte durchaus aber auch syno-
nym von Zahlenwert des Messexperimentes
sein.

Messobjekt

(Keine Erlduterung notig)

Messgrosse

Messgrosse und Grossenart sind Synonyme.




- 60 -

Grossenart Die Messgrosse ist eine messbare physi-
kalische Grosse des Messobjektes.

Messgrosse und Grossenart haben eine Di-
mension. Sie sind aber nicht eindeutig
durch ihre Dimension gekennzeichnet. Ver-
schiedene Grdssenarten konnen dieselbe Di-
mension haben.

Dimension Jede Grossenart, Messgrdsse hat eine physi-
kalische (geometrisch, mathematisch) er-
kldrbare Dimension.

Die Dimensionen sind die Grdossenarten der
SI-Basiseinheiten oder werden daraus abge-
leitet.

Einheit Fir jede Grossenart wird willkiirlich eine
Masseinheit derselben Dimension festgelegt.

Grossenart Name der Einheit Kennzeichen der Ba-
siseinheit

Lange Meter m

Masse Kilogramm kg

Zeit Sekunde S

elektr. Stromstarke | Ampére A

Temperatur Kelvin K

Lichtstarke Candela cd

Stoffmenge Mol mol

ebener Winkel Radiant rad erganzende

Raumwinkel Steradiant sr Einheiten

Tafel 3.16 Basiseinheiten des SI, Systéme International d'Unités
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Der Leser wird sich fragen, warum hier ein so langer Exkurs in die
Grundlagen des Messwesens erfolgt ist: Ursache waren Gedanken uber
die Dimension der Verbesserungsgleichungen.

In der Geoddsie ist es iiblich, die Verbesserungsgleichungen mit Di-
mension zu schreiben. Bei der Ausgleichung von hybriden Verbes-
serungsgleichungssystemen erfolgt die Homogenisierung (auch der Di-
mensionen) bei der Bildung von (ATPA), wobei P = Q-] .
Kofaktgrenmatrix mit Dimension (dj’m)z. Somit hat P Dimension
(dim)~<.

Diese Usanz heisst m.a.W., dass der L - Vektor der Verbesserungs-
gleichungen mit den "Messwerten" gebildet wird.

Der nachfolgende Satz aus [6] deutet darauf hin, dass es wohl ebenso
richtig ware, die Verbesserungsgleichungen explizite mit einem
Vektor, gebildet aus den "Zahlenwerten" und einem zugehorigen "Ein-
heitenvektor"zu schreiben. Es wiirde dann offensichtlicher, dass die
Ausgleichungsrechnung auf die Auswertung der Ergebnisse ganz be-
liebiger Zufallsexperimente mit hybriden Grossenarten angewendet
werden kann.

"Als wichtig und zweckmdssig hat sich der Grundsatz erwiesen, samt-
Tiche Beziehungen zwischen Grossen als Grossengleichungen aufzufas-
sen. Das bedeutet, dass die einzusetzenden Grossenwerte immer als
Produkt von Zahlenwert und Einheit einzusetzen sind, so dass sich
die unbekannte Grosse wieder als Zahlenwert und Einheitenprodukt
ergibt; ..... "

Nun noch zu einigen Begriffen ganz anderer Art, namlich Koordinate,
Koordinatenanderung, Netzverbesserung, Koordinatenverbesserung, Punkt-
verschiebung.
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3.42 Koordinate(n) und Basis

Es ist in der Vermessung iiblich, dass die Koordinaten (jedweder Art)
(sog.) "benannte" rationale Zahlen sind, also mit einer Dimension

(z.B. Ldnge, ebener Winkel),

In der linearen Algebra (Vektor-
algebra) heisst es z.B.

Grundvektoren

Vektor a

KomEonenten von a

Koordinaten von a im zugrunde
gelegten Koordinatensystem

In der linearen Algebra (Vektor-
rdume, lineare Abbildungen) wird
benannt:

Basis B eines Vektorraumes V

und noch einmal
Koordinaten des Vektors a

y Figur 3,17

e, e

Einheitsvektoren in Richtung der
positiven y- und x-Achse

= +a
a=ae +ae

a8y A8y

3y Ay
sind reelle ("unbenannte", dimen-

sionslose) Zahlen

ist ein in einer festen Reihen-
folge stehendes, linear unabhdngi-
ges System B von Vektoren aus V
mit der Eigenschaft, dass sich
jeder Vektor aus V auf genau eine
Weise als Linearkombination der
Elemente von B schreiben lidsst.
(Z.B. V3:B(ex, ey, ez) oder

Vn: B(e], €5 + . . en))

Definitionsgemdss ist a eindeu-
tig in der Form a=ajej+age2+..apen
mit B(e], €y ven en) in Vn

a1, a2, ... ap heissen die Koordi-
naten von a; sie sind reelle, di-
mensionslose Zahlen.

Wenn die Basis andert, dndern sich
die Koordinaten.
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3.43 Netzverbesserung, Koordinatenverbesserung, Punktverschiebung

Bei der Verwendung dieser Begriffe in der Vermessung wird bisweilen
viel Verwirrung gestiftet.

Koordinatendnderung
wegen

- Transformation

- Koordinatenverbes-
serung

Sachverhalt
Gegeben sei im Geldnde ein verkorperter
(versicherter, vermarkter) Punkt Pt

Lokale, regionale oder noch grossraumigere
tatsdchliche Gelandebewegungen seien aus-
geschlossen.

Die bisherigen Koordinaten von Pt andern
zu neuen (anderen, ev. verbesserten) Ko-
ordinaten.

Eine Koordinatendnderung wegen Transforma-
tion ergibt sich beim Uebergang zu einem
anderen Koordinatensystem (Basis, geodati-
sches Datum).

Dabei handelt es sich (in der Regel) um ei-
ne Koordinatennetzverbesserung mit kleinen
Transformationsgrossen.

Von einer Koordinatenverbesserung spreche
man dann, wenn die Koordinaten des Punktes
Pt im unverdnderten Koordinatensystem (Ba-
sis, geodatisches Datum) besser (genauer,
zuverldssiger) vermessen werden.

Man kann auch sagen, dass dabei die Koordi-

natennetz- (linien) -Absteckung in der Um-

gebung des Punktes Pt verbessert wird.

Als graphische Darstellung des Sachverhal-
tes wird vorgeschlagen

X

L

Figur 3.18

X




Koordinatendnderung
wegen

Punktverschiebung

Netzverbesserung

(Siehe Ziff.6.6
und 7.8)
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Sachverhalt
Gegeben sei im Geldnde wieder ein verkor-
perter (versicherter, vermarkter) Punkt Pt

Es sind Tokale regionale oder noch gross-
rdaumigere Gelandebewegungen (Erdkrusten-
bewegungen) tatsdchlich vorgekommen.

Die Koordinaten @ndern wegen Punktverschie-
bung bei unverandertem Koordinatensystem
(Basis, geoddtisches Datum).

Graphische Darstellung

"

pt'
Figur 3.19

Alle hier dargestellten Sachverhalte von
Koordinatenanderungen, namlich sowohl we-
gen Transformation (2 Koordinatennetzver-
besserung) oder Koordinatenverbesserung als
auch wegen Punktverschiebung stellen (in
der Regel) Netzverbesserungen dar:

Basis, geoddtisches Datum und Koordinaten
der Menge aller betrachteten Punkte stim-
men mit der Wirklichkeit besser liberein.
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Das mathematische Modell der AVNA

II

ITI

IV

V.1

V.2

¥ am Beispiel eines zweidimensionalen
Lagenetzes gemdss Tafeln 2.02 (S. 17)
N 2.10 (S.22), 4.1 (S. 69) und Figuren

w2 2.03, 2.04 (S. 72).

Die AVNA wird mit zwei verkniipften, ebenen, rechts-
orientierten, kartesischen Koordinatensystemen (y,x)
und (Y,X) formuliert.

Die Verkniipfung besteht in einer besonderen Aehnlich-
keitstransformation. Die Besonderheit besteht darin,
dass die Translationsparameter f, g, der Orientierungs-
parameter « kleine Grossen sind und dass der Massstabs-
faktor (1 + M) nahe 1 Tiegt.

Die gegebenen Gréssen (gegebene Parameter), die be-
obachteten Zufallsgrossen (gemessene Parameter) und
die Unbekannten (unbekannte Parameter) sind in
Tafel 2.02 dargestellt.

Die gegebenen (Ausgangs-) Grossen, alles Naherungswerte
der Unbekannten, sind im (y,x)-System und die gesuchten,
unbekannten, ausgeglichenen Parameter im (Y,X)-System
definiert.

Deshalb bezeichnen wir das (y,x)=-System als Naherungs-
system und das (Y,X)-System als ausgeglichenes System.

Mit Ausnahme der dimensionierten Ldngeneinheit e im
(y,x)-System werden bei AVNA alle iibrigen Grossen als
Zufallsgrossen betrachtet, die durch eine Wahrschein-
1ichkeitsdichte gekennzeichnet sind (Beachte XV).

Qk ! ist die Inverse der Kofaktorenmatrix a priori
m.a.W. die Gewichtsmatrix der (zumeist fingierten)
"direkten" Koordinatenbeobachtungen Lk (Lagerungsbe-
obachtungen, Datumsbeobachtungen).

P ist die Gewichtsmatrix a priori der relativen Be-
obachtungen L| im Netz (Konfigurationsbeobachtungen).




V.3

VI

VI.1

VII

VIII

VIII.1

VIII.2

- 66 -

Und endlich ergeben sich die Kofaktoren-, resp.
Varianz-Kovarianzmatrizen der gesuchten, unbekannten
Parameter a posteriori als Resultat der Ausgleichung.

Diese Aussagen (vergl. V) weisen auf zwei Hauptziel-
setzungen von AVNA hin:

Alle "bereits vorliegenden" gegebenen Grossen werden

zusammen mit "neu hinzukommenden" Beobachtungen einem
"neuen" bzw. "weiteren" Ausgleichungsschritt (-stufe)
unterzogen.

Diese Aussage (vergl. VI.1) fiihrt denn auch zum Begriff
der Netzverbesserung bzw. bringt deren Sachverhalt zum
Ausdruck.

Das funktionale Modell, mit dem die gegebenen Grossen
als (zumeist "fingierte") Lagerungs- bzw. Datumsbe-
obachtungen ins System eingefiihrt werden, ist durch die
Datumsmatrix D gegeben.

Eine zweite Hauptzielsetzung von AVNA ist_die Moglich-
keit, die einzelnen Koeffizienten der QK‘]—Matrix in
einem praktisch nahezu unbegrenzten Bereich zu vari-
ieren.

M.a.W. Die a priori-Genauigkeit und wenn erforderlich
auch Korrelation der einzelnen Komponenten des Lg-
Vektors kann der Wirklichkeit und der Aufgabenstellung
weitgehend angepasst werden.

Wenn der Punkt Pti ein Fixpunkt sein soll, seine Koordi-
naten also konstante Werte darstellen, ist o(Lkj) = 0
d.h. sehr klein.

Wenn der Punkt Ptj ein Neupunkt ist, ist o(Lkj) = « d.h.
sehr gross.



VIII.3

IX
IX.1

IX.2

IX.3
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Iwischen den Extremen VIII.1 und VIII.Z sind alle Zwi-
schenstufen wdhlbar, insbesondere z.B. o(Lki) = o(Lpi)
wenn die mittleren Fehler a priori der "bisherigen"
Koordinaten und der "neuen" zusdtzlichen Netzbeobach-
tungen (Konfigurationsbeobachtungen) von derselben Gros-
senordnung sind.

Nun werden drei Beispiele zu Ziff. VIII aufgefiihrt.

Soll ein Netz frei ausgeglichen werden, so wird die
Grosse der QK‘]-Matrix sehr klein angesetzt, z.B. ca.
0.01 pe oder 0.001 peﬂ. Die Lagerung, das Datum des
Netzes, ist dann durch die Menge aller Netzpunkte be-
stimmt, jedoch ohne dass sich alifdllige dussere Zwdnge
auf den Ldsungsvektor in irgend einer Weise auswirken.
Die Genauigkeit a posteriori hdngt ausschliesslich von
den relativen Beobachtungen und der Konfiguration ab.

Im Fall der Ausgleichung eines klassischen gezwdngten
Netzes mit mehreren "Fixpunkten" und mehreren
"Neupunkten" wird die Grosse der Diagonalglieder der
Qg-1-Matrix sehr gross gewdhlt, z.B. gi(Fixpunkte)=100 pe
bzw. sehr klein, z.B. qij(Neupunkte)=0.01 pe.

Bei Verschiebungsnetzen oder Deformationsnetzen der
Ingenieurvermessung wird man wie in Ziff. IX.2 zwischen
Bezugspunkten einerseits und Objektpunkten andererseits
unterscheiden. Wenn durch die Aufgabenstellung bzw. durch
die Wirklichkeit nur bestimmte LOosungsvektoren (z.B. Be-
wegungs- oder Deformationsrichtungen) moglich oder sinn-
voll oder erkldrbar sind, so kann dies in der Qk-1-Matrix
(Diagonalglieder fiir y und x und Korrelationsglieder)

a priori als Modellannahme beriicksichtigt werden.

Das funktionale Modell von AVNA ist in Ziff. 5 erldutert.
Auf mdgliche Erweiterungen wird in Ziff. 7 hingewiesen.

Es sei daran erinnert, dass jede beliebige Form von Be-
dingungen (dussere Zwinge, siehe Ziff. 2.2) alle bei AVNA
als Verbesserungsgleichungen mit sehr grossem Gewicht

1) pe Gewichtseinheit
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eingefiihrt werden konnen. Alle sog. inneren Zwdnge (in
der Terminologie der Bedingten Ausgleichung) werden beim
Modellansatz der vermittelnden Ausgleichung a priori
ohnehin erfiillt.

Das Modell AVNA - o0.T. (0.T.: ohne Transformation) ist

dadurch gekennzeichnet, dass der Teilvektor TT(f,g,«,M)
von xT a priori identisch Null gesetzt wird, resp.

G = 0. M.a.W. ist das (y,x)-System mit dem (Y,X)-System
identisch.

Da die QK']-Matrix immer # 0 ist, wenn auch zum Teil
oder durchwegs mit sehr kleinen Koeffizienten in der
Diagonalen, handelt es sich immer (auch im Fall der
Ausgleichung eines "freien" Netzes) um eine regulare
Ausgleichungsaufgabe.

Der Losungsvektor von AVNA - o.T. ist ein sog. "bes-
ter linearer, unverzerrter Schatzer". Er zeichnet sich
dadurch aus, dass die Lange des "gewogenen" Verbesse-
rungsvektors minimal ist, einschliesslich aller Kom-
ponenten, namlich der Verbesserungen an den relativen
Konfigurationsbeobachtungen und an den direkten (ev.
fingierten) Koordinaten- (Datums-) beobachtungen.

Demgegeniiber fiihrt das Modell von AVNA - m.T. (m.T.:
mit Transformation) immer zu einer singuldren Ausglei-
chungsaufgabe. Zur Losung ist ein geeignetes Verfahren
der Optimierung Null-ter Ordnung anzuwenden.

In dieser Arbeit wird ein besonders einfaches Optimie-
rungsverfahren angewendet. Es steht in enger Beziehung
zum Begriff der inneren Genauigkeit eines Punkthaufens
nach P. Meissl.

Es wird bei AVNA - m.T. ein ausgeglichenes (vergl. IV)
(Y,X) - System bestimmt, derart, dass die verbleiben-
den Verbesserungen an den "direkten" Koordinatenbe-
obachtungen von gemeinsamen Translations-, Rotations-
und Massstabsanteilen frei sind.

Auch der Losungsvektor von AVNA - m.T. ist in diesem
Fall ein sog. "bester linearer, unverzerrter Schatzer".
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Die Kurzdarstellung des mathematischen Modells kann

mit folgenden Notationen erfolgen:

AVNA - 0.T. beachte Tabelle 4.1 (S. 69)

Q
Ax = E(L), Cov(L) = o3~ -1
PL
Hier bezeichnen
A: Designmatrix, spaTtenregu]ér, (n, u)
E: Erwartungswert
Cov: Varianz-, Kovarianzmatrix, positiv definit, (n, n)

Ferner sind

Losungsvektor der unbekannten Parameter.
Man darf auch sagen: Eine Realisierung
des Zufallsvektors der unbekannten Para-
meter. (x : (u, 1)).

Zufallsvektor der Beobachtungen. (L : (n, 1))

Varianzfaktor a priori

AVNA- m.T. beachte Tabelle 4.1 (S. 69)

Gleiche Darstellung

Hier jedoch
A : singular

xT: (xl, ST, TT)

Der Autor vermag

diese Modelle nicht mit Sicherheit einem

der in [18] systematisch gegliederten Modelle zuzuweisen.
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T
XK

Unbekannte Parameter

455667788

T o &
256

OONNOOOTIOPPRWWNON — —

000000

Verbesserungen an beobachteten Parametern

v 21
“ 23
25
24
52
53
v 59
58
® 56
54
64
65
67
68
86
87

21
23
25
’ 24
© b2
58
56
64
65
67
68

I

L9,

Tafel 4.1

*) Diese Art von Verbesserungsgleichungen wird in

Ziff

. 8.22 erlautert.
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Die Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen der AVNA

Die direkten Koordinatenbeobachtungen

Es kann sich, wie Uberhaupt in jedem Fall um tatsichlich realisierte Be-
obachtungen (z.B. Aufgabe, die in Fig. 2.05 (S. 19) dargestellt ist) oder um
fingierte Beobachtungen handeln. Letzteres ist bei der Anwendung von

AVNA fiir die Ausgleichung von ebenen geoddtischen Netzen die Regel.

Die Beobachtungsgleichungen
Beachte Figuren 5.01, 5,02 und Tafeln 2.02, 2.10 ~ 2,14 (S. 17, S. 22 - 31)

Y.E = (yi - f)coskee - (x1 - g)sink-e
(5.1) & (3.VI)

X;E =

; (yi - f)sink.e + (Xi - g)cosk+e

Die Linearisierung ist in Ziff. 3.2 durchgefiihrt mit den dort formulier-
ten Voraussetzungen,

. . X. .
v ! ! (5.11) 2 (3.XIII)

0
1

i 7% i€ "%

Die Verbesserungsgleichungen

Beachte nun Figur 5.02

Xﬁ + in = (yio + ni)(1 - M) - f- (Xio

+
<
1l

X (Xio + Ej)(1 - M) -g+ (y

. tng)x
1

- io

Es wird an Tafel 2.02 erinnert, wonach die Naherungswerte M_ =0, f =0,
. 0 0

9o = 0, Kg = 0 sind.

Die Linearisierung beriicksichtigt nur Glieder 1. Ordnung; also werden die
Glieder ”1M’ E4Ks EiM’ niK vernachldssigt.

Vy = + 1.

i T Xy m M - (G

P T A T PR SR

Absolutglieder Lys* (Y. - Y; Yy =0
X

0
_ _ (5.111)
(X 10) =0
Wenn Annahme Xi = Yio
(dimensionslose
Zahlenwerte) Zﬁ = Xiq
vg = ExK + GT -~ LK



- 73 -

7
9
Py
// /// //
+X : P /
? | // +X /
» az(8f)
: 7 o,
Ry, 9
(7 0
' TS -
X6'Ex6'e 068.:—:1 \ 8
\
gi'e Y6.E
+Y
O fe—emem} ~oe
fee e > +y
ys’e

Figur 5.01 Lagenetze (= Figur 2.03)

+X

Pt, (Y4.X4)
PLio(Wio*Xio) ?
o
.'o
x|_
xi.E: fO.E#‘L\
! +Y
("..._.‘ Pa— y. Y=} L i +y

Figur 5,02 Veranschaulichung der Koordinatensysteme und des
mathematischen Modells (= Figur 2.04)
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5.2 Die Richtungsbeobachtungen
Beachte Figur 5.01 und Tabellen 2.02, 2.10 - 2.14 (S. 17, S. 22 - 31)
5.21 Die Beobachtungsgleichungen
_ (Y, - V,)E
o4 5 +Q; - « = parctg (5.1V)
(YJ. - X;)E
5.22 Die Verbesserungsgleichungen
Linearisierung
..tV + Q. + T, =-K-=
i (yj —f- B2 M) - (y10+n1-f-x.4xey..M)
=p arctg
(XJ0+gj-g+yjo|<-xjoM) - (x oTEi I oy 0M)
on'y
= p(arctg ———-———-) a1JnJ+a i 1'aij('xjoK'yjoM)+aij('xioK'yioM)
-X.
JO io
- bij§j+bijgi'b1j(+yjoK’xjoM)+bij(+yioK'xioM) S
= azijo+a1j“i'aij”j+bijgi'bij5j'K+o'M + ...
v“ij = a. i3 +b g -a; -b gJ 1'(Edj+gio'azijo) . ..
und analog
T e T e Tt T L T P T

J1
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Pti nach Ptj:
Yoy “eithey | iy T (a45+910732450)
= a;5ni+Dy 58172305705 58;
v ~z.-L L = (0440, -az.. )
o5 J “ji o5 Jji “jo "“jio
Ptj nach Pti:
Y. =Y. AY. . Yio = Y2
F.. = parctg 2 19 - parctg —19 F.. =parctg 19 Jo
1 X = X AX. . J1 X. = X.
jo io ijo io jo
Die Koefffzienten
6F1j _ 1 1 . cos az; s, o
$ i Ayi'o 2 AX ° d ° 13
Yio 14+ —32 ijo ijo
&X. .
ijo
sF.. cOS az. .
1J 0 = - 10 p = +a,.
dy . 1J
io ijo
6F.1 cos az..
___..‘l,-e p = + ___.__.___.!.]_:l-(—). p = -a.. = +a..
sy d J1 1J
\ io \ Jjio
SF. cos az..
= - J101 o = +a,, = -a..
sy d.. J1 W
\ Jjo jio
GFij, - 1 'Ayijo . sin az1j0 < b
~ Ay |2 2 P i3
50 1+(...——-”° X350 ijo
le1'jo
sF. . i ..
— o = + o aZ1J° p = 1b. .
1)
%30 di 50

(5.V)



SF sin az..
LA PR a1
X d.. J1 1
io jio
§F.. sin az..
ugll p =+ __.___glg p = +b.. = -b..
8X d.. J1 J1
Jjo Jjio

5.3 Die Distanzbeobachtungen
Beachte Figur 5.01 und Tabellen 2.02, 2.10 - 2,14 (S. 17, S. 22 - 31)

5.31 Die Beobachtungsgleichungen

(Er'ij)eJ = ( J(V& - 71)2 + (7. - 71)2) E (5.V1)

5.32 Die Verbesserungsgleichungen

Linearisierung

n;~f-x M)}2

diy + vdij=‘ (Y jo#ns=FXsox-y s M) = (y; +n=Foxy koys

2 |E
+{(xjo+aj-g+yjon-xjoM) - (xio+gi—g+yjoK-xioM)} ).EJ

2
=‘ {(yjo'yio) + ("j'"i) B (xjo"xio)'< - (yjo'yio)M}

2 | E
HX507%40) * (£5757) + (¥50my50)% = (X57%;)M) )E;

2
2(¥5,Yi0)
JO Y10
E—"z;jggy—{(nj'ﬂi)'(on'xio)K'(yjo'yio)M}

2(x; =x.)
+ —30 do7,

2 {(i,30)

2

(1+u

(X507%i0) " (T*1y)

+

(gj'gi)+(yj0'yio)K-(xjo'X.

10)M}(1+uJ)

+
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Vdij = =sin azijoni-cos azij0£1+s1n azijonj+cos azijogj
- \’(1 !jo)(uJ"M)" (g‘ij—\‘(i’jo)) + « o o
und analog
- {(,30) (uyM) = (dys=(Fad0)) + o
Pt. nach Pt.: v = -L
! J di' -sin az -C0S az.. £.+sin az di'
) ijo™i ijo"i ijo" )
+C0Ss az; . g.-v(i jo) (uq4=M)
Pt. nach Pt.: v = 130°J ’ J -L
J i d.. d..
J1 J1

[(30) = |W50¥i0)%* (imki) 3 ENRECRNCED)

L d.. - {(1.30)
dji (_‘]1 J(1 jo))

(5.VII)
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Die Losung der AVNA - o0.T. (allgemeine vermittelnde Netzausgleichung

ohne Transformation)

Das mathematische Modell

Siehe Ziff. 4, insbesondere Nr. XIII

xT xl ST
v L
K —te— S~
vl | K E 0 L Q§1 0
1) | (koK) : (k1K)
] (6.1)
v £ C F L 0 P,
(£,1) (£,k) | (£,8) | |(£,1) (£,2)

Beim Sonderfall _AVNA - o.T. (allgemeiner Fall siehe Tafel 4.1) wird vom
Losungsvektor xT(xk,ST,TT) der Teilvektor T der Transformation a priori
Null gesetzt, T = 0.

Beim Sonderfall AVNA - o.T. bezeichnen wir vg mit vgok. vgg tritt also
anstelle von vg.

Voraussetzungen und Bemerkungen

A ist spaltenrequldr, Rang r(A) = k+s und udet A ((k+s)ter Ord.) # O
Anzahl aller Netzpunkte ist V2 k

QK'1 ist requldr, det QK-1# 0. Insbesondere sind alle Diagonalglieder

von QK‘1 von Null verschieden und natiirlich positiv; allerdings sind ein-
zelne Koeffizienten u.U. besonders kleine oder besonders grosse Zahlen-
werte,

PL ist reguldr

Kommentar

Es handelt sich um eine "nicht singuldre" Ausgleichungsaufgabe. Sog.
Freie Netze konnen aber durchaus praktisch ausgeglichen werden.

(ATPA) ist reguldr, eigentlich definit; r(ATPA) = kis
x und mg sind erwartungstreu schdatzbare Grossen
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Die Lﬁsung
0 +CTP C ¢’ F
(k,k) (kss)
T T
Fipc | FIPF
(s,k) (s,8)
Qx Qs
Qs Qss
T =1 el Ty
QKK,' (QK +C PLC) +(QK +C PLC)
T T o1 Te oo-
CTP FQg F TP C(Qg 4C TP C)
o Te e To el Tn en=10Tp o]
Qgg = (FTP_F-FTP C(Qg +CP C)7'CTR F)
T 10T
Oys = ~(agM4cTP C) 71CTP Fogq
i To ool To ae-l
Qs = -QssF PLC(Q +C P C)

-
0l | L
+QusF TP
(k,k) (k,2)
1 T
QSKQK QSKC PL
HQgsF TP

(s,k)

(s»2)

n»

-~

{]

Standardformein-der vermit-

telnden Ausgteichung nach

der Methode "der Kleinsten

(ATpA)

Quadrate

v = Ax - £, P

(A'PA)

-1

(ATpA)"TATp = RT
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- _ T T
el %k = Qyl P+QesF P
(k,T1)
X =
_ T T
3 3 = (QgyC P #0cF P )L
(s,1)
Vok| Yok = *k - L
X (=0)
vy =
UL UL = CxK + FS - LL
el L= bt Yok = X
(=0)
T =
LL LL = LL + UL = CxK + FS
Kommentar

Der Losungsvektor von AVNA - o.T.
zeichnet sich dadurch aus, dass die
Lange des "gewogenen" Verbesserungsvek-
tors minimal ist einschliesslich aller
Komponenten, namlich der Verbesserungen
an den relativen Konfigurationsbeobach-
tungen und der Verbesserungen an den
direkten (ev. fingierten) Koordinaten-
(Datums-) beobachtungen.

1}

1

1

Ax - £

L+ v

(6.11)
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6.3 Rekapitulation betreffend die Absolutglieder

Xj -y. =0

Ly
K _
(ks1) | %4 = %40 =0

T oo Ly Y +vY Yio * YiYig = M
K™ *K™V oK T _
X; +vX - X1'xio = &
Lo, = (45 * 850 = azy50)
LL : 1] —
(£,1) Ld” (E'IJ (i,Jo))
1J
T L, =L +va ( +C Xt +F,S- az1J0
L Ld -Ld +vd -(d +C X +F S- y(i,Jjo)
C,C Teilmatrizen von C
a d
Fa, Fd : Teilmatrizen von F
F,S ¥

)

(6.111)
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6.4 Rekapitulation betreffend die Kofaktorenmatrizen

0 0
Q,, = 2 pl =g
LL w
0 P[]
(6.1V)
U | s H—
Qxx = = (APA) = Qxx
Ok | Qs
(6.V)
Q| QKKCT+QKSFT
Q77 = = pATPA) AT = 0y (T = £4v)
LL CQyy CQKKCT+CQKSFT
+Og [FFQg,C +FOGGF!
(6.V1)
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QK 0
0 P[]
T T
Qe | Qi sf
T T = Qpp - Qpz = Qy
COp | COUC +C0sF
g (05, CTHOGGF!
(6.VIT)
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.
mit

m
il

M

M=20, resp. E =¢

e(l - )

g=K'=M=

0

QKK (Teil von QII)

(6.VIII)
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6.6 Netzverbesserung nach AVNA - o.T.

An dieser Stelle soll nun der Begriff der sog. Netzverbesserung infolge
Koordinatenverbesserung (siehe Ziff. 3.43) mit geeigneten Kennzahlen,
die auf verschiedene Weise mit den Kofaktorenmatrizen der Punktkoordi-
naten a priori und a posteriori bezw. mit den Varianzfaktoren a priori
und a posteriori gebildet werden.

Die mit diesen Kennzahlen quantifizierte Netzverbesserung erlaubt die
Interpretation: "Um wieviel Prozent die Menge aller Koordinatenpaare al-
Ter Netzpunkte a posteriori besser mit der Wirklichkeit libereinstimmen
als a priori®.

Durch geeignete Testverfahren konnen fur diese Kennzahlen geeignete Kon-
fidenzintervalle geschitzt werden. Dies ist aber, wie bereits in Ziff. 1.2
erwahnt, nicht Gegenstand dieser Arbeit.

6.61 Die Kofaktoren - Verbesserung

+100 (6.1X)

i

ASp Q(%)

6.62 Verbesserung des Varianzfaktors

1, Ta-1
2 (v Q)
po (%) = {1- +100 (6.X)
0 1,,T -1L
70 Qkhy)
wobei: sowie: n = £+k
u = k+s
n-u = £-s
Yok Lk Qi] 0
= Merke:
v = | = Q11= ?ach AVNA - o.T.
ist UoK = XK
v LL 0 PL
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-1
Q 0
Q) = (6.XI)
LK b :

LK™

D gy
K L

6.63 Die Genauigkeitsverbesserung
1, Ta-1
—(v Q,,v)Sp Q
aml(%) = |1 - Dpw_LL KK1.100 (6.XI1)

%( LIQl]KLL)Sp Q

Erstmals treten in dieser Arbeit die beiden Matrizen Pp g bezw. QLK_]
(PLKk = Qrk~1) auf. Sie sollen hier noch kurz erldutert und begriindet
werden.

In den beiden Kennzahlen Aci(%) und Amz(%) kommt die quadratische
Form %(LTQZLL) vor.
Im mathematischen Modell Ziff. 4.V wird ausgefiihrt, dass bei AVNA die
Koordinatenpaare aller Netzpunkte als Zufallsgrossen betrachtet werden,
die durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte gekennzeichnet sind. Deren
Zahlenwerte a priori (also vor der Ausgleichung) stellen je eine ein-
zelne Realisierung (fingierte direkte Koordinatenbeobachtung) fiir jede
dieser Zufallsgrossen dar.

Damit sind die Zahlenwerte a priori der einzelnen Komponenten des Lj-
Vektors der Absolutglieder der Verbesserungsgleichungen der (relativen)
Konfigurationsbeobachtungen dafiir geeignet, einen mittleren Gewichts-
einheitsfehler (Varianzfaktor) a priori zu schitzen.

Dies allerdings unter der Voraussetzung, dass dem Lj-Vektor eine ge-
eignete Gewichtsmatrix P g (Q;k~1) zugeordnet ist. Sie wird aus den
Kofaktoren der Matrix Q-1 der direkten (fingierten) Koordinatenbe-
obachtungen und den Gewichten der Matrix P_ der relativen Netzbeobach-
tungen berechnet. M.a.W. ist die Wahrscheinlichkeitsdichte des L -Vek-
tors abhangig sowohl von der Genauigkeit der Zahlenwerte der ("direkten,
fingierten") Koordinatenbeobachtungen als auch der (relativen) Konfigu-
rationsbeobachtungen.
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Wir wenden die Tienstra'sche Regel auf die Beobachtungsgleichungen

LL = CxK + FS

der relativen Netzbeobachtungen an. Nun definieren wir die Funktion

L Cx, + FS = 1L

LK K L

= Ueu

Die Matrix U und der Vektor u sind Hilfsgrdssen

XK
(k,1)
S
U C F -E w501
(£,k) (£,s) (£,2)
b
(£,1)

Die Tienstra'sche Regel (das allgemeine Gauss'sche Fehlerfortpflanzungs-
gesetz) lautet:

_ T
QLK - UQuuU
wobei:
Qxx 0 0 und wobei flir den Fall
(k,k) "a priori" gilt:

0 QSS 0 Qxx = QK

Q (s,s)

uu © QSS = 0

Q = P—]
0 0 QLL LL L
(£,2)
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T

Nun betrachten wir das Produkt UQuuU . Dies flihrt zu:

.
CQC™ + P LK

Qk

Die Losung von AVNA - m.T.

Allgemeine vermittelnde Netzausgleichung mit Transformation

Das mathematische Modell

Siehe Ziff. 4, insbesondere Nr. XII

xT xT ST TT
K
v L
L
K -
Vg E 0 G _ QK 0
(k,k) (Kss)| (k,t) B (k,k)
v, C F 0 LL 0 PL
(£,k) (£,s)| (L.t} [(£,1) (£,2)
n = k+g
u = k+s+t
n-u = £-(s+t)

Voraussetzungen und Bemerkungen

A ist singuldr. Rang r(A) = k+s, Rangdefizit dr(A) = u-r = t.
udet A (uter Ord.) = 0, udet A ((k+s)-ter Ord.) # 0

sowie alle iibrigen Voraussetzungen und Bemerkungen gemdss Ziff.

6.1

(6.XIT1)=(6.XI)

(7.1)
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Kommentar
(ATPA) ist singuldr, semidefinit, dr(A'PA) = t
x und mg sind nicht ohne weiteres erwartungstreu schatzbare Grossen.

Der Losungsweg

Die A-Matrix von AVNA - m.T. ist singuldr. Es gibt also eine Menge von
Losungen. Viele Optimierungen Null'ter Ordnung sind denkbar.

Die Idee
Die Losung lehnt an die Arbeit von P. Meissl an, siehe Ziff. 3.1.
- Es wird auf die Losung des Gesamtsystems verzichtet.
- Zuerst wird das System AVNA - o.T. (ohne Transformation) geldst.
- Dann wird nur das Teilsystem

v = 6T = (-x) | Qg

betrachtet und ein L&sungsvektor T derart gesucht, dass die "innere
Fehlermatrix® minimal wird, d.h. SpQ = Min.

Zur Interpretation des Losungsweges

Der Losungsvektor ist ein sog. "bester linearer unverzerrter Schdatzer".
Die im "ausgeglichenen" (Y,X) - Koordinatensystem verbleibenden Ver-
besserungen an den direkten (zumeist fingierten) Koordinatenbeobach-
tungen weisen (wenn es sich um eine Aehnlichkeitstransformation handelt;
andere Transformationen sind mdglich) keine gemeinsamen Translations-,
Rotations- und Massstabsanteile mehr auf; was nach AVNA - 0.T. in der
Regel noch der Fall ist.

Die geometrische Interpretation von AVNA

In Figur 7.01 wird versucht, den geometrischen Sachverhalt von AVNA - o.T.
und AVNA - m.T. (im Prinzip) darzustellen. Dafiir wird das in Ziff. 3.2
erlguterte "Nomogramm der differentiellen Aehnlichkeitstransformation”
(Figur 3.03 S. 38) beniitzt.
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(3]
©
5]
|
QO >
o
[ -
A L X
< B
o > Pt.(¥,x)
N GT 1
_. Transformations-
Y system
VoK J
= G - System
, [ [
i ‘r ‘ » Zahlengerade fiir y, Y
|
- o«
> +
8+ .2
> > >
" il It
=T > B

“Naherungspunkt" im (y,x) - System. Koordinaten Yio® *io

"Beobachteter" (fingiert beobachteter) Punkt im (Y,X) - System.
Koordinaten 14, X (in der Regel = Yo Xio)

Beachte: Koordinaten sind "Zahlenwerte" (Ziff. 3.41)

"Ausgeglichener" Punkt

Xio ¥ &5 im (y,x) - System

= X5+ vy im (Y,X) - System
i

Koordinaten Zﬁ = Yio * Mis fﬁ
Koordinaten Y, = Y. + in, X;
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7.5 Die LOsung
xT TT
v L
v +G -X Q']
K K KK
(k, 1) (kot)  (k,1)  (k,k)
v, = +GT=(=x,) Q!
K K’ ? KK

T = (6'06) 7 61 0pp(~x,)
Q= (6708

T -1
UK = GQTTG QKK(—XK)—(-XK)

..F
: Ll - aTa=Tay=1.Ta-1
T= el = '((G QKKG) G QKK)XK
M

(t,1)

(7.11)

I U A
Ve | = (E-GQrG Q)

(7.111)

in

b

1

Standardformeln der vermit-

telnden Ausgleichung

Ax - £, P

(ATPA) 1ATpe

) (7.1)
Q,, = (ATPA)”"
_ T
v = AQ A'PL-£
Qy = Qe - Uz

- aaTeay AT (7-1Y)
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Rekapitulation der Netzparameter nach AVNA - m.T. und der zugehtrigen

Kofaktorenmatrizen
gi
X i
5 ) Q = Q
: - AVNA - 0T, s % L g
X 3 55 Qs
L(j-M -’ - P
7| f.9.0.M }AVNA - m.T.} -
y V L AVNA - m.T Q
K .X1' } UKUK
. J J
Y v 7 7]
. \;QU
G s - AVNA - 0.T. L Q
(7.V)
-~ S
- R Sﬂ = 10+n1
X; = X, +X - 2 AVNA - o.T Q- Q
i io K x1 = 10+51 LKLK KK
X, = X.+0 Y. = y. +v
oot R T S T S 8 PR
fo K . Y} = X5ty K'K
= x10+xK+GT i
Gs. + Q. Q- -
_1J i ) LI
Q. = Q. + C. AVNA - o.T. Q
e s. Ziff. 6.3 33
%; 1
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(~)
Hy - M AVNA - o.T. QSS
M AVNA - m.T. 0,0,
E=e(l +M) q
AVNA - m.T. EE
e=e(l - (uy-M) 9.,
7.7 Die innere Genauigkeit
nach P. Meissl, siehe Ziff. 3.1
P Q= 5P Gk ™ 3P Qgrer (7.V1)

QKK = (Qx X ) siehe AVNA - o.T.
K*K

T -1 =1.T

Qgrar = 6(6 Q@) 76

7.8 Die Netzverbesserung nach AVNA - m.T.

Zur Erlduterung dieses Begriffes siehe Ziff. 6.6

7.81 Die Kofaktorenverbesserung

Sp Qg
asp Q%) = [1 - —XK 100 (7.V11)
Sp Qg
Qy v =Q
XKXK UKUK)

7.82 Die Verbesserung qés VqrianzfaktOrs

2 n]-u(GTQl}_G
aet(%) =1 -t o0 (7.VIII)
0 1, TA=1
AGIUTER,

£+k
k+s+t
£-s-t

& <& =
L[] 1]
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L
K -
Vg =0 Q 0
-1 g W
v = L= Q= k| (cg e+
VL LL 0 PL

siehe Erlduterungen
in Ziff. 6.63

7.83 Die Genauigkeitsverbesserung

] eT ".l* - -
m(u QLLV)SP QXKXK

SR 100 (7.1X)
ACRITGRAL

(%) = |1 -




8.11
8.11.1

8.12.1

8.12.2
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Mogliche Erweiterungen des Modells AVNA

"Veymittelnde" Verarbeitung von Bedingungsgleichung aller Art
bei AVNA

Koordinatenbedingungen

Koordinatenbedingungen fiir einzelne Koordinaten oder Koordinaten-
paare werden mit Verbesserungsgleichungen genau gemdss (5.III) in
Ziff.5.13 als Bestandteil der D-matrix, Tafel 4.1 eingefiihrt.
Dabei betrachtet man die "Zwangs"-Koordinaten als fingierte direk-
te Beobachtungen Yi, Xi. In der QR]—Matrix erhalten die zuge-
ordneten Diagonalkoeffizienten einen sehr grossen Wert, (ein senr
grosses Gewicht).

Basisbedingungen

Basisbedingungen werden mit Verbesserungsgleichungen genau gemdss
(5.VII) in Ziff.5.32 als Bestandteil der C-Matrix Tafel 4.1 ein-
gefiihrt. Dabei betrachtet man die "Solldistanz" (=Bedingung) als
fingierte direkte Beobachtung dij mit sehr grossem Gewichtskoef-
fizient in der P| -Matrix.

Azimutbedingungen

Azimutbedingungen werden mit Verbesserungsgleichungen gemdss (8.1I)
in Ziff. 8.22.2 als Bestandteil der C-Matrix Tafel 4.1 eingefiihrt.
Dabei betrachtet man das "Sollazimut" (Azimutbedingung) als fin-
gierte direkte Beobachtung ¢jj einer orientierten Richtung mit sehr
grossem Gewichtskoeffizient in der PL - Matrix.

Innere Zwdnge, netzeigene Zwdange

Stationsbedingungen

Entweder erfolgen Stationsausgleichungen (von Richtungs- oder Win-
kelbeobachtungen) vorgdngig AVNA. Die ausgeglichenen Beobachtungen
werden dann in AVNA eingefiihrt, u.U. unter Beriicksichtigung der sich
aus der vorgangigen Stationsgleichung ergebenden Varianzen und Ko-
varianzen.

Oder dann werden alle Einzelbeobachtungen in AVNA eingefiihrt. Alle
moglichen Stationsbedingungen sind dann im linearen funktionalen
Modell der Konfigurations- (C-) Matrix "automatisch" enthalten.

Winkelbedingungen

Beim linearen funktionalen Modell der Konfigurations- (C-) Matrix
von AVNA sind alle moglichen Winkelbedingungen (selbstverstdndlich)
"automatisch" beriicksichtigt.



8.12.3

8.2

8.21

8.22

8.22.1
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Sinusbedingungen

Es gilt genau dieselbe Aussage wie fir 8.12.2.

Bedingungsgleichungen verschiédéner Art, allgemeine Betrachtung

Die Ausfiihrungen in Ziff.8.12 sagen aus, dass der Losungsvek-
tor von AVNA (wie selbstverstandlich von allen herkommlichen
vermittelnden Ausgleichungen) alle moglichen inneren Bedingungs-
gleichungen erfiillt.

Die Ausfiihrungen in Ziff.8.11 erldutern die Beriicksichtigung
von sog. ausseren, netzfremden Bedingungsgleichungen.

Sie stellen (im Prinzip) zugleich alle mdglichen Bedingungsglei-
chungen aller Art dar. ‘

Andere Arten von Beobachtungen

Beobachtung von Horizontalwinkeln

Eine besondere Darstellung ist nicht erforderlich: Die Beobach-
tungsgleichung und die Verbesserungsgleichung einer Horizontal-
winkelbeobachtung ergibt sich (in allen Teilen) genau als Dif-
ferenz von zwei der entsprechenden Gleichungen fiir zwei Richtungs-
beobachtungen gemdss Ziff.5.2, insbesondere (5.I1V) und (5.V).

Direkte Beobachtung einer orientierten Richtung

In Tafel 2.02 ist mit ¢ij die direkte Beobachtung von orientierten
Richtungen angedeutet, z.B. mit Kreiseltheodolit. In jedem Fall
handelt es sich (primar) um die direkte Beobachtung der Stations-
orientierung Qi.

Die Beobachtungsgleichung

Beachte Figur 2.03 (oder 5.01) und Tafel 2.02

In Tafel 2.02, Zeile 9 ersetzen wir den Index "j" durch den Index
“NK" (NK: Nullstelle des Teilkreises)

Bkt =9 (8.1)
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8.22.2 Die Verbesserungsgleichung

&k F Yy io ¥ %

(8.11)

Vo o T o1 T [k T o)
| 1
|
Teil des Ve%tors} t
l

| |
UL = CxK + FS + GT - LL

Die relativ einfache Gliederung der ganzen A-Matrix in Tafel 4.1

fi11t mit solchen Verbesserungsgleichungen dahin. Anstelle des in
dieser Arbeit dargestellten Verfahrens der Optimierung bei AVNA - m.T.
muss ein anderes treten.

8.23 "Eindimensionale"” Hohennetze

In Tafel 2.07 und Figuren 2.08, 2.09 (S. 21) sind solche Netze schematisch
dargestellt. Von den besonderen Unterschieden zu den in den Ziff.4

und 5 dargestellten zweidimensionalen Lagenetzen werden hier fol-

gende genannt:

- als Netzbeobachtungen, Konfigurationsbeobachtungen, kommen beo-
bachtete Hohendifferenzen vor, z.B. mit geometrischem Nivellement,
trigonometrischer Hohenbestimmung, vertikal hdngenden Messbéandern,
barometrischen Aufnahmen, hydrostatischem Nivellement u.a.m.

- als (zumeist fingierte) direkte Lagerungsbeobachtungen, Datums-
beobachtungen kommen verschiedene Arten von Hohen vor, z.B. Geoid-
hohen, E11ipsoidhdhen, Gebrauchshthen, Hohen mit einem Tokalen
Horizont u.a.m.

- der Unbekanntenvektor enthdlt die Hohen aller Netzpunkte und u.U.
Massstabsfaktoren der Messinstrumente sowie die Transformations-
gréssen. Diese letzteren umfassen in der Regel keinen Massstabs-
faktor sondern nur einen oder mehrere lokale Horizontparameter.

Die Beobachtungs- und Verbesserungsgleichungen entsprechen formal
vollstindig den Beziehungen in Ziff.5, (5.11), (5.111), (5.VI),
(5.VII) fiir direkte Koordinatenbeobachtungen und Distanzbeobachtungen.
Deshalb wird darauf hier nicht néher eingetreten.
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Verschiedene Erweiterungen

Andere Transformationen

Anstelle der (differentiellen) Aehnlichkeitstransformation gemiss
Ziff. 3.2 konnen im mathematischen Modell (G-Matrix, Vektor T der
Transformationsparameter) andere, der Wirklichkeit besser angepasste
Transformationen beriicksichtigt werden, z.B. Affintransformation,
projektive Transformation.

Mehrere Transformationen

Anstelle von nur einer Transformation mit zwei Koordinatensystemen
wie bei AVNA - m.T. konnen zwei oder drei Transformationen mit drei
oder vier Koordinatensystemen oder mehr in demselben mathematischen
Modell beriicksichtigt werden.

Die funktionalen Zusammenh@nge (Konfigurationsbeobachtungen, Datums-
beobachtungen, Bedingungen u.a.m.) werden je nach der Aufgabenstel-
Tung und dem Beobachtungsprozess in verschiedenen der zugeordneten
Koordinatensysteme formuliert. M.a.W: Beobachtungen und Bedingungen
aller Art erfolgen in verschiedenen Systemen oder sind in verschie-
denen Systemen formuliert; die einzelnen Systeme werden durch die
Transformationen miteinander zu einem gesamten und als ganzes zu opti-
mierenden System verkniipft. Klassische Beispiele dafiir (aus dem
Bereich von Geoddsie und Vermessung) gibt es in der Photogrammetrie.

Andere Optimierungsarten

In dieser Arbeit ist in Ziff. 7 fir AVNA - m.T. eine sehr einfache
Optimierung Null'ter Ordnung angewendet, (die eigentlich fast nicht
mehr als solche bezeichnet werden kann) die fiir ein- und zweidimen-
sionale Netze in der Amtlichen Vermessung und der Ingenieurvermessung
zweckmdssig und sinnvoll qst.

Andere Optimierungen Null'ter Ordnung des Gesamtsystems sind u.U.
zweckmassig.

Raumliche Netze

Die Erweiterung auf rdumliche Netze und die Verkniipfung von Koordi-
natensystemen (u.U. verschiedener Art) mit Transformationen (Abbil-
dungen, u.U. verschiedener Art) liegt nahe.

Anwendung in der Feinwerktechnik

Hier wird an Priiflinge und Messsysteme gedacht, bei denen Konfigura-
tionsbeobachtungen aller Art (Winkel, Langen) und Lagerungsbeobach-
tungen aller Art (mit Drei- und Vier-Koordinatenmessmaschinen) vor-
kommen.

"Nicht geometrische" Systeme

Z.B. in Physik, Chemie, Biologie u.a.m.
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Numerische Beispiele

Eindimensionales Priif-Streckennetz

Verbesserung eines Streckennetzes mit Distanzmessungen

Gegeben:  Punkte Nr. 2, 4, 6, 8 in einer Linie im Geldnde vermarkt
mit den "eindimensionalen" Koordinaten y = 20m, = 40m,
= 60m, = 80m

Die Qi] - Diagonalmatrix
Die P - Diagonalmatrix

Gemessen: Die Distanzen

und somit der LL - Vektor

Gesucht: Siehe Resultate, numerisch und graphisch

Alle Bezeichnungen: Siehe Tafel 2.02 und Ziff. 2.6
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Das mathematische Modell : : : : . —
von Aufgabe 9.1
(siehe auch Text Ziff. 4) . . . . — .
. . . —_ . .
. . —_— . . .
. —_— . . . .
. . . —_
—
1 X
(e g
— . . .
-~ o o O o <t < Vo) o N ol
~ + + + = + +
o o
= . . B . . . . .
[en] -— -— N
] H 1 1
(] [an]
Y — — — — . . . . . .
1 ] 1 ]
= w [Ke] o [Ke]
] . . O . . . o Lo . .
= (o] — — o — o
+ + + ¥ + ¥
0
c . . . — . . — . — —
+ + + +
O
= . . [ ud . . — . — . —
+ + + 1
[FE] QO
<3
c . — . N — . . — — .
+ + 1 1
(3]
[ — - - . -— -— -— . . .
+ 1 i ]
I._
x [a\] <t (Yol [e 0] <t O o0 (Ve o0 [e 0]
/ > > > > N o~ o~ <r <r Y]

Tafel 9.01

cm/40m

n2’ n4’ n6, ﬂ8, L_‘, V,i, f: Cm

M, u-M

Einheiten
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Die Resultate zu Aufgabe 9.1

Numerische Werte

Yop = 20.0
Yoa = 40.0
Yog = 60.0
Yog = 80.0
no = -0.64cm Vyp = -0.64cm
ng = +1.12cm Vyg = +1.12cm
e = ~0.32cm Vyg = -0.32cm
ng = -0.76cm Vyg = -0.76cm
Yo = 19.36 Yk: Yo = 19.36
7 41.12 Y4 = 41.12
Yo = 59.68 Y6 = 59.68
yg = 79.84 Y8 = 79.84
u-M = +3.60cm/40m e = 1.0
f = 0.0 - 1#+M=E = 1.0 ﬂ
= 0.0 uy = +3.60cm/40m
= +9-107*
E(4n)™ = ¢ = +0.99910 . . .
- 1-8.99...-107
QXKXK (= QUKVK)
+0.06 [-0.08|-0.02 {+0.04 Vog = -0.44cm
Vog = -0.08cm
-0.08{+0.14}-0.041-0.02 Vog = -0.12cm
Vag = +0.36cm
-0.02{-0.04{+0.14 |-0.08 Vag = +0.32cm
Veg = -0.04cm
+0.04{-0.02|-0.08 |+0.06




Innere Genauigkeit:

Netzverbesserung:

Sp QUKUK

0.40

ASp Q(%)

24
AGO(A)

am (%)

n
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2.40 - 2.00
0.40
Sp Qg &
- KK)-'I
Sp 0,
0.40
(1 - 323 )-100
90%
= (070]19)
n-u LL
1 - )-100
> (LQ7hL )
7 (0l
1
.2.24
- '017 )-100
& -15.20
70.5%
L (5707,0)5p %,
(1 - DU LL XKXK
T 7.1
7 Okt )se O
1
e -2.24.0.4
(1 - %L )-100
£ 15.20-4.0
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Resultate zu Aufgabe 9.1
Graphische Darstellung

Aufgabe, Messungen

e
2 # [ 8 y
—0- —G o= o= >
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2 L% 12
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1
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P R S SN
liag 1
2 148
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fir Li, vi:

+— 168 1168
Tcm 2 ‘ 2

Resultat

e=e-3.6cm/40m

1
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Y7 O d ez tiddddesidddeddeded
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AL iz g irazizis idiiicd

A

M2 N4 Ng [ MgH

+l©
»| ‘)7
[-=11F
<

it
<V
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Figur 9.02




- 104 -

Kommentar zur Losung der Aufgabe 9.1

Es fall1t auf, dass bei dieser Aufgabe mit der einfachen Optimierung Null'ter
Ordnung gemdss Ziff. 7 der LOsungs-Teilvektor

THCFM) Null wird, T = o,
Damit sind auch nach der Ausgleichung die beiden Koordinatensysteme (Y,X) und

(¥,x) nach wie vor identisch.

Deshalb wurde dieselbe Ausgleichungsaufgabe auch noch mit der sog. stochasti-
schen Ringinversen geldst. Der Berechnungsgang ist z.B. in [4] dargestellt.

Bei dieser Losung werden je zu einem Minimum einerseits die quadratische Form
[vTQ_]v + VTP v ]
K*K “K L'L°L
und anderseits die quadratische Form

T ,
[? x|, wobei xT(nz, Ngs> Ng» Ngs H-M, f, M)

Diese Losung ist in Figur 9.03 dargestellt.




Aufgabe, Messungen
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Figur 9.03

Koordinatenver-
besserungen




- 106 -

9.2 Eindimensionales Hohennetz

Die Aufgabe: ist in Ziff. 1.5 beschrieben, siehe dort. Im Einzelnen ist
sie in den folgenden Figuren dargestellt. Sie sind identisch mit den
Figuren 2.08 in Ziff. 2.5.

H h40
b o .3
h(20) e 23 32 e 42
S . —o—= —
4 23,24 4%_1' -
. 33 h
20 — .
1 3 hog Hyg 31 O———— iz (]
f
N
%7 20
Aufriss

1?"‘*’ Situation
23

Figur 9.04 Hohennetz

40



Bezeichnungen:

h

1+M

]+u
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Beobachtete Hohendifferenz
AHij mit Nivellement "Hin"
Beobachtete HOhendifferenzen
AHij’ AHji mit Nivellementen

"Hin" und "Riick"

Einseitig beobachteter
Hohenwinkel Bij

Gegenseitig beobachtete
Hohenwinkel Bij’ Bj1

"Neu"-Punkte

"Fix"~-Punkte Hohe

aus Tafel 2.07 und Ziff. 2.6

Hoéhen in den beiden Systemen
h(20) und h(40)

Hohen im ausgeglichenen System

Horizontparameter der beiden
Systeme N20, N40

Hohendifferenzen; Afhj: Messung,
Aﬁij: ausgeglichener Wert

Langeneinheit in den h-Systemen

Langeneinheit im H-System
Lingeneinheit der Nivelliermesslatten

Massstabsfaktor des H-Systems;

_E L
M=z-1

Massstabsfaktor der Messlatten;
E
-1

H==
€
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Gegebene Grossen LK - Vektor in Tafel 9.05

Gemessene Grossen LL - Vektor in Tafel 9.05

Gesuchte Grossen : xT - Vektor und v - Vektor in
Tafel 9.05

Zum mathematischen
Mode11 : siehe Tafel 9.05
Annahmen:
e=E=ec=1 > M=y=0

Apriori: Q, P
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Das mathematische Modell von Aufgabe 9.2

(siehe auch Text Ziff. 4)

Oy <02y «Eby - « - <225 <12y
uag1ayuL3
1] - L+
£+ - 1+
b~ 1+ -
§- + L
% 1+ L-
¥~ - 1+
- L=
g oL
b~ I+ L=
- I+ L-
£+ I+ L=
v~ L- 1] Fhoa
0 - 0| 1+
0 - 0 L+
0 - 0 L+
0 0 1- L+
0 0 1- L+
0 0 L- 1+
0 0 1- L+
0 0o - 1+
0 0 1- L+
L
o] o I L+] Ha
OV 0z) €v Zv b €€ 2€ L€ v2 €2 22 12
7 N 'z

—.—e X

1

Tafel 9.05



Die Resultate zu Aufgabe 9.2

Numerische Werte

h(20) o
Vo2
23
24
31
32
33

n{40) 41

42
43

N 20
N 40

w1 nn nn

nonn

n

m

405.000
407.000
406.000
404,000
401.000
406.000
402.000

404.000
406 .000
407.000

+0.53

-0.745

vV, 23

AH

21
22
23
24
31
33
31
33
41
43
42

JA

YH

21
22
23
24
31
32
33

a1
42
43

21

23
24
31
32
33

41
42
43

21
22
23
24
31
32
32

41
43
42
41

nmoun o mn o onon

n o n

nou u

[T I Y (T | N T | N | B { I
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cm

-1.23
+0.70
+1.40
+0.37
-1.48
~1.79
+2.10

-0.33
-0.03
-1.84

-1.76
+0.16
+0.87
-0.16
-2.01
-2.32
+1.57

+0.41
+0.72
-1.10

+1.37
-1.08
+1.71
+2.97
+3.15
+1.68
+0.11
+1.57
+2.57
+2.49
-1.19
-1.31

n(20)

 (40)

21
22
23
24
31
32
33

a1
42
43

21
22
23
24
31
32
33

41
42
43

I n u

404.
407.
406.
404.
400.
405.
402.

403.
406.
.982

406

404.
407.
.009
403.
400.
405.
402.

406

404.
.007
406.

406

988
007
014
004
985
982
021

997
000

983
002

999
980
977
016
004

989
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g, (=00
.21 -,01 -.02 -.04 -.05 -.06 -.06 -.01 -.01 ~-.01
-.01 .12 -,03 -.05 -.06 -.06 -.06 -.01 -.01 -.01
-.02 -.03 .09 .01 -.03 -.05 -.05 -.01 -.01 ~-.01
-.04 -,05 .01 .21 .06 -.01 -.01 .00 -.01 -.01
-.05 -.06 -,03 .06 .21 .07 .06 .02 -.00 -.00
-.06 -.06 -.05 -.01 .07 .35 .06 .02 -.00 -.00
-.06 -.06 -.05 -.01 .06 .06 .19 .06 .00 .O1
-.01 -.01 -.01 .00 .02 .02 .06 .07 -.05 -.04
-.01 -.01 -,01 -.01 -.00 -.00 .00 -.05 .10 -.03
-.01 -.01 -.0{ .01 -.00 -.00 .01 -.04 -.03 .19
Innere Genauigkeit: Sp QVKVK = Sp QKK - Sp QGTGT
1.73 = 2.43 - 0.70
= 1.73
Sp QRyX
Netzverbesserung: ASp Q(%) = (1 - ———)-100
Sp Qg
= (-3 100

7%

6.0




24
Ao (%)

am (%)

1 ,-Ta-1-
w7 (Vv Qv
(1 - F——7— 100
I (L QLKL)
1
55— +100.15
a - 22{12 1-100
17 «103.75
-16% (- 9

1 ,~Ta=1- o o

(]"I
T
7 (L QL ISP Q¢
1
-100.15.1.73
a - ?7;i2 )-100

T?--103.75-6.0

66.5%

)-100



Absolutglieder
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5Abso|utg|ied “—23,24: “Gemessen minus Genéhert")

%mem@nmnWtB+Pn24(‘)

1

|V isariliddidddiiaiidddeddreduiisdiid A}

33

®

Naherungswerte, Beobachtungen,

Graphische Darstellung:

Resultate zu Aufgabe 9.2

m.u.M
408

£
o
——(p-
o
o~ *
m——r— —
[=)
Jo
=
NG — )___
o~ S
So
£
£
! } =
S g 2 2 g S = 2
< < < < < < < =

Figur 9.06

400
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Graphische Darstellung des Resultates

m.{.M
Ausgeglichener Punkt im h(ZO)— System
408
—— Ausgeglichener Punkt im H - System
99 —— Naherungspunkt im héZO) = hgm) — System
) -9 43
io___ _@_____1__
23 — | 1em
06em | O 42 ® |
—-—.— N Tem
a6 O.SCm——___ 32 ® L
—F O— —+—O— —0O0-
Tem | ———o
Tm ]
21 1
405 - C y 2 Verbesserung
® N
N Messung
Z24 \
Y V21 }
N
——7 24 \ M
N
404 S \
\ o
N
N
N
N
N
403 § 33
(20 N
ho1 3) =@
© Na
h e
402 o
_ —e—
Hy,
401 3
—_ —
R h(40)
m.u.M H (201 (400 o— <l7—
o —' — _._
400 ® N 40
e }N20

Figur 9.07
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Lageausgleichung eines Dreiecks mit drei verschiedenen stochastischen

Modellen

Fiir alle drei Teilaufgaben (9.31 - 9.33) gelten die nachfolgenden Daten

Gegeben:
Z
/1\
H
| \
| \\ \\
x / |
/ \
\
N EZ N
N
e=1 \\\\\ \\\
-
e=1. |
Figur 9.08
Messungen: 1

Figur 9.09

O|w

Pkt. Nr. y X
1 +2.0 +3.5
2 +3.5 +10.5
3 +6.5 +1.0
4 +4.0 +4.5

Die Punkte Nr. 1 - 4 bezw. deren
Koordinaten sind normalverteilte
Zufallsgrossen. Deren Hdufig-
keitsverteilungen sind fiir die
Teilaufgaben 9.31 - 9.33 ver-
schieden vorgegeben. Siehe spd-
ter.

(1, 2, 3, 4: "Beobachtete Punkte")

Richtungssatze auf allen Stations-
punkten Nr. 1 - 4 mit allen Rich-
tungen nach den iUbrigen Punkten

Distanzmessungen: keine

Das Resultat der Satzmessungen

ist in der nebenstehenden mass-
stabslosen und beliebig orien-

tierten Figur graphisch darge-

stellt.

Das stochastische Modell der Mes-
sungen ist fir die drei Teilauf-
gaben 9.31 - 9.33 verschieden.
Siehe spater.




Das mathematische

Modell von Aufgabe 9.3]
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n g A A n3 £3 ny & 9] 123 T3 iy f 9 3 M L

VoY +1 -1 0 -3.50 | -2.00 0
X +1 0 -1 +2,00 [ -3.50 0

V2 +1 -1 0 -10.50 | -3.50 0

X2 +1 0 -1 +3.50 |-10.50 0

E G

¥s +1 -1 0 -1.00 | -6.50 0

X3 +1 0 -1 +6.50 | -1.00 0

V4 +1 -1 0 -4.50 [ -4.00 0

Xy +1 0 -1 +4.00 ; -4.50 0
v, 12] -8.70 +1.86 | +8.70 | -1.86 -1 +25.3
13| +6.01 | +10.80 -6.01 | -10.80 -1 ~26.9

141 -12.70 | +25.50 +12.70 | -25.50 -1 +1.6

v, 23 +6.09 1 +1.92 | -6.09 -1.92 -1 -17.7
24 +10.50 | +0.88 -10.50 | -0.88 -1 +1.5

21| -8.70| +1.86 | +8.70 | -1.86 -1 +16.2

v, 34 -12.00} -8.60 [+12.00{ +8.60 -1 @ -2.7
31| +6.01 | +10.80 -6.011-10.80 -1 -7.8
32 +6.09 | +1.92 | -6.09} -1,92 -1 +10.6
vy 41}-12.70 | +25.50 +12.70 { -25.50 -1 +4.8
42 +10.50 | +0.88 ~-10.50 | -0.88 -1 +13.9
43 -12.00 | -8.60 | +12.00 | +8.60 -1 -18.6

Einheiten Zahlenwerte fiir m

Vor Ba ks L

Tafel 9.10

a

Yo Xoms By vy, ¥y, f, 92

Zahlenwerte fiir g
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Das stochastische Modell der Aufgabe 9.31

100
100
100
100
-1 100
100
100
100

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01
0.01




- 118 -

Die Losung der Aufgabe 9.31  (AVNA - 0.T. ohne Transformation)

Es ist der Fall des praktisch gdanzlich gezwangten Netzes.

©

X
-0.03
T« -0.03
= -0.06
n]=
g]z
Ty = 3
e=] Y
Figur 9.11

v

Gy2

"Beobachteter" Punkt (z.B. 2)

"Ausgeglichener" Punkt (z.B. 2)

( bei Aufgabe 9.31 sind ©

R

Einheiten:

T\i, €1

“

v
Q

iJ

Zahlenwerte fiir m (e = Tm)

ZahTenwerte fiir gon

Richtungsverbesserung

= +0.05

+0.05

= -1.10

Siehe Ziff. 2.3

e praktisch identisch)
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Das stochastische Modell der Aufgabe 9.32

0.01
0.01
0.01
0.01
-1 0.01
0.01
0.01
0.01

100
100
100
100
100
100
100
L 100
100
100
100
100
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Losung mit AVNA - 0.T. (ohne Transformation)

Figur 9.12

o0————0 "“Beobachtete" Punkte

Oo——--0 Erste Iteration

S—P Resultate nach der zweijten
Iteration
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Bemerkung:

Dieses Beispiel ist fiir die Praxis von wenig Bedeutung. Wohl kann bei der Aus-
gleichung von freien Netzen ein solches stochastisches Modell vorkommen, je-
doch nicht zusammen mit derart grossen Absolutgliedern des funktionalen Mo-
dells. Die linearisierten Verbesserungsgleichungen sind hier nicht zuldssig.

Dieser Umstand fiihrt mit dem besonderen stochastischen Modell zu wenig Stabi-
1itdt der Normalgleichungsmatrix. Dennoch ergibt sich bereits nach der zwei-
ten Iteration ein gutes Resultat.

Die Koeffizienten der C-Matrix wurden allerdings nicht aus den Niherungs-
koordinaten, sondern aus einer beliebig orientierten "Konfigurations" -
Figur berechnet.
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Das stochastische Modell der Aufgabe 9.33
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Die Losung der Aufgabe 9.33 (AVNA - o. T. ohne Transformation)

= -0.40
= +0.66

L]

+1.56
= +0.39

Y
"]
I
+
o
[Xe]
N
™ 3
w w
I

Figur 9.13 t3 =+18.09

Es ist der Fall eines recht "weich" gelagerten Netzes.

Die Figur stellt das Resultat des ersten Iterationsschrittes dar. Da die Kom-
ponenten des Ldsungsvektors x grosse (absolute) Werte annehmen, ist ein wei-
terer (oder ev. weitere) Iterationsschritt(e) erforderlich. Dabei sind (je-
weils) die Koeffizienten der C-Matrix (Konfigurationsmatrix) neu zu berechnen.

© "Beobachteter" Punkt (z.B. 2)
. "Ausgeglichener " Punkt (z.B. 2)
—~-»- Teilvektoren (xKi) des Losungsvektors x

v, Richtungsverbesserung
32

Einheiten: nys &4 Zahlenwerte fiir m (e = 1m)

Zis Y Zahlenwerte fiir gon
1J
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Die Losung der Aufgabe 9.33 (AVNA - m.T. mit Transformation)

-

1 Yy

e

Figur 9.14

“Beobachteter" Punkt
. "Ausgeglichener" Punkt, AVNA - o.T.

4  "Ausgeglichener" Punkt, AVNA - m.T.

T:
f =-1.2%
g = +0.98e
k = +0.26 gon
M= 0.0035
+E = (1 + 3.5%0)e
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9.4 Lageausgleichung eines Quadratnetzes

Die Aufgabe
ist in Figur 9.15 dargestellt

+20 15
o 0 —0 > 0
—15 + 20 W
w o [Te] w0
— — N o~ —
| t + + |
—-10 —-10
o) 0 o oO— o
+ 25 + 25
& © N e IS
+ N + I +
—-15 + 20
o o O— O o)
— 15 + 20
*x © & 2 & S
A I + | + +
+ 25 —10
o o e o 0
+ 25 — 10
& & © = 0
+ + | | |
— 15 — 15
o o N & J
1 + 20 ]
} : + 20e
i |
- b
' : ! E Niherungspunkte
L bk sog. "beobachtete Punkte"
108! 100e 106! oder "bisherige" Punktkoordi-
naten im (y,x) - System

Graphische Darstellung
der Konfigurationsbe-
obachtungen

bezw. der Komponenten des
L -Vektors "gemessen"
minus "gendhert" mit
numerischen Werten

Figur 9.15

Alle Seiten sind ge-
messen.
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stochastische Modell von Aufgabe 9.4

0.5
0.5
0.5

0.5
0.5

0.5

5.0
5.0

(40,40)

0.5

0.5
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Die Losung von Aufgabe 9.4

mit AVNA - o.T. ist in Figur 9.16 dargestellt

["beobachtete“ Punkte

L— Komponenten des Losungsvektors
10e mit numerischen Werten

L "ausgeglichene" Punkte im (y,x)-System

L Verbesserungen der Seitenmessungen
nach der Ausgleichung

Figur 9.16 e: Langeneinheit des Distanzmess-
gerdtes nach der Ausgleichung
e =e - 1.034%e
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Die Netzverbesserung bei Aufgabe 9.4

Sp Q
asp Q%) = (1 - —Ky.700
Sp Q¢
= (- 83100
= 73.7%
1, -Ta-1-
= (Vv'Q; V)
al(%) = (1 -NM_TLET 00
° y (LQ;0L)
T ‘“LRLKL
1
g0-57 (2986) . ,
= (- )-100 n =50 “direkte" Koordina-
70 (4049) tenbeobachtungen
+40 Konfigurationsbe-
= 24.49 obachtungen
u = 50 Koordinatenunbe-
1 ,.Th-1. kannte
= (U°Q;;0) spQ
me%) = (1 - "]U . _ﬁL KK y.100 +1  Massstabsunbekannte
BACRTORIE A
= 80.1%

Bemerkung zu AVNA - m.T.

Bei der einfachen Optimierungsart Null'ter Ordnung gemdss Ziff. 6 fiihrt AVNA -
m.T. bei der Aufgabe 9.4 zu keiner anderen Losung. Der Transformationsvektor T
wird Null. Die Komponenten des Ldsungsvektors x von AVNA - o0.T. weisen keine
gemeinsamen Translations-, Verschiebungs- und Massstabsanteile mehr auf.
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Interpretation des Begriffes der Netzverbesserung

Zum Schluss soll am Beispiel 9.4 mit einem Gedankenexperiment der Begriff der
Netzverbesserung anschaulich erlgutert werden.

Im Gebiet von Figur 9.17 soll

° ° ° ° ° ein quadratischer Industrie-
raster erstellt werden. Das
Koordinatenverzeichnis der be-
reits vorhandenen Fixpunkte

o o ° ° o F1 - F25 ergibt, dass ein sol-
cher Raster aber bereits be-
steht: Die Koordinatenpaare
(Yois Xoi)s 1 =1 bis 25 wei-

° ° ° ° ° sen alle exakt ganze, gerade

Filyar 1 %oi) Werte auf mit einer Maschen-

weite von 100e.

Bei einem Augenschein im Ge-
1snde wird auf allen Punkten
Fi ein Fluchtstab aufgestellt.
° ° ° ° ° Dabei ergibt sich offensicht-
Tich die Tatsache, dass die
Koordinatenpaare (Yoi, Xoi)
Figur 9.17 mit der Wirklichkeit nicht
(mehr) geniigend gut in Ueber-
einstimmung sind. Die Koordi-
natennetzlinien, Figur 9.18

sind schrecklich krumm.
Schlussfolgerung: Das bereits
bestehende Netz muss "verbes-
sert" werden.

Hiezu werden alle Seiten ge-

messen, Figur 9.15 und das
Netz mit AVNA - o0.T. ausgegli-
chen, Figur 9.16. Es ergeben
sich fiir alle Fj die verbes-
serten ausgeglichenen Koordi-

natenpaare (yi, xi), oder in
Vektorschreibweise der Losungs-

.' vektor X = xg + X wobei die Kom-
ponenten von x: (Yoi+hi, Xoi*Ei),
von xg: (Yoi» Xoi), von x:

(Ri, &) sind.
Figur 9.16

Figur 9.18
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Figur 9.19

Den im Gelande vorhandenen
Punkten sind jetzt "bessere"
Koordinaten zugeordnet. Nun
sollen die verbesserten Koordi-
natennetzlinien durch ihre
Schnittpunkte im Geldnde abge-
steckt werden. Dies erfolgt von
allen Punkten aus mit den Kom-
ponenten (-Aj, -£i) des Ab-
steckungsvektors -x. Das Netz
ist verbessert; der Vergleich
von Figur 9.719 mit Figur 9.18
macht dies offensichtlich.
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Mitteilungen aus dem Institut fiir Geoddasie und Photogrammetrie an der ETH Ziirich

Institut fir Geodédsie und Photogrammetrie, ETH H6nggerberg, 8093 Zirich

ab 1975
18 1975 Der Beitrag der Photogrammetrie zum heutigen Stand der Geoddsie.

Prof. Dr. Helimut Schmid 15.—~
19 1976 Das Amtliche Vermessungswesen der Schweiz, Rickblick, Umschau und

Ausblick. Prof. Dr. Herbert J. Matthias 25.—
20 1978 Das Geoid in der Schweiz. Dr. Werner Gurtner 25.—
21 1978 Mehrzweckkataster. Vortrage an der Informationstagung

vom 18./19. Februar 1977 15.—
22 1978 Ein allgemeiner Ausgleichungs-Algorithmus fir die numerische

Auswertung in der Photogrammetrie. Prof. Dr. Helimut Schmid 15.—

23 1978 Raumliche Koordinatentransformation. Eine pseudo-lineare Formulierung
als Annaherungsiosung fir eine strenge Ausgleichung mit entsprechendem
Fortran-Programm, Prof. Dr, Hellmut Schmid und Siegfried Heggli 15~

24 1978 Der Uebersichtsplan der amtlichen Vermessung. Bedeutung, Erhaltung,
Erneuerung. Vortrage an der Informationstagung vom 10./11. Februar 1978

an der ETH Honggerberg 25~
25 1979 Der Mehrzweckkataster im Flughafen Kloten. Paul Kasper 15.—
26 1979 ALGOL - Programm TGREFR.

Modellatmosphare und Refraktion, Niklaus Wunderlin 20.—

27 1979 Statistische Methoden zur Beurteilung der Qualitat einer Vermessung.
Christian Just 15.—

28 1980 De la synthése d’images appliquée aux maquettes de terrain numérigues.
Dr. Heinz Hlgli 30.—

29 1980 Vom freien zum gelagerten Netz. Prof. Dr, Hellmut H. Schmid
Anhang I: Anfelderung eines Netzes unter der Bedingung minimalisierter
Kiaffungen. René Scherrer.
Anhang lI: Numerische Beispiele. 15.—

30 1981 Allgemeine Vermitte!lnde Netzausgleichung. Herbert J. Matthias






