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Kurzfassung und Arbeitsgliederung

Die Bedeutung der mathematischen Statistik im Vermessungswesen braucht
heute gicher nicht mehr hervorgehoben =zu werden. In den letzten
Jahrzehnten widmeten die Geoddten ihre Aufmerksamkeit den vielseitigen

Verbesserungsmdglichkeiten, die die Statistik bieten konnte.

Ein fiir die Praxis sehr wichtiges Studiengebiet behandelt die Probleme,
die mit der Feststellung, Lokalisierung und Beseitigung der groben Fehler
in Zusammenhang stehen. In erster Linie gehdren zu diesem Thema die
statistischen Testverfahren, mit welchen gepriift wird, ob die durchge-
fiilhrten Messungen mit geniigender Wahrscheinlichkeit als Realisierung der
angenommenen funktionalen wund stochastischen UNModelle gelten konnen.
Mittels solcher Tests wird zum Beispiel kontrolliert, ob die erhaltenen
Messwerte eine Realisierung der dazugehdrigen normalverteilten Zufalls-
variablen sind oder ob sie hingegen durch grobe Fehler verfdlscht worden

sind.

Eine weitere Anwendung der mathematischen Statistik, die ebenfalls in
Zusammenhang mit den groben Fehlern steht, ergibt sich aus dem Problem der
Zuverldssigkeit der geoddtischen Arbeiten. W. Baarda gilt als Initiator
systematischer Studien auf diesem Gebiet. Thm ist die erste strenge
mathematische Losung des Problems zu verdanken. Er Dbestimmte die
Beziehungen, mit welchen fiir gegebene geoddtische Netze Dberechnet werden
kann, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein begangener grober
Fehler bei der Durchfilhrung eines F-Tests entdeckt wird. Damit <zeigte
Baarda auf, wie die Zuverlidssigkeitseigenschaften der geoddtischen
Messanordnung iiberpriift und Schliisse {iber die Sicherheit gegen grobe

Fehler gezogen werden konnen.

Die vorliegende, in drei Teile gegliederte Arbeit befasst sich mit beiden

Aspekten des Problems.

Der erste Teil enthdlt eine Einleitung mit einer Uebersicht {iber die
Probleme, die in der Praxis geldst werden miissen, um Messysteme mdglichst
frei von groben Fehlern zu erhalten. Die Merkmale der Losungen werden
erldutert, sowie ebenfalls einige Hinweise auf eine systematische

Klassifikation der Methoden gegeben.
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Im zweiten Teil folgt eine ausfiihrliche Beschreibung einiger statistischer
Tests, die in der Geoddsie eingesetzt werden. Besonders beachtet werden
dabei die intuitiven Verfahren, die oft in der Praxis Anwendung finden und
ihre Beziehungen zu den entsprechenden Tests der analytischen Statistik.
Zum Schluss des zweiten Teils wird dann als neuer Vorschlag ausfithrlicher
eine Anwendung der Hauptkomponentenanalyse fiir die Beurteilung des
Verbesserungsvektors beschrieben. Kurz gesagt handelt es sich um das
Folgende: geeignete lineare Funktionen der Verbesserungen werden gesucht,
mit welchen eine Anzahl stochastisch unabhdngiger Hilfszufallsvariablen
gebildet werden kann. Diese Werte werden dann mit den Methoden der
Ordnungsstatistiken getestet (NMAX-Verteilung). Das Verfahren ist auf
grobe Fehler besonders empfindlich, sowohl in kleinen als auch in grossen

Netzen.

Der dritte Teil ist der Zuverlédssigkeit geoddtischer Messysteme gewidmet.
Die Kernfrage, was das Objekt der Zuverldssigkeit ist, das heisst, was
zuverléssig oder unzuverlissig sein kann, ist von zentraler Bedeutung und
wird im ersten Kapitel eingehend behandelt. Darauf folgt eine
Beschreibung der Verfahren, mit welchen die Zuverlidssigkeit von
geoddtischen Messystemen iiberpriift werden kamn. Eine kurze Uebersicht
zeigt die Beziehungen zwischen den Methoden, von den mehr empirischen aus
der Praxis ausgehend bis zur auf dem F-Test aufgebauten Zuverlissig-

keitstheorie von W. Baarda.

Eine neue Anregung fiir eine Erweiterung der Zuverlissigkeitstheorie ist
ebenfalls Bestandteil der Arbeit. Die grossere Empfindlichkeit der
Hauptkomponentenanalyse bei der Suche nach groben Fehlern filhrt =zu einer
anderen Beurteilung der Zuverldssigkeitseigenschaften der geodidtischen
Messysteme. Die mathematischen Herleitungen, die zur Berechnung der
Zuverlidssigkeit filhren, sowie ein mdglicher Rechenablauf fir die

Programmierung vervollstédndigen die Angaben.

Im Anhang sind schliesslich die verwendeten Computerprogramme in FORTRAN
wiedergegeben, wie sie flir die Tests und fiir die Berechnung der

NMAX-Verteilung gebraucht worden sind.
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2 Abstract and organization

The importance of mathematical statistics in surveying today surely needs
not be brought to special attention. In the last decades geodesists have

focused their attention on the many improvements which statistics had to

offer.

One area of study which is of practical importance deals with the problems
associated with determining, locating and eliminating blunders. Included
in this area are primarily statistical tests used to determine if the
measurements fit the assumed functional and stochastic models with a
sufficient probability. By means of such tests, one can determine, for
example, if the obtained measurements correspond to their normally

distributed random variables or if they have been falsified by blunders.

A further application of mathematical statistics which is also concerned
with blunders, results from the problem of the reliability of geodetic
networks. W. Baarda was the initiator of systematic studies in this area
and it was he who found the first rigorous mathematical solution to the
problem. He defined the relationships with which for a given net the
probability of detecting a blunder by an F-test can be calculated. With
this, Baarda showed how the properties of reliability of surveying systems
can be tested and conclusions regarding the guarantee against blunders be

drawn.

The following three-part report deals with both aspects of the problem.

The first part contains an introduction with a summary of the practical
problems which have to be solved in order to obtain geodetic networks free
of blunders. The characteristics of the solutions are described as well

as several indications to a systematic classification of the methods.

In the second part, various statistical tests wused in geodesy are
described in detail. Special attention 1is given to the practical
application of intuitive procedures and how they relate to their
corresponding tests in analytical statistics. In concluding part two, a
new proposal for applying the analysis of principal components in

evaluating residual vectors will be elaborated. 1In other words, suitable
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linear functions of the residuals are sought which will yield a series of
stochastically independent auxiliary random variables. These values will
then be tested with a method of order statistics (NMAX-test). This test
is very sensitive in detecting blunders in small as well as in large

networks.

The third part deals with the reliability of surveying systems. The key
question, namely, what is the object of reliability, i.e. what can be
considered reliable or unreliable, is of central importance and will be
discussed in the first chapter. This is followed by a description of the
methods with which the reliability of surveying systems can be tested. A
short review shows the relationships between the methods, starting with
the more empirical application and proceeding to the reliability theory
which W. Baarda based on the F-test. Furthermore, a new suggestion to
broaden the reliability theory will be introduced. The improved
sensitivity of the analysis of principal components in detecting blunders
leads to a different evaluation of the reliability of surveying systems.
The mathematical derivations wused in calculating the reliability as well

as a possible procedure for their computation conclude this report.

The computer programs in FORTRAN used for the test and the calculation of
the NMAX-distribution can be found in the appendix.
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l. Teil

Einleitung
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% Problemstellung und Zielsetzungen

Seit mehr als einem Jahrhundert wird Uber die statistischen Eigenschaften
der geoddtischen Beobachtungen gesprochen und iiber die Tatsache, dass die
fir die Auswertung bereitgestellten  Messwerte nicht immer als
Realisierungen von normalverteilten Zufallsvariablen betrachtet werden
konnen. In der klassischen Ausgleichungsrechnung wurden die Konsequenzen

dieser Feststellung nur am Rande behandelt.

In den meisten Werken spricht man von drei Arten von Fehlern fir die

Beobachtungen in einem Messprozess:

a) zufdllige Fehler, die in der Regel als normalverteilte

Zufallsvariablen betrachtet werden

b) systematische Fehler, deren Betrige konstant oder Funktion einer

oder mehrerer Grossen sind

¢) grobe Fehler, deren statistische Eigenschaften nicht bekannt
sind und die im mathematischen Modell nicht berilicksichtigt

werden.

Wdhrend die Bedeutung der zufdlligen Fehler immer mit grosser
Aufmerksamkeit beobachtet wurde, Dbeschiftigten sich die Vermessungs-

ingenieure nur empirisch mit der Problematik der groben Fehler.

Erst Ende der 60-er Jahre verdffentlichte W. Baarda seine bekannte Arbeit
'A testing procedure for use in geodetic networks', wodurch erstmals die
theoretischen Grundlagen fir die Fehlersuche und fiir die Ueberpriifung der
Zuverlédssigkeit der geoddtischen Messysteme formuliert waren. Seither
wird iiber dieses Thema oft berichtet, ohne dass die Verfahren sich in der
Praxis allgemein durchsetzen konnten. Sogar unter den Theoretikern sind
einige terminologische Missverstdndnisse verbreitet, die zu scheinbaren
Widerspriichen zwischen den empirischen Verfahren der Praktiker und den auf

einem mathematischen Modell beruhenden Methoden Baarda's gefiihrt haben.

Auch die vorliegende Arbeit wird sich hauptsidchlich den Verfahren widmen,

welche sich mit der BEntdeckung und der Beseitigung allfdlliger grober
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Fehler befassen. Die darin enthaltenen Beschreibungen und Gegen-
iiberstellungen &lterer und neuerer Methoden erheben keinen Anspruch auf
Vollstdndigkeit. Sie bezwecken eine Klarstellung einiger Begriffe und
Techniken (insbesondere 'Zuverldssigkeit' wund, unter den geoddtischen
Beurteilungsverfahren, 'Hauptkomponentenanalyse') und mdchten mit Hilfe
mehrerer DBeispiele aus der schweizerischen Praxis zeigen, dass die
intuitiven Methoden der Praktiker und die mathematischen Verfahren der

Statistiker viel Zhnlicher sind, als man iblicherweise annimmt.

Dies wird manche vielleicht enttduschen und andere erfreuen. Wichtig ist,
dass, Jje klarer die Zusammenhdnge zwischen Theorie und Praxis ersichtlich

sind, desto 1leichter gute Theorien in die Praxis umgesetzt werden kOnnen.

Nur einige wenige neue Verfahren, die Hauptkomponentenanalyse wund die
darauf aufgebaute Zuverldssigkeitstheorie, werden etwas ausfilhrlicher
beschrieben, dies nicht, weil sie wichtiger als die anderen wiren, sondern
welil sie erstmals vom Verfasser in der letzten Zeit fiir die Losung

geoddtischer Probleme eingesetzt worden sind.

Die ©behandelten Probleme gehdren zum allgemeinen Bereich der
mathematischen Methoden der Geod&sie. Die klassische Ausgleichungs-
rechnung bildet die Grundlage der ganzen Arbeit, wihrend die angegebenen

Losungen fiir die geoddtischen Beurteilungsverfahren in der Regel strenge

oder empirische Anwendungen der mathematischen Statistik sind.
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4 Theoretische Voraussetzungen

4.1 Literatur, Quellenangaben

Die Fortschritte in allen Bereichen der Geoddsie haben sich in den
letzten Jahren derart gejagt und die Publikationen sind so zahlreich,
dass es schwierig ist, sich auf dem laufenden zu halten. Man ist aus
Zeitgriinden oft gezwungen, die eigene Neugierde im Zaum zu halten und
sich auf wenige Spezialgebiete =zu konzentrieren. Daraus entstehen
aber grosse Nachteile, weil die mneueren Publikationen in der Regel
ausserordentlich viele Vorkenntnisse voraussetzen und daher den nicht
eingeweihten lLeser zwingen, sehr viel Sekundédrliteratur nach-

zuschlagen.

Das daraus entstandene Kommunikationsproblem hat zu einer merkbaren
Kluft zwischen Theorie und Praxis gefihrt. Forscher und Anwender

verstehen sich immer weniger und fithren allzu oft Selbstgespréche.

Die vorliegende Arbeit, die von einem Praktiker verfasst worden 1ist,
behandelt das hochaktuelle Thema der Fehlersuche und der Zuver-
ldssigkeit, das fir die Anwendungen von grosser Bedeutung ist. Es
wurde daher versucht, die Formulierungen so weit als méglich zu
vereinfachen, um auch den praxisorientierten Vermessungsingenieuren

das Verstehen zu ermdglichen.

Einzige Voraussetzung ist, dass der Leser mit den Grundlagen der
klassischen Ausgleichungsrechnung (inklusive Matrizenrechnung)
vertraut ist, d.h. die Kenntnisse besitzt, die z.B. in /Conzett
1982/, /Grossmann 1969/ oder /Wolf 1975/ vermittelt werden. Das

erforderliche Wissen in der mathematischen Statistik bleibt auf die

elementaren Begriffe (Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz-
Kovarianzmatrix und &hnliches) beschrénkt (siehe z.B. /Kreyszig
1968/) .

Sdmtliche weiteren Literaturhinweise sind als Quellenangaben zu

betrachten und werden nur fiir eventuelle Vertiefungen benttigt.
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4.2 Terminologie und Symbole

Die Begriffe, die in dieser Arbeit Verwendung finden, stammen aus den
Bereichen der Ausgleichungsrechnung, der linearen Algebra (Matrizen-
rechnung) und der mathematischen Statistik. Es handelt sich in der
Regel um geldufige Bezeichnungen, die keine vorgingige BErklirung
erfordern. Wenn immer mdglich wurde der Terminologie der klassischen
Ausgleichungsrechnung Vorrang gegeben, um dem praxisorientierten Leser
das Verstdndnis gzu erleichtern. FEine Ausnahme bildet der Begriff des
'mittleren Fehlers', fiir welchen die Bezeichnung 'Standardabweichung'

aus der Statistik vorgezogen wurde.

Einer Erkl&drung bedarf der Begriff 'Messystem', der bereits im Titel
der Publikation erscheint. Darunter versteht der Verfasser die
Kombination aus geod&dtischem Netz, aus Anforderungen an das
Vermessungswerk und aus verwendeten oder vorgesehenen Berechnungs-
methoden (inklusive Testverfahren fiir die Resultate). Die Griinde fir
die‘Einfﬁhrung dieser Bezeichnung sind im dritten Teil der Arbeit
ausfihrlich dargelegt. Bis zu diesem Punkt kann der Leser allenfalls

'Messystem' als Synonym von 'geoddtischem Netz' betrachten.

Die verwendeten mathematischen Symbole entsprechen in erster Linie
denjenigen der Mittelschulmathematik wund sollten dem Leser keine
Schwierigkeiten bereiten. Dazu kommen die Symbole und Operatoren der

Matrizenrechnung, filir welche folgende Konventionen gelten:

Skalare werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet (a, b usw)

- Matrigen mit Grossbuchstaben (A, P usw) und ihre Elemente

mit dem entsprechenden indizierten Kleinbuchstaben (a12 usw)

- Vektoren werden als einspaltige Matrizen betrachtet und

daher mit Grossbuchstaben benannt (z.B. V, X)

- Die transponierte Matrix wird mit einem hochgestellten T

gekennzeichnet (z.B. AL, VTI).




19

Fiir die Dbesonders hiufig auftretenden Matrizen der Ausgleichungs-
rechnung werden die Zeichen verwendet, die in der klassischen
Literatur iiblich sind wie z.B. in /Grossmann 1969/. Die vermittelnde
Ausgleichung (Gauss-Markov-Modell) weist z.B. die folgende Modell-

gleichung auf:

wobei v der Verbesserungsvektor,
die Koeffizientenmatrix der
Verbesserungsgleichungen,
der Vektor der Unbekannten und

der Beobachtungsvektor sind.

Die Einheitsmatrix (Identitétsmatrix) wird mit I gekennzeichnet,
wihrend die Varianz-Kovarianzmatrizen mit Q Dbenannt werden; die
dazugehdrigen Zufallsvariablen sind als Index angegeben; Z.B. ist

Qxx die Varianz-Kovarianzmatrix des Vektors X.

Im Bereich der mathematischen Statistik werden die Irrtums-
wahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art mit ® und f und die Standard-

abweichung mit ¢ bezeichnet.

Wo fiir das Verstdndnis wichtig werden Zufallsvariablen unterstrichen,

um sie von ihren Realisierungen zu unterscheiden.

So ist z.B.
v ein Zufallsvektor (mehrdimensionale Zufallsvariable), wahrend
v eine Realisierung von V ist.

A
Schitzwerte werden mit A~ gekennzeichnet, z.B. (X, 8 usw) .

Weitere Begriffe und Symbole kdnnen im Folgenden dem Text entnommen

werden.
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5 Die Ausgleichung geoddtischer Netze in der Praxis

5.1

Die schweizerische Triangulation

Die Arbeiten fiir die Jjetzt giltige schweizerische Triangulation
hoherer Ordnung begannen in der zweiten H&alfte des letzten
Jahrhunderts. Die Koordinaten der Punkte wurden durch Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate meistens in kleinen Teilnetzen
bestimmt. Die grésste Anzahl der Berechnungen sind Einzel- oder
Doppelpunkteinschaltungen; nur das Netz erster Ordnung wurde in

grosseren Abschnitten ausgeglichen.

Vor der Computergeit war der Aufwand flir eine strenge Ausgleichung
grosser Netze so erheblich, dass man schon fiir drei Neupunkte etlichen
Respekt empfand. BEs ist deshalb nicht iiberraschend, dass sich damals
niemand besonders bemiihte, Methoden zu entwickeln, um grobe Fehler aus
den Ergebnissen einer Ausgleichung zu erkennen. Man versuchte, die
Fehler um jeden Preis schon vor aufwendigen Berechnungen zu entdecken
und zu eliminieren. Nach der Ausgleichung zeigte man sich gegeniiber
den eventuell {Ubriggebliebenen Modellfehlern eher toleranter: der

Aufwand fiir die Korrekturen war unangenehmer als die Fehler selbst.

Unter den damaligen Verhdltnissen war es nicht schwierig, das Ziel der
vorgidngigen Bereinigung der durchgefiihrten Beobachtungen weitgehend zu
erreichen. Die reine Winkelmessung zwang schon beim Netzentwurf zu
einer iibersichtlichen Dreiecksbildung, exzentrische Aufstellungen
wurden immer vorgingig zZentriert, und alle Winkel einer Station wurden
oft mit einer stark {iberbestimmten Stationsausgleichung =zu einem
grossen Richtungssatz vereinigt. Danach war es leicht, geometrische
Bedingungen wie die Dreieckswinkelsumme zu formulieren und zZu

Uberpriifen.

Die Revolution in den 60-er Jahren

Zwel Ereignisse haben in den letzten 15 Jahren den praktischen Einsatz
der Ausgleichungsrechnung wesentlich verdndert:

- die Entwicklung kostengiinstiger elektronischer
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Distanzmessgerdte mit grosser Reichweite und

- die elektronische Datenverarbeitung.

Die elektronische Distanzmessung hat seit ihrer Einfiihrung in
augenfélliger Weise die Struktur der geod&tischen Netze bestimmt. Die
Notwendigkeit einer klaren und iibersichtlichen Dreiecksvermaschung war
plotzlich nicht mehr vorhanden, schwierige Verbindungen konnten mit
wenig Aufwand und schnell erstellt werden, exzentrische Stationen
mussten nicht mehr nur einige Meter vom Zentrum entfernt sein. Der
Netzentwurf und die Rekognoszierung wurden einfacher und die
geoddatische Arbeit wirtschaftlicher. Komplexer und immer schwieriger

jedoch wurde es, die Qualitét der Messanordnung zu beurteilen.

In derselben Zeit fand der Durchbruch der elektronischen
Datenverarbeitung in der geoddtischen Praxis statt. Der Traum der
Geoddten, Systeme mit 'beliebig vielen' Unbekannten auszugleichen,
verwirklichte sich. Was im Feld die elektronische Distanzmessung
ermdglicht hatte, konnte in entsprechend flexibler Art auch
ausgeglichen werden. Die Netze wurden grosser, komplexer und die
Exzentren zahlreicher, sodass auch die Interpretation der Resultate

wesentlich hohere Anspriiche stellte.

Fiir die schweizerische Praxis wurden in den Jahren um 1970 einige
Computerprogramme entwickelt, welche eine automatische vermittelnde

Ausgleichung ermdoglichten.

Da die Entwicklung solcher Programme relativ aufwendig ist, sind,
abgesehen von kleinen Ergénzungen, heute noch die damaligen Versionen
im Gebrauch. Als Ausgangsdaten dienen die bereinigten und gemittelten
Feldmessungen und die vorgdngig berechneten N&herungskoordinaten der
Neupunkte (deren Anzahl oft 100 bis 200 erreichen kann). Als
Resultate erhdlt man meistens die ausgeglichenen Koordinatem mit den
dazugehorigen Fehlerellipsen und die definitiven Abrisse mit den

einzelnen Verbesserungen.
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6 Aktuelle Beurteilungsverfahren fiir die Triangulationsresultate

6.1

Einfiihrung

Im Zeitalter der Computer ist das Rechnen leicht geworden, sehr leicht
sogar. Mit kleineren oder grosseren Rechenanlagen kdnnen in wenigen
Sekunden grosse Datenmengen preiswert verarbeitet und die Resultate

ausgedruckt werden.

In der Praxis ist die Gefahr gross, dass so milhelos erhaltene
Resultate in ihrer Wichtigkeit unterschi@tzt und daher etwas fliichtig
Uberpriift werden. Gerade die kritische Interpretation der Ergebnisse

ist jedoch eine der wichtigsten Aufgaben des Ingenieurs.

Umn gegen diese unerwiinschte Erscheinung vorzugehen, wurden in der
letzten Zeit verschiedene Verfahren entwickelt und zum Teil in der
Praxis eingesetzt, welche die Interpretation der Triangulations~
ergebnisse in systematischer Art ermdglichen sollen. Einige Methoden
sind Verfeinerungen von 4&8lteren bekannten Verfahren und konnen,
ausgehend von den Resultatslisten bestehender Computerprogramme, auch
empirisch ohne zu grosse mathematische Kenntnisse eingesetzt werden.
Andere stiitzen sich auf moderne Erkenntnisse der mathematischen
Statistik und erfordern deshalb etwas mehr Verstdndnis fir die
Theorie, konnen aber mit Computerprogrammen automatisiert werden,
sodass kein Hindernis fir eine allgemeine Verwendung in der Praxis
bestehen sollte.

Ziele der Beurteilungsverfahren

Die Beurteilungsverfahren, die im Vermessungswesen Anwendung finden,

ktnnen in zweli Gruppen unterteilt werden:

a) Analyse der Modelleigenschaften und der Messanordnung (a priori)
b) Priifung der Modellannahmen aufgrund der durchgefiihrten

Beobachtungen (a posteriori).
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In der Analyse der Modelleigenschaften werden die Folgen der
Modellannahmen unter der Voraussetzung, dass das MNodell zutrifft,
untersucht. Die Analyse ist wunabhéngig von den durchgefiihrten
Beobachtungen und kann deshalb vorsorglich auch vor den Feldarbeiten
stattfinden. Dazu gehtren die Berechnung der Fehlerellipsen a priori
fiir die Neupunkte, die Zuverlidssigkeitsbetrachtungen usw. Zweck der
Analyse ist der Nachweis, dass die Resultate unter den getroffenen
Annahmen die 1iibergeordneten Randbedingungen (Bediirfnisse des

Auftraggebers) befriedigen werden.

Nach Ausfiihrung der Messarbeit, jedoch vor Ablieferung der Resultate
muss man sich vergewissern, ob keine Griinde fir eine Verwerfung des
angenommenen Modells vorliegen, da nur wenn die Modelleigenschaften
zutreffen, der Nachweis vorliegt, dass die Resultate den iibergeordne-
ten Randbedingungen geniigen. 7u diesem Zweck werden statistische
Tests eingesetzt, die mit den ausgeflihrten Beobachtungen oder mit
Funktionen davon durchgefiihrt werden konnen: z.B. Test des Verhdlt-~
nisses Mittlerer TFehler a posteriori - Mittlerer Fehler a priori,
Berechnung der Dreiecksschliisse in Triangulationsnetzen usw. Ziel der
Modelltests ist die Annahme oder Verwerfung des mathematischen
Modells: im Fall der Annahme konnen die Resultate verdffentlicht
werden, andernfalls miissen das Modell modifiziert (z.B. durch
Nachmessungen) und die neuen Eigenschaften analysiert werden, um zu
priifen, ob die iibergeordneten  Randbedingungen  auch nach den

Aenderungen des Modells noch eingehalten sind.

Bedeutung und Klassifikation

Die Beurteilungsverfahren haben mit der Einfiihrung der elektronischen
Datenverarbeitung stark an Bedeutung gewonnen. Die Feststellung, dass
bei der Auswertung mehr als 90 % der erforderlichen Arbeitsgzeit fiir
die Beurteilung eingesetzt wird, sollte geniigen, um deren Wichtigkeit

zu veranschaulichen.

Im folgenden zweiten Teil werden die Testverfahren fir die Beurteilung

der Modellannahmen mit Hilfe der durchgefiilhrten Messungen behandelt.
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Besondere Beachtung gilt dabei den Zusammenh@ingen gzwischen groben
Fehlern und Testergebnissen. Mehrere Seiten sind den Verfahren der
multivariaten Statistik gewidmet, insbesondere der Hauptkomponenten-
analyse, die sich fiir die Feststellung der groben Fehler in

geodédtischen Netzen vorziiglich eignet.

Im dritten Teil folgt dann die Beschreibung der Verfahren zur
Beurteilung der Modelleigenschaften und der Messanordnung, insbeson-
dere der Zuverldssigkeit geoddtischer Messysteme. Die Anwendung der
Tests der multivariaten Statistik zur Beurteilung der Resultate eines
geoddtischen Netzes hat wichtige Folgen fiir die Zuverldssigkeit des
geoddtischen Systems und erlaubt eine sinnvolle Erweiterung der

Zuverldssigkeitstheorie.
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Il. Teil

Priifung der Modellannahmen aufgrund
der durchgefiihrten Beobachtungen
(Verfahren a posteriori)
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7 Allgemeines

Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate liefert die
mutmasslichsten Werte der =zu schitzenden Parameter nur, wenn die
Modellannahmen zutreffen, insbesondere wenn die Messfehler tatsdchlich
normalverteilt sind, das heisst unter anderem, wenn keine groben Fehler
vorliegen. Es ist daher selbstversténdlich, dass beim praktischen Einsatz
der Methode der kleinsten Quadrate die Geoddten sich mit der Ueberpriifung

der Messungen und der Ausgleichungsresultate befassen milssen.

Vor einigen Jahrzehnten war der Aufwand fiir die Triangulationsberechnungen
sehr gross, und somit war es fir die Geoddten eine absolute Notwendigkeit,
die Messanordnung und die Bereinigung der Messungen SO 2zUu organisieren,
dass bereits vor der Ausgleichung die meisten Unstimmigkeiten entdeckt und
korrigiert werden konnten. Aus der Beurteilung der Ausgleichungs-
ergebnisse suchte man nur die letzte Bestdtigung der Modelleigenschaften
in der Hoffnung, dass die damals sehr aufwendige Berechnung nicht
wiederholt werden  misse. Die klare geometrische Struktur der

Dreiecksnetze erlaubte mit geringem Aufwand eine wirksame vorgingige

Kontrolle der Beobachtungen.

In den 7O-er Jahren brachten die neuen Instrumente fur die elektronische
Distangzmessung eine viel grossere Flexibilitdt in die geometrische
Gestaltung der Verbindungen. Die Struktur der Netze wurde aber komplexer
und die Entdeckung von fehlerhaften Messungen viel schwieriger. Es bot
sich dazu dank der elektronischen Datenverarbeitung die Moglichkeit, eine
grosse Anzahl Beobachtungen gleichzeitig wund zu erschwinglichen Preisen
auszugleichen. Um diese technischen Fortschritte vollumfénglich
ausschopfen zu konnen, waren wirksamere Beurteilungsverfahren fiir die
Ausgleichungsresultate notig. Die Suche nach neuen Wegen, die
Verfeinerung bestehender Methoden, ihre strengere Formulierung mit Hilfe
der mathematischen Statistik und die Entwicklung von neuen Tests wurden

zur Aufgabe vieler Geod&ten.

Neue Methoden sind aber erst erfolgreich, wenn sie in die Praxis
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ibernommen werden. Eine wichtige Vorausetzung dafiir liegt in der
Wirtschaftlichkeit der gebotenen Verbesserung: so darf der Mehraufwand
eines neuen Verfahrens nicht grdsser als die zu erwartenden Vorteile sein.
Im allgemeinen kann man sagen, dass fiir die tdgliche Anwendung Methoden
vorgezogen werden, die sich leicht mit Hilfe der vorhandenen Mittel ohne
grossen Rechenaufwand ausfilhren lassen. Der Effizienz und Einfachheit
wird daflir manchmal die mathematische Strenge geopfert. Die Folgen der
Vereinfachungen sind aber meist nicht schwerwiegend, weil sie oft durch
Intuitionen kompensiert werden, die nicht explizit in mathematische Form
gekleidet werden konnen. Die Erfahrung der Geoddten kann die Schwichen

der einfacheren Verfahren hiufig ausgleichen.
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8 Gemeinsame Eigenschaften

Aeltere und neuere Verfahren fiir die Interpretation a posteriori der
Ausgleichungsresultate haben einige wichtige gemeinsame Merkmale, welche
fiir das Verstindnis der folgenden Kapitel entscheidend sind und daher hier

kurz beschrieben werden.

Fiir die Beurteilung der Ausgleichungsergebnisse werden in der Regel eine
oder mehrere Grossen (Teststatistiken oder Testvariablen genannt)
festgelegt, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen  und damit deren
Erwartungswerte man kennt. So werden z.B. die Winkelsumme in einem
Dreieck oder die Differenz zwischen Hin- und Rilckmessung als
Teststatistiken gewdhlt. Auch die Verbesserungen der Beobachtungen durch
die Ausgleichung sind normalverteilt mit dem Dbekannten Erwartungswert
Null, wihrend das Verh#ltnis F zwischen geschidtzter Varianz a posteriori
und angenommener Varianz a priori F-verteilt mit dem Erwartungswert Eins

ist. Beide konnen daher als Teststatistiken verwendet werden.

Aufgrund der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Teststatistiken wund der
vorgewdhlten Wahrscheinlichkeit ¢, die man als Kriterium fur die
Modellverwerfung festgelegt hat, kann ein Intervall bestimmt werden, in

dem die Priifgrésse (Realisierung der Teststatistik) liegen muss, damit das

mathematische Modell angenommen wird.

Die Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Testvariablen konnen
mit dem TFehlerfortpflanzungsgesetz ermittelt, und die Verteilungsfunktion

kann in den meisten Fdllen statistischen Tabellen entnommen werden.

Die Wahl von @ soll im Einklang mit den Anforderungen an das

Vermessungswerk getroffen werden.

Falls die Priifgrosse ausserhalb des von @ bestimmten Intervalls liegt,
wird das mathematische Modell verworfen, d.h. als nicht richtig
betrachtet, auch wenn man weiss, dass dabei fur ein richtiges Modell in
dieser Weise mit der Wahrscheinlichkeit « Fehlentscheidungen méglich sind

(Entscheidungsfehler 1. Art).
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Fir die Bewertung des Tests ist aber das Umgekehrte noch wichtiger: wie

empfindlich wird die Testgrosse reagieren, falls ein Modellfehler
verhanden ist, oder anders ausgedriickt: wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit ( 1 - B ), dass ein Dbestimmter Modellfehler im vorgesehenen

Messystem tatsdchlich mit dem gewdZhlten Test erkannt wird, oder noch
anders: wie gross ist die Wahrscheinlichkeit B, dass auch mit dem Test
ein bestimmter Modellfehler nicht erkannt wird (Entscheidungsfehler

2. Art).

Da sich die vorliegende Arbeit hauptsdchlich mit dem Aufdecken grober
Fehler befasst, werden im Folgenden vor allem diese besonderen

Modellfehler behandelt.

Es ist fiir die Praxis selbstverstédndlich von Interesse zu wissen, welcher
Test der wirksamste ist. In den folgenden Kapiteln werden verschiedene
Tests beschrieben und miteinander verglichen. Einige davon sind
Naherungsverfahren aus der Praxis. So welt als moglich wurde fiir die
einzelnen Tests die Wahrscheinlichkeit Dberechnet, mit welcher ein
bestimmter grober Fehler entdeckt wird (Macht des Tests), falls der Test
mit der Wahrscheinlichkeitsschranke O durchgefiihrt wird. Wichtig ist die
Feststellung, dass keineswegs alle Tests gleichwertig sind: einige werden
mit gunehmender Grosse des Netzes rasch unwirksam, andere viel weniger

schnell.

In etlichen Fdllen erschweren Korrelationen eine mathematisch strenge Be-
stimmung des Signifikangbereichs aufgrund der Irrtumswahrscheinlichkeit @.
Dies bereitet aber den Praktikern keine grosse Sorge: Sie legen einen
sinnvollen Annahmebereich einfach fest. Wichtig ist, dass Fehler
tatsdchlich und mit wenig Aufwand entdeckt werden, auch wenn fiir die

Irrtumswahrscheinlichkeiten keine ganz genauen Angaben vorliegen.
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9 Einfache Verfahren aus der Praxis

Die meisten Triangulationsprogramme fihren eine vermittelnde Ausgleichung
aus und liefern normalerweise zu den ausgeglichenen Koordinaten nur die
Abrisse mit den Verbesserungen, die geschétzte Standardabweichung a
posteriori der Gewichtseinheit und die Fehlerellipsen der Neupunkte.
Aufgrund dieser spdrlichen Angaben bestehen nur wenige Testmdglichkeiten
fiir das Modell. Die Geoddten missen sich aber in der Praxis mit dem
Vorhandenen abfinden und haben in dieser Situation die im Folgenden

beschriebenen Wege beschritten.

9.1 Der F-Test

Die Triangulationsprogramme liefern die geschitzte Standardabweichung

a posteriori der Gewichtseinheit, sodass die Berechnung der Priifgrosse

a2
)
F:
62
keine Schwierigkeit bietet, (wo 8 die Standardabweichung der

Gewichtseinheit a posteriori wund 6 die gewghlte Standardabweichung

der Gewichtseinheit a priori sind).

Die Verteilung der Teststatistik F ist die bekannte Fisher- oder
F-Verteilung. Der Freiheitsgrad wird durch die Geometrie des Netzes
bestimmt, wihrend man fiir den mittleren Fehler a priori einen
Freiheitsgrad (meistens oco) annimmt. Dann kann der Tabelle der
F-Verteilung sofort entnommen werden, ob die vorausgesetzte
Wahrscheinlichkeitsschranke iiberschritten ist oder nicht. Da nur eine
Grosse getestet wird (univariater Test), stellen sich keine

Korrelationsprobleme.

Der F-Test ist sehr wirksam bei der Suche nach systematischen
Modellfehlern, die viele Beobachtungen verfédlschen, (z.B. ungenaue
Fixpunkte, Lotabweichungseinfliisse, falsche Schitzung der Genauigkeit
fiir die Messungen USW.). Weniger wirksam ist er fiir die Entdeckung
von einzelnen groben Fehlern, wenn der Betrag des Fehlers relativ

klein und das Netz gross ist.



32

Dieser Mangel ist aus der Testvariablen

A2
] [pvv]
F: =
2 2
c f-o0
ersichtlich.

Falls die i-te Beobachtung um A; verfélscht wird (d.h. 1; durch

1; +A; ersetzt wird), &ndern sich der Verbesserungsvektor und daher

auch F. So kann man schreiben :

[pva = [pvv] + Apvv
% [pvv] + Apvv
F =F + AF = >

o.f

Die modifizierten Verbesserungen v missen die. Modellgleichungen

*
weiterhin erfiillen, sowie die Bedingung [pvv] = Minimum. Da der
Vektor
* %
v (v, v, Vzyeeen, Vi- Ajyeeesvy)

die Modellgleichungen erfiillt, aber nicht notwendigerweise die

Minimumbedingung, ist sicher:
2 2 2 2
* -
F* L (1/6°1) (p1v1 + P5Y5 T oeee pi(vi Ai) toeee t PV,

das heisst

* ) 2
Fo< (1/6%8) ( [pvv] + p; AT - 2p,viAL)

und dann

A¥ < (1/ 6°1) (p, AL - 2p,v. A,)

Dies bedeutet, dass mit zunehmendem f bei konstant bleibenden anderen

Grossen AF mindestens umgekehrt proportional zu f abnimmt.

Die Verwerfungsschranke FGR geht hingegen viel langsamer zuriick.



33

Gemdss der Definition der F-Verteilung ist Fe verteilt wie die
1

folgende Zufallsvariable y

Lo g )

0 kann einfachheitshalber gleich 1 gesetzt werden, und die x5 sind
normalverteilte unabhingige Zufallsvariablen mit Erwartungswert O und

Varianz 1.

Dann ist:

]
—

]
N

Nach dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
die Summe von gleichverteilten  Zufallsvariablen asymptotisch
normalverteilt, sodass, wenn f gross wird (f-»0), die Verteilung von

y zu einer Normalverteilung strebt und

E (y)

1
£ o4
Vi) =-t5 2t - = sind.
£

Wenn O das Signifikanzniveau und ngg die entsprechende Verwerfungs-

schranke fiir die zentrale standardisierte Normalverteilung sind, folgt
fiir grosse f

- 2

Fem = f GR

Das heisst: mit zunehmendem f strebt die Verwerfungsgrenze flr den

*
F~-Test langsamer als F gegen 1, und die Entdeckung der groben Fehler

wird immer schwieriger /Maurer 1983/, /Kreyszig 1968/.

Wenn ein Teilnetz einen bestimmten groben FehlerlAi enthdlt, dist die
Wahrscheinlichkeit B, dass der grobe TFehler mit einem F-Test
unentdeckt bleibt, vom Freiheitsgrad des ganzen Netzes abhéngig. Der
gleiche Fehler in gzwei gleichen Teilnetzen, die identische
Ueberbestimmung und andere geometrische Eigenschaften aufweisen, kann
mit einem F-Test mit grdsserer Wahrscheinlichkeit im Teilnetz entdeckt
werden, das Bestandteil des insgesamt kleineren Netzes (mit kleinerem

Freiheitsgrad) ist.
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kleines f

v

S

Hypothese verworfen

grosses f

v

FE R,

Hypothese trotz groben Fehler angenommen

Abb. 1. Einfluss eines groben Fehlers auf die Test-

variable F fiir verschiedene Freiheitsgrade.

Eine weitere Bemerkung ist hier notwendig: In der Literatur /Baarda
1968/ wird die Grosse 6 als bekannte Konstante angenommen
(Freiheitsgrad = 00 ). Dies fiihrt zu einer wesentlichen Vereinfachung
der statistischen Herleitungen. Berilicksichtigt werden muss jedoch,
dass die gewdhlten Grossen O; flir die mittleren Fehler a priori der
Beobachtungen ungenau sind. Sie sind gute unabhidngige Schitzungen,
die aus der Erfahrung des Beobachters oder aus den Angaben des
Instrumentenherstellers stammen, aber keineswegs fehlerlose Konstan-
ten. Diese Ungenauigkeit entspricht ndherungsweise einer Ungenauig-

keit bei der Wahl von 6 (= mittlerer Fehler der Gewichtseinheit).

Es ist schwierig, die Konsequenzen dieser Vereinfachung vollumfédnglich
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zu erkennen. Sicher ist aber, dass die Anzahl der irrtiimmlichen
Modellverwerfungen vor allem fiir hohe Freiheitsgrade im Netz grdsser

sein wird, als mit der Wahl von @ Dbestimmt worden war.

Da die Verwerfungsschranke fiir sehr grosse f (grosser als 1000 z.B.)
sich Eins immer mehr ndhert, wird bereits der Einfluss von
unbedeutenden Modellfehlern mit systematischem Charakter eine Modell-

verwerfung verursachen.

Quantitative Angaben kdnnen mit Hilfe der neueren Publikationen iiber

dieses Thema, z.B. /Just 1979/, gemacht werden.

V-Test

Die heute noch am meisten angewandte Methode =zur Beurteilung der
Resultate einer Ausgleichung ist der Test der Verbesserungen in den

definitiven Abrissen. Getestet werden die Grossen
u., = Vi/ G5 i=1, ¢es , n

wobel v; die i-te Verbesserung,
Gii die angenommene Standardabweichung a priori
der i-ten Messung,

n die Anzahl Messungen der Ausgleichung sind.

Der Test wird durchgefiihrt unter der vereinfachenden Annahme, dass die
Ei anndhernd standardisiert normalverteilt sind (mit Brwartungswert O
und Varianz 1) und dass die Korrelationen zwischen den Uy
vernachldssigbar klein sind.

Da alle Computerprogramme fiir die Ausgleichung die einzelnen
Verbesserungen liefern, ist der Test leicht durchfilhrbar und deshalb

trotz vielen schlechten Eigenschaften so populér.

Die Nachteile des V-Tests sind offensichtlich: die oben erwdhnten

vereinfachenden Annahmen gelten nur filir die unendlich iiberbestimmten
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Netzteile (d.h. mit X = E(x), 1- E(1), usw.). Reelle Triangula-
tionsnetze sind normalerweise weit davon entfernt, sodass die
Standardabweichung von vy ( Gﬁi) meist wesentlich kleiner als Gli ist.
Zwischen den vy sind zudem Korrelationen vorhanden, die normalerweise
nicht berechnet werden. Es ist daher nicht mdglich, einen Gesamttest
aller Komponenten des U-Vektors durchzufihhren, da die Annahmebereiche

nicht direkt bestimmbar sind.

Die Macht des V-Tests ist ebenfalls von Bedeutung. Wenn angenommen
wird, dass ein grober FehlerlAi die i-te Beobachtung verfdlscht, wird

das vermittelnde Ausgleichungsmodell (Gauss-Markov-Modell)
V¥ = AX+ L+ AL mit Gewichtsmatrix P,
wo AL = (0, O, ... , A; , 0, O) ist.

1

Daraus folgt fiir unkorrelierte Messungen /Linkwitz 1960/ :

*
v o= -q P (L+AL)
=V - QP AL
_ (i1) , (i)
= V- /qll " Ay
Das qiil)/qiil)—Verhéltnis zwischen den i-ten Diagonalelementen der

Kofaktorenmatrizen der Verbesserungen und der Beobachtungen ist ein
besonders wichtiger Wert, weil es ein Mass fir die geometrische
Ueberbestimmung der gemessenen Grosse im Netz ist /Gerber 1974/,
/Pelzer 1980/. Es wird in Kapitel 18 'lokales Zuverlissigkeitsmass'

fir die i-te Beobachtung genannt.

In gut iliberbestimmten Triangulationsnetzen ist im allgemeinen

(ii) , (ii)
0.3 <q,, 7"/ 4,7 <.

Wenn die angenommene Verteilung der Teststatistik uy (Normalverteilung
mit Oui = 1) und die tatstchliche Verteilung der Verbesserungs-
variablen der i-ten (verfdlschten) Messung dargestellt werden, kOnnen

flir den Test mit a= 5 % die folgenden Werte fiir die
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Wahrscheinlichkeit B eines Fehlers 2. Art (falsche Annahme der

Nullhypothese fiir den Fehler A) berechnet werden :

a = 5% A-
qvv/qll 364 4 6, 564 66,
B in %
0.50 T4 47 21
0.75 37 i1
1.00 15 2 0

Tab. 1. Wahrscheinlichkeit einer falschen Annahme der

Nullhypothese (Fehler 2. Art).

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass die Macht des Tests sehr stark
(ii), (dii)

von qvv /qll

Fehler Ai' fiir welche Ai 2> 6 07; ist, mit geniigend hoher Wahrschein-

lichkeit (z.B. 1-$>80%) durch einen V-Test entdeckt werden ktnnen.

beeinflusst wird und dass in normalen Netzen nur grobe

g, =1

Flache = §

2- —
2

Abb. 2. Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik

bei zutreffendem und bei unzutreffendem Modell.
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Es muss an dieser Stelle betont werden, dass die angegebenen
Wahrscheinlichkeiten nur fiir den Test einer einzelnen Verbesserung
zutreffen. Sie sind aber von der Grosse des Netzes wunabhidngig, d.h.

sie gelten auch fir beliebig grosse Netze.

In den Herleitungen wurden absichtlich die angenommenen Standardabwei-
chungen 6, a priori verwendet, da diese in den meisten Anwendungen
der Praxis geniigend genau vorliegen. TFalls hingegen die Berechnung
mit den geschdtzten Standardabweichungen a posteriori %li durchgefiihrt

wird, muss die t-Verteilung angewandt werden.

Test der geometrischen Bedingungen

Eine klassische Methode gur Ueberpriifung geoddtischer Netze ist der
Test der Widerspriiche der geometrischen Bedingungen. Fir reine
Triangulationsnetze ist das Beispiel des Tests der Winkelsumme in den

Dreiecken bekannt und braucht also keine besondere Erkldrung.

Der grosse Vorteil solcher Tests liegt in der Moglichkeit, die
Testgrosse vor der Ausgleichung zu berechnen. Als man noch von Hand
rechnete, konnte man Unstimmigkeiten sofort entdecken und sich eine

unnotige Ausgleichung ersparen.

Nach der Einfilhrung der Distanzmessung wurde die Struktur der Netze
viel komplizierter, sodass sich die Bildung der geometrischen
Bedingungsgleichungen nicht mehr so einfach gestaltete. Fir den
Binsatz elektronischer Rechenanlagen wurde fiir die Ausgleichung die
vermittelnde Methode vorgezogen, und die Bedingungen traten nicht mehr

explizit auf.

Vor ungefdhr einem Jahrzehnt wurden in der Schweiz Computerprogramme
fiir die automatische Bildung der Dreiecksschliisse entwickelt /Andris
1967/, jedoch wenig eingesetzt, da praktisch keine vollstdndigen

Dreiecke in den geodédtischen Netzen mehr zu finden sind.

Vom statistischen Standpunkt aus gesehen, ist der Test der

geometrischen Bedingungen sehr giinstig, da die Erwartungswerte der
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Widerspriiche Null sind und die Varianzen ihrer Normalverteilungen
leicht aus den linearisierten Bedingungsgleichungen berechnet werden
konnen. Was hingegen nachteilig wirkt, sind die Korrelationen
zwischen den einzelnen Widerspriichen, die im allgemeinen vorhanden

sind und einen Gesamttest erschweren.

Die Bildung der Bedingungsgleichungen stellt keine uniiberwindbare
Schwierigkeit dar. In einer Publikation zeigt R. Conzett, wie mit
dem Austauschverfahren aus der Matrix der Verbesserungsgleichungen
einer vermittelnden Ausgleichung die Bedingungsgleichungen automatisch
gebildet werden konnen. Entwicklungen in dieser Richtung sind deshalb

noch zu erwarten /Conzett 1978/.

Da die Varianz der Widerspriiche erst nach  Vorliegen der
Bedingungsgleichungen berechenbar ist, kann eine allgemeine Sché&tzung

der Empfindlichkeit des Tests nicht angegeben werden.

Mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse kann ein spezielles System von
Bedingungsgleichungen gebildet werden. Der Verfasser hat diese
Moglichkeit eingehend untersucht. Die dabei erzielten Resultate sind

in Kapitel 12 beschrieben.
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10 Der Test der standardisierten Verbesserungen

10.1 Testbeschreibung

Einen wesentlichen Fortschritt in der Untersuchung a posteriori
geoddtischer Messysteme bildet der Test der standardisierten
Verbesserungen. Dazu miissen in einer vermittelnden Ausgleichung neben
den liblichen Grossen (Unbekannten, Verbesserungen usw.) lediglich die

Standardabweichungen der einzelnen Verbesserungen berechnet werden.

Da die Verbesserungsvariablen fir normalverteilte Messungen ebenfalls
normalverteilt sind und Erwartungswert Null besitzen (E(V) = 0), wenn

die Varianz von V; bekannt ist, kann die Grisse
Wi = Vi/ Oy

mit der zentrischen standardisierten Normalverteilung getestet werden.
Der Test wurde in /Baarda 1968/ als 'Data snooping’ bezeichnet und
wird unter diesem Namen oft eingesetzt. Eine Anwendung fiir die
Untersuchung von geometrischen Transformationen ist in /Kraus 1975/

beschrieben.

Wenn die i-te Beobachtung (und keine andere) durch einen groben Fehler

A, verfdlscht und

wird, dann ist flr unkorrelierte Beobachtungen
- (i1) , (i)
V.o = V- (qvv / a7 ) Ai /Just 1979/.

Die Wahrscheinlichkeit, mit welcher irrtimlicherweise die Null-

hypothese angenommen wird, ist Funktion des Betrags wvon Ai, des

Verhdltnisses
62. q(ll)
) vi - NA'S
62 (11)

1i 911
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und des gewdhlten Signifikanzniveaus filr die Verwerfung der

Nullhypothese.

Flache = 8

v

r - f——— X (a) ——
- A
)
X A a v
Tyr q](z”)

Abb. 3. Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik

bei zutreffendem und bei unzutreffendem Modell.
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10.2 Macht des Tests

Aehnlich wie fiir den V-Test konnen einige Werte fir die
Wahrscheinlichkeit der falschen Annahme der Nullhypothese als Beispiel

berechnet werden:

a= 5% A=
qvv/qll 3 6, 4 04 50, 60,
B in %
0.50 43 19 6 1
0.75 26 7 1
1.00 15 2 0

Tab. 2. Wahrscheinlichkeit einer falschen Annahme der

Nullhypothese (Fehler 2. Art).

Was aber trotz der Standardisierung nicht mdglich wird, ist die Angabe
der Signifikanzintervalle sowie der Wahrscheinlichkeit B flir den
Gesamttest (Gesamtheit aller v/ o, des Netzes), da die standardi-

sierten Verbesserungen unter sich korreliert sind.

Ein Vergleich mit der entsprechenden Tabelle aus dem V-Test zeigt
sofort, dass mit abnehmenden qiii}qgii) die Ueberlegenheit des Tests
der standardisierten Verbesserungen gegeniiber dem einfachen V-Test
wesentlich zunimmt. Darum ist dem einfachen V-Test auf Jjeden Fall der
Test der standardisierten Verbesserungen vorzuziehen. Dazu kommt der
Vorteil, dass durch die Berechnung des lokalen Zuverldssigkeitsmasses
eine quantitative Kontrolle der Ueberbestimmung moglich wird.

Detailliertere Betrachtungen folgen im Kapitel 19 (III. Teil).
10.3 Berechnung der QVV—Diagonalen
Fir den Test der standardisierten Verbesserungen wird nur die Diago-

nale der Matrix QVV bendtigt. Die Berechnung dieser Diagonalelemente

kann in einer Rechenanlage ohne Schwierigkeiten ausgefithrt werden.
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Das einzige Problem liegt in der Notwendigkeit, die volle Matrix der
Kofaktoren der Unbekannten QXX zu berechnen. Man kann also die
Orientierungs- oder anderen Unbekannten nicht (z.B.  nach Schreiber)
eliminieren. Dies erfordert somit einen grosseren Speicherbedarf.
Wenn nur die Hdalfte der Matrix gespeichert wird (Symmetrie) und nk und
no die Anzahl Koordinatenunbekannten bzw. Orientierungsunbekannten

sind, missen
(no + 2nk + 1) no/2

Matrixelemente mehr gespeichert werden. Auf modernen Rechnern mit
virtuellem Speicher sollte der =zusHdtzliche Speicherbedarf keine

grossen Schwierigkeiten bereiten.

Der Verfasser hat gezeigt /Carosio 1974/, dass bei der Inversion der
vollen Normalgleichungsmatrix mit dem Austauschverfahren die ersten no
Austauschschritte identisch sind mit den Operationen des
Schreiber'schen Eliminationsverfahrens, sodass die Rechenzeit nur
linear mit der Anzahl zusdtzlicher Matrixelemente (ca. gquadratisch
zur Anzahl Unbekannten) steigt. Fir normale Netze (z.B. mno = 50,
nk = 100) fiihrt dies zu einer ungefdhr doppelten Rechenzeit. Da heute
die Computerkosten immer niedriger werden, sollte diese ErhShung des
Rechenaufwandes kein Hindernis fiir den praktischen Einsatz des Tests

seine.

Die Ausgleichung der Triangulationsnetze muss in der Praxis mehrere
Male wiederholt werden (10, 20 oder mehr Wiederholungen), damit man
nacheinander die verschiedenen Fehler entdecken und beseitigen kann.
Die ersten Berechnungen dienen zur Entfernung der sehr grossen Fehler:
z.B. Punktverwechslungen, grobe Schreibfehler usw., die mit sehr
einfachen Mitteln, z.B. mit dem V-Test identifiziert werden konnen.
Erst gegen Schluss, bei den letzten Wiederholungen, ist man an einem
empfindlicheren Test wie dem Test der standardisierten Verbesserungen
interessiert, um auch die kleinen Fehler aufdecken zu kOnnen. Man
kann daher die etwas aufwendigere Berechnung der vi-Diagonale auf die

letzten Berechnungsphasen beschrénken.

Wenn QXX (M,M) die Kofaktorenmatrix der Unbekannten, QLL(N) ein Vektor
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mit den Reziproken der Gewichte und A(N,M) die Verbesserungs-
gleichungsmatrix sind, berechnen die folgenden FORTRAN-Anweisungen die

gewlinschte Diagonale fir eine vollbelegte Verbesserungsgleichungs-

matrix.

DO 100 I =1, N

SUMME2 = O.

DO 50 J =1, M

SUMME1 = O.

D0 30K =1, M
30 SUMME1 = SUMME1 + A(I,K) * QXX (K,J)
50 SUMME2 = SUMME2 + SUMME1 * A(I,J)
100 QVV(I) = QLL(I) - SUMMEZ2

In den geod&dtischen Netzen sind nur wenige Elemente der
Verbesserungsgleichungsmatrix % O. Wenn nur diese gespeichert sind
wie in /Schwarz 1970/ und das Programm entsprechend angepasst wird,

fd11t die Rechengeit auch fiir grosse Netze kaum mehr ins Gewicht.
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11 Verfahren aus der multivariaten Statistik

11.1 Einfiihrung

In der Beschreibung der mehrfachen univariaten Tests in den friiheren
Kapiteln ist dem Leser sicher aufgefallen, dass die gegenseitige
Abhdngigkeit der betrachteten Zufallsvariablen nicht beriicksichtigt
werden konnte. Konsequenz davon war die immer wiederholte Bemerkung,
dass keine Aussage moglich sei iiber die Eigenschaften des Gesamttests.
Die getrennte Beurteilung der einzelnen Testgrossen filhrt zu einem
Informationsverlust, der nicht unterschétzt werden darf. Besonders
bei kritischen Fiallen konnten gerade die verlorenen Informationen

wichtig sein.

Die multivariate Statistik behandelt alle Verfahren, die sich mit
mehrdimensionalen stochastischen Variablen befassen. Sie bietet u.a.
auch Losungen fiir den Test einer Reihe von unter sich korrelierten
stochastischen Variablen /Flury, Riedwyl 1980/, /Maurer 1979/.
Anwendungen solcher Verfahren fiir die Beurteilung der Triangulations-

resultate werden im Folgenden beschrieben.

11.2 Graphische Verfahren

In der angewandten Statistik wird wenn immer méglich versucht, das
vorhandene Zahlenmaterial durch Zeichnungen zu veranschaulichen. So
kann die Fdhigkeit des Menschen genutzt werden, aufgrund einfacher
Beobachtung intuitiv komplexe Beziehungen zZu erfassen. Die
Betrachtung von unabhdngigen stochastischen Variablen kann durch die
Zeichnung von Hiufigkeitspolygonen der erhobenen Werte (Histogramme)

zum Beispiel sehr gut dargestellt werden.
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Abb. 4. Hiufigkeitspolygon.

Fiir mehrdimensionale Variablen geniigen aber einfache Verfahren wie die
Zeichnung von H8ufigkeitspolygonen fiir die Einzelkomponente oder die

paarweise Darstellung in Punktdiagrammen nicht mehr.

Fir die Anwendung in solchen Fdllen existieren zahlreiche Vorschlége.
Besonders eindriicklich ist ein Verfahren (Methode von Chernoff
/Chernoff 1971/) zur Darstellung von Stichproben mehrdimensionaler

stochastischer Variablen, welches als Beispiel gezeigt wird.

Iy Ay R

o) (Bpe) (=

Abb. 5. Darstellung von mehrdimensionalen

Zufallsvariablen durch Gesichter.
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Die Idee ist einfach: die Komponenten der Stichprobenelemente werden
als Merkmale menschlicher Gesichter abgebildet. Da die Menschen
besonders empfindlich reagieren bei der Betrachtung von Gesichtern,
werden Aehnlichkeiten, Asymmetrien usw. sofort bemerkt. Fir die
Anwendung existieren Computerprogramme, die die Darstellung von
Variablen mit bis zu 18 Komponenten erlauben /Flury, Riedwyl 1980/,
/Flury, Riedwyl 1981/.

Fiir geoddtische Anwendungen kann leider eine S0 eindriickliche
Darstellung nicht verwendet werden, da man oft nur eine Realisierung
der mehrdimensionalen Zufallsvariablen (z.B. den Verbesserungsvektor)
mit sehr vielen Komponenten zu beurteilen hat. Die Geoddten haben fir
diese Fille dhnliche Verfahren entwickelt, die sinngemdss anwendbar
sind. Als einziges Beispiel (unter vielen méglichen) wird hier das
Verfahren von H.J. Oettli veranschaulicht, das besonders geeignet ist
fiir die multivariate Beurteilung des Verbesserungsvektors /H.J.
Oettli 1960-75/.

Die Grundidee ist die folgende: 1Im gleichen Plan (Netzplan) werden
die durchgefiihrten Beobachtungen sowie die dazugehCrigen Verbesse~
rungen graphisch dargestellt. Ein erfahrener Beobachter kann aus den
Netzverbindungen intuitiv die vorhandenen Korrelationen zwischen den
Verbesserungen abschdtzen und sie in Beziehung =zu den Verbesse-

rungsbetrdgen setzen.

So werden Hinweise auf die Ursachen von Abweichungen aus der Differenz
zwischen erwarteten Korrelationen (aus der Netzgeometrie) und
vorhandenen Korrelationen (in der Stichprobe) gewonnen. Zum Beispiel
ist es oft mbglich, zwischen groben Fehlern und lokalen systematischen

Fehlern wie Fixpunktverschiebungen usw. zu unterscheiden.

Auf den folgenden Seiten wird die Methode fiir Lage- wund Hohennetze

gezeigt.

Abb. 6. Graphische Darstellung des Verbesserungsvektors
fiir ein Lagenetz.
Abb. 7. Graphische Darstellung des Verbesserungsvektors

filr ein Hohennetz.
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Diese einfachen Hilfsmittel zur Beurteilung der Triangulations-
resultate sind seit langem bekannt und werden erfolgreich eingesetzt.
Im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit werden sie hier erwdhnt um
hervorzuheben, dass die Beriicksichtigung der Korrelationen unter den

Verbesserungen durch einen multivariaten Test ein echtes Bediirfnis der

Praxis ist.
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12 Die Hauptkomponentenanalyse
12.1 Einfihrung

Die vorhergehenden Kapitel haben gezeigt, dass der F-Test des
Verh#ltnisses zwischen Standardabweichung a posteriori und a priori
den Vorteil hat, univariat zu sein und nicht von den Korrelationen
unter den Verbesserungen beeinflusst zu werden. Sein grosser Nachteil

hingegen ist die schlechte Empfindlichkeit auf lokale Fehler.

Umgekehrt verhalten sich die anderen Tests, =z.B. die Tests der
standardisierten Verbesserungen, die nur einzeln durchgefiihrt werden
konnen, da die Testgrossen unter sich korreliert sind. ©Sie sind aber

sehr empfindlich auf lokale Fehler.

Interessant wire es, einen statistischen Test mit guter Empfindlich-
keit, aber ohne Storung der Korrelationen zu finden, um auch die
Wahrscheinlichkeit fiir den Gesamttest berechnen zu kinnen. Die
Hauptkomponentenanalyse erlaubt die Konstruktion eines solchen

Testverfahrens. Eine mdgliche Lésung wird im Folgenden Dbeschrieben.

12.2 Die Hauptachsentransformation

Man betrachte als erstes eine mehrdimensional normalverteilte

stochastische Variable V mit

VT = (V1, V2, P Vn)
E(V) =0

und mit Varianz-Kovarianzmatrix Q.. (positiv definit oder semidefinit,
aber nicht notwendigerweise diagonal) und dann den Vektor W mit

T

W- = (w1, Woy see wn),
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berechnet aus V durch die homogene lineare Transformation

W= ul.y,

WO
u“ u12.... U.1n
U.21.....

U= ceenes

un1 un2..... unn

eine orthogonale Matrix ist.

Die Varianz-Kovarianzmatrix von W ist dann

_ T
wa =U QVv U

und E(W) = 0.

Dem Hauptachsentheorem /Schwarz, Rutishauser, Stiefel 1972/ ist 2zu

entnehmen:

Zu jeder symmetrischen Matrix M existiert eine orthogonale Matrix U,

sodass M vermittels U 8hnlich auf Diagonalgestalt

D=Ur'NMU

transformiert wird. Man %beachte auch  /Lichnerowicz 1960/ und

/Kowalsky 1965/.
Dagzu gilt:

- die Diagonalelemente von D sind gleich den Eigenwerten
von M ( Xq, Koy <ee Ap)

- die Zeilen von yT enthalten die normierten Eigenvektoren
zu den Eigenwerten, welche entsprechend geordnet sind
wie die Eigenwerte der Diagonalen von D

- wenn die Matrix M Rang r besitzt, dann gibt es r

Eigenwerte # O.
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Das Theorem kann jetzt bei der oben definierten Matrix angewandt

vi
werden:

Es existiert immer eine orthogonale Matrix U, sodass

= 1T

= U0 Quy U
eine Diagonalmatrix wird. Die Diagonalelemente von wa sind die
Bigenwerte von Q,, und gleichzeitig die Varianzen der einzelnen

Komponenten von W, welche unter sich unkorreliert sind.

Der Verbesserungsvektor einer Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate erfiillt alle Bedingungen, welche fiir die
mehrdimensionale Variable V vorausgesetzt wurden. Die gemachten

Aussagen gelten daher auch fiir den Verbesserungsvektor:

V sei ein Verbesserungsvektor und vi die entsprechende Varianz-
Kovarianzmatrix. Dann existiert dazu immer eine Orthogonalmatrix U,

wofiir die Linearkombination W der Verbesserungen

eine Varianz-Kovarianzmatrix mit Diagonalgestalt besitzt.

Die Matrix U ist die Matrix der Eigenvektoren von Quve Die
Varianz-Kovarianzmatrix der Linearkombination W der Verbesserungen ist

dann:
U = A

wobei A die Diagonalmatrix der Eigenwerte von Qyv ist. Wenn f der
Freiheitsgrad und n die Anzahl Beobachtungen des geod&tischen Netzes
sind, besitzt die QVV-Matrix Rang f, und es gibt n-f Eigenwerte von
Qyys die Null sind, d.h. n~-f Komponenten des Vektors W(V) haben
Varianz = O. Die entsprechenden Eigenvektoren stellen  daher
funktionale Beziehungen des Modells dar. Die anderen f Komponenten
von W sind hingegen echte stochastische Variablen mit Varianz gleich

dem entsprechenden Eigenwert ( li), und die Komponenten der Eigen-
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vektoren sind die Koeffizienten von f orthogonalen und daher linear

unabhingigen Bedingungsgleichungen des geoddtischen Netzes.
Die Erwartungswerte der Komponenten des Vektors W sind alle Null, da

B(w) = 8(0%v) = uTE(V) und

E(V)

0 sind.

Eine weitere Eigenschaft der Komponenten des Vektors W ist ihre
Normalverteilung, da die Verbesserungen lineare Funktionen der
normalverteilten Beobachtungen wund die Komponenten von W lineare
Funktionen der Verbesserungen sind. Die stochastischen Eigenschaften
des Vektors W sind also bestimmt, sodass die Komponenten von W als

Teststatistiken in einem Modelltest verwendet werden konnen.

12.% Der Hauptkomponententest

Der Hauptkomponententest wird eingesetzt, wenn die Komponenten von
mehrdimensionalen Zufallsvariablen unter sich korreliert sind /Flury,
Riedwyl 1980/.

12.4 Einzeltest

Nach Ausfithrung der Hauptachsentransformation sind die linearen
Funktionen (kanonische Vektoren) bekannt, welche in der Matrix U
aufgezeigt werden, sodass es moglich wird, die f Komponenten (Haupt-
komponenten) des Vektors W (fiir welche Xi=¢ 0 ist) zu berechnen und
mit der Normalverteilung auf signifikante Abweichungen von Null zu

priifen.

Praktisch wird der Vektor S mit den folgenden Komponenten gebildet :
si=wi/m mit i = 1,2,.. , n wenn A; # 0,

die eine gentrische und standardisierte Normalverteilung besitzen und

stochastisch unabhingig sind. Ihr Wert wird mit der vorgewiZhlten

Wahrscheinlichkeitsschranke der Normalverteilung verglichen. Je nach
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Ergebnis kann die Nullhypothese fiir einen Modellfehler angenommen oder

verworfen werden.

12.5 Anwendungen in der Geodésie

Die Hauptkomponentenanalyse als bewédhrte Methode der analytischen
Statistik ist sicher den meisten Geod&dten bekannt. Die mathematischen
Grundlagen dazu findet man praktisch in jedem Lehrbuch der linearen

Algebra, und sie bieten sicher keine Schwierigkeiten.

Trotzdem wird die Hauptkomponentenanalyse szur Losung praktischer
Aufgaben in der Geoddsie wenig eingesetzt. BEine bemerkenswerte
Ausnahme ist das Verfahren von H. Pelzer gzur Untersuchung der
Ergebnisse von Deformationsmessungen. Die Differenzen zwischen den u
Koordinaten, die in zwei verschiedenen Zeitrdumen bestimmt wurden,
bilden einen u-dimensionalen Vektor, der fiir die Nullhypothese den
Erwartungswert Null besitzt. Seine Varianz-Kovarianzmatrix ist in der
Regel vollbesetzt, sodass die Hauptkomponentenanalyse sich
ausgezeichnet fiir die Durchfilhrung eines Tests zur Ueberpriifung der
Nullhypothese fiir die Deformation eignet /Pelzer 1976/, /Dupraz,
Niemeier 1979/.

12.6 Die Berechnung der Hauptachsentransformation

12.6.1 Zielsetzung

Da das Ziel der vorliegenden Publikation nicht eine vollsténdige
Analyse der numerischen Methoden fiir die Hauptachsentransformation
sein kann, hat der Verfasser sich darauf beschrédnkt, Dbewéhrte,
bereits bekannte Algorithmen zu verwenden. Pir die praktische
Durchfiihrung der Transformation wurde das Jacobi-Verfahren
eingesetzt. Die Algorithmen sind in FORTRAN IV fiir die Rechenanlage

des Bundesamtes fiir Landestopographie programmiert.

Im Folgenden werden nur gzusammenfassend die Grundgedanken des
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Jacobi-Verfahrens dargestellt. Als Anhang ist ein Listing der

verwendeten FORTRAN-Programme beigelegt.
12.6.2 Das Jacobi-Verfahren

Gegeben sei eine beliebige symmetrische Matrix M und gesucht seien
alle Eigenwerte und die dazugehdrigen Eigenvektoren. Das heisst:
Die orthonormierte Matrix U und die Diagonalmatrix D werden gesucht,

welche die folgende Zhnliche Transformation durchfiihren:

D =ul uu.
Die Diagonalelemente von D sind die Eigenwerte von M, und die
Spalten von U sind die dazugehdrigen Eigenvektoren. Die LOsung wird
beim Jacobi-Verfahren iterativ erreicht. Die Diagonalform wird
durch eine Folge von elementaren orthogonalen Aehnlichkeits~

transformationen angestrebt. Nach einer geniigend grossen Anzahl von

Schritten werden alle Eigenwerte bestimmt, und das Produkt

U = UA‘ * U2 R Un

der Elementarrotationen ist die Matrix der Eigenvektoren.

Fir die elementare Drehung wird die orthogonale Matrix

e ¢« o COSM .. sin®@. . . p-te Zeile

.1 .

U; = . . .
« o o =sinm cos®M « + « q~te Zeile

gewdhlt, welche sich von der Einheitsmatrix nur in den Elementen

UYpp? Yqq* Ypq’ Ygp

unterscheidet.
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Die Aehnlichkeitstransformation der Matrix M mit U fihrt nur =zu
einer Aenderung der Koeffizienten in den p-ten und g-ten Spalten und

Zeilen von M.

Im klassischen Jacobi-Verfahren wird zuerst das betragsgrosste
Aussendiagonalelement Myp von M bestimmt. Dann wird die elementare
Drehmatrix aufgebaut, sodass Myp durch die Rotation zum Verschwinden

gebracht wird.

Das Verfahren ist linear konvergent und eignet sich fiir die LOsung

der nun folgenden praktischen Aufgaben.

12.6.3 Die Nichteindeutigkeit der Losung

Jede symmetrische Matrix M der Ordnung n besitzt n reelle
Bigenwerte. Sie sind als Nullstellen des charskteristischen

Polynoms (vom echten Grad n) der Matrix M eindeutig bestimmt.

Die Eindeutigkeit gilt nicht fiir die Eigenvektoren der Matrix M,
welche ebenfalls fiir den Test nach der Hauptachsentransformation

interessieren.

Wenn das charakteristische Polynom der Matrix M mehrfache
Nullstellen besitzt, sind die entsprechenden Eigenwerte auch
mehrfach und die dazugehdrigen Eigenvektoren nicht mehr eindeutig.
Jede normierte Linearkombination der gefundenen Eigenvektoren ist
ebenfalls Rigenvektor. Eine &hnliche Erscheinung ist in der
Vermessungskunde bekannt: bei der Berechnung der Fehlerellipsen
(Hauptachsenproblem fiilr eine Teilmatrix) sind die Lidngen der
Hauptachsen der Ellipsen (Eigenwerte) immer eindeutig bestimmt; die
Richtung der Achsen wird hingegen unbestimmt, sobald die kEllipse zu

einem Kreis wird.

Die Nichteindeutigkeit der Eigenvektoren ist aber kein Hindernis bei
der Durchfiihrung des Tests. Da das verwendete Jacobi-~Verfahren
immer eine Losung liefert, in welcher die Eigenvektoren ein ortho-

normiertes System bilden, sind alle Voraussetzungen fir die
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Anwendung gegeben, und ein Testvektor S mit standardisierten und
statistisch unabhéngigen Komponenten kann somit immer hergeleitet

werden.

Der Testvektor S (Kap. 12.4) mit standardisierten und stochastisch
unabhéngigen Komponenten, das heisst mit st= I (die Einheits~
matrix), ist ebenfalls nicht eindeutig und dies unabhingig von den

Eigenwerten der QVV—Matrix.

R sei eine beliebige orthogonale Matrix, dann ist definitionsgeméss

RT R = I. Bildet man aus S einen weiteren Vektor S' mit

s' = gL s,
dann ist die Varianz-Kovarianzmatrix von s' ebenfalls die
Einheitsmatrix
Qg's* = RTQ R=RTIRS=I.

Dies bedeutet, dass die Testgrdssen Sj

Jjede beliebige Orthogonalrotation von S ebenfalls ein Testvektor mit

nicht eindeutig sind und dass

Varianz-Kovarianzmatrix = I ist. Da aber jeder S-Vektor die
Voraussetzungen erfiillt, kann der Test mit jedem beliebigen S
durchgefiihrt werden. Insbesondere kdnnen fiir die Hauptkomponenten-
analyse die Eigenvektoren verwendet werden, die mit der geschil-
derten Methode der Jacobi-Rotationen erhalten wurden. Es ist aber
durchaus moglich, dass ein S' mit noch besseren Empfindlichkeits-

eigenschaften existiert.

Fir weitere Einzelheiten wird auf die Literatur verwiesen, z.B.

/Schwarz, Rutishauser, Stiefel, 1972/.

12.6.4 Optimaler Testvektor und Faktorenanalyse

Die Ausfilhrungen des vorherigen Kapitels lassen die Frage mnach der

Suche des optimalen Testvektors S' auftauchen.
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Das Problem 1isst sich mit den Techniken der Faktorenanalyse
untersuchen und moglicherweise auch befriedigend 1dsen. Dieses
bekannte Verfahren der multivariaten Statistik bietet aber nicht
ohne weiteres ein eindeutiges Resultat, da eine allgemeingiiltige
7ielfunktion fiir die Optimierung fehlt. Das gewiinschte Ziel muss
daher fiir die vorgesehene Anwendung zuerst bestimmt werden. Sicher
sollte man eine mdglichst direkte Abhdngigkeit zwischen Komponenten
des Testvektors und den durchgefiihrten Messungen erreichen. Die
mathematische Formulierung dieser Zielsetzung sowie weiterer
eventuell notwendiger Nebenbedingungen ist aber schwierig und wiirde
den Umfang dieser Arbeit wesentlich vergrossern. Es wird daher
vorldufig auf eine Untersuchung der Methode verzichtet und auf die

Literatur verwiesen /Flury, Riedwyl 1980/.
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12.7 Rechenbeispiele

12.7.1 Binfaches Dreieck

Abb. 8. Ein einfaches Dreiecksnetz.

Beobachtete Winkel und Verbesserungen der Ausgleichung

(mittlere Fehler a priori der Beobachtungen = 500)

Winkel Messwert ')
(Gon) (ce)
1 61.63%05 =33
2 90.3665 =3.3
3 48.0040 -3.3

Das Verhdltnis 3/0 ist gleich 1.15, sodass
2
F=( 6/6 )=1.32
wird.

Fir die Ausgleichung wurde 6= 1 gesetzt, sodass die Kofaktoren-
matrix der Verbesserungen vi auch die Varianz-Kovarianzmatrix der

Verbesserungen ist.

Die Matrix Qvv ist :

8.333% 8.3333 8.3333
8'3333 8-3333 8-3333
8.3333 8.3333 8.3333
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Mit dem Jacobi-Verfahren konnen Eigenwerte und Eigenvektoren

berechnet werden.

Die transponierte Matrix uT der Eigenvektoren lautet :

0.7071 -0.7071 0.0000
0.5774 0.5774 0.5774
-0.4082 -0.4082 0.8165

und die dazugehdrigen Eigenwerte

0
25.000000
0.

Da der erste und der letzte Eigenwert gleich Null sind, stellen die
entsprechenden Eigenvektoren funktionale Beziehungen zwischen den
Verbesserungen im Modell dar und ergeben daher keine
Zufallsvariablen. Der zweite Eigenvektor filhrt hingegen Zur

zentrischen normalverteilten Zufallsvariablen

5

Q
=
]
ﬁ
N
H

besitzte.

Die S-Werte sind dann

v s (= AR

W=1U
0 ERTRTK
-5.77350 -1.15470
0 ERERTE

Ein eindimensionaler Test der normalverteilten und standardisierten

Grosse So mit o= 5% fihrt zur Annahme des mathematischen Modells.

Dem Leser ist sicher nicht entgangen, dass die Testfunktion nichts

anderes ist als die Winkelbedingungsgleichung des Dreiecks.
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12.7.2 Mehrfaches Dreiecksnetz

Das Modell wird erweitert zum folgenden Dreiecksnetz :

Abb. 9. Ein dreifaches Dreiecksnetz.

Beobachtete Winkel und Verbesserungen der Ausgleichung

(mittlere Fehler a priori der Beobachtungen = 5cc) :

Winkel Messwert v

(Gon) (ce)
1 61.6%05 -3.,3
2 90.3665 =33
3 48.0040 -3.3
4 70.5015 1.7
5 80.3065 1.7
6 49.1915 1.7
7 65.2015 1.7
8 55.2050 -1.7
9 79.5940 =1.7

Das Verh#dltnis 6/0‘ ist gleich 0.82, sodass
2
F=(6/06 ) =0.67

wird.
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Fiir die Ausgleichung wurde ¢ =1 gesetzt, sodass die Kofaktoren-
matrix der Verbesserungen vi auch die Varianz-Kovarianzmatrix der

Verbesserungen ist.

Die Matrix Qvv lautet :

8.333% 8.3333 8.3333 0 0 0 0 0 0
8.3%33 8.33%3 8.3333 0 0 0 0 0 0
8.3%33 8.33%3 8.3333 0 0 0 0 0 0
0 0 0 8.3%3%3% 8.33%333 8.3333 0 0 0
0 0 0 8.3333 8.3333 8.3333 0 0 0
0 0 0 8.3333 8.3333 8.3333 0 0 0
0 0 0 ¢ 0 0 8.3333 8.3333 8.3333
0 0 0 0 0 0 8.3333 8.3333 8.3333
0 0 0 0 0 0 8.33%3 8.3%3333 8.3333
Mit dem Jacobi-Verfahren konnen Eigenwerte und Eigenvektoren
berechnet werden:
Die Matrix UT der transponierten Eigenvektoren ist dann :
0.7071 -0.7071 0 0 0 0 0 0 0
0.5774 0.5774 0.5774 0 0 0 0 0 0
-0.4082 -0.4082 0.8165 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.7071 -0.7071 0 0 0 0
0 0 0.5774 0.5774 0.5774 0 0 0
0 0 0 -0.4082 -0.4082 0.8165 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.7071 -0.7071 0
0 0 0 0 0 O 0.5774 0.5774 0.5774
0 0 0 0 0 0 -0.4082 -0.4082 0.8165

Die dazugehdrigen Eigenwerte sind :

0
25.000000
0
0
25.000000
0
0
25.000000
0

Da die 1.,3.,4.,6.,7. und 9. FEigenwerte gleich Null sind, stellen
die entsprechenden Eigenvektoren funktionale Beziehungen im Modell

dar und filhren deshalb zu keiner Zufallsvariablen.
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Die 2.,5. und 8. Eigenvektoren filhren hingegen zu den gzentrischen

normalverteilten Zufallsvariablen

welche die Standardabweichung

e

oy = \hyi= 5
besitzen.

Die S-Werte sind

W=UTV S (= WAR)

O FRRXX®
1) ~5.77350 -1.15470
O KHRXXR
O KR RXN¥
2) 8.66025 0.57735
O KEXEX¥
O NN KN
%) -2.88675 -0.57735
O F KRR KX

Die Tests der drei normalverteilten und standardisierten Grossen
Sy mit den li verschieden von Null fiir @ = 5% fiihren zur Annahme des

mathematischen Modells.

Zu bemerken ist, dass die Eigenvektoren, die =zu den Grdssen Wy
gefihrt haben, die bekannten Winkelbedingungsgleichungen des

Dreiecksnetzes darstellen.

12.7.3 Das kombinierte Netz

Wahrend die ersten Berechnungen gezeigt haben, dass einfache
Resultate auch durch komplizierte Methoden erreicht werden konnen,
beschreibt das folgende Beispiel eine Anwendung, die mit einfacheren

Mitteln nicht ohne weiteres mdglich wére.
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Man betrachte das folgende Netz:

Abb. 10. Ein kombiniertes Netz.

Die Ausgleichung wurde mit dem Triangulationsprogramm des
Bundesamtes fiir Landestopographie /Gubler 1975/ berechnet, wdhrend
die Hauptkomponentenanalyse mit dem Programm VERMHA (Anhang 1) des

Verfassers durchgefithrt wurde.

Auf Seite 67 ist die Liste der Messungen mit den entsprechenden
Verbesserungen zu finden. Richtungs- und Distanzmessungen sind in

verschiedenen Spalten enthalten.



66

EIDG. LANDESTOPOGRAPHIE WABERN, DEN 26.07.1982 15.41
TEST
LAGE
M. FEHLERQUOT. TOTAL:
OHNE RUNDUNG 1.37
SCHLUSSKONTR. 1.37
ANZAHL BEOBACHTUNGEN 13 ANZAHL DISTANZEN: 3
ANZAHL UNBEKANNTE 6 ANZAHL RICHTUNGEN: 10
UEBERBESTIMMUNGEN 7
KONDITION DER MATRIX O0.2E O1 LAGE - NEUPUNKTE:  ANZAHL = 1
ITERATIONEN 1
Y,X,H NACH RUNDUNG 4 DEZ.
ANZAHL STATIONEN 5
BEOBACHTUNGSKARTEN 13

KOORDINATEN UND HOEHEN, NEUPUNKTE MIT AENDERUNGEN UND MITTL. FEHLERELLIPSEN
FREXRREXEEEREEEXREXFEXFXEEEXEXEEREEREXREEEXERRRERRERRXEEERERR R RE R XEEXRER

PUNKT Y

M
A -1000.0000
B 99.9997
C 1000.0000
P 100.0000

X DY DX MFA MFB  MFAZ
M MM MM MM MM G
100.0000
1000.0098 -0.3 9.8 8.14 T7.4%7 -83.9
100.0000

0.0000




LAGE - ABRISS
FERXXEREXRRXXK

PUNKT OR/R BEOB

B 0.00000
C 92.95600
A 305.77200
A 0.00017
B 56.34500
P 105.77100
C 0.00009
P 292.95500
B 350.00050
B
A
P
C

VR
CC

-1,

_20
-0.

» o O

.
Ul o

.
U1\l

N

MFR
CC

U1\ U1 U1\l Ul Ul il

U1\l

256.
199.
150.

399.
92.
305.

56
105

292.
350.

256.
199.
150.

67

34476
99998
00034

99998
95534
77159

-34476
77159

95534
00034

34476
99998
00034

D RED
M

1421.260

1000.0%5 -25.2

1272.790

VD MFD
MM MM
13.0 10
10

9.3 10

D PROJ
M

1421.
1000.
1272,

1000.
905.
1104.

1421
1104.

905
1272,

1421
1000
1272

2730
0098
71993

0098
5385
5361

2730

5361

.5385

7993

.2730
.0098
71993
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Der eindimensionale Test der Grosse

8¢ = -2.87,

welche standardisiert und zentrisch normalverteilt sein sollte,
fithrt fiir o= 5 % zur Verwerfung des mathematischen Modells, da der

Annahmebereich zwischen -1.96 und 1.96 liegt.

Das Verwerfen des Modells ist in diesem Spezialfall bestimmt
berechtigt, da die zwolfte Beobachtung (Distanz B-P) absichtlich vor

der Berechnung um 25 mm verfdlscht wurde.

Nach der Verwerfung des Modells wird man versuchen, den groben
Fehler mdglichst genau zu lokalisieren. Zwei denkbare Verfahren
diesbeziiglich sind in den folgenden Kapiteln 1%3.6 und 13.7

beschrieben.
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1% Der NMAX-Test

13.1

Die Teststatistik

In den bisherigen Beispielen wurden die einzelnen Komponenten s; des
Testvektors, die aus der Hauptachsentransformation stammten, nur in
eindimensionalen Tests verwendet, was auch mit beliebigen geometri-

schen Bedingungsgleichungen méglich wire.

Man hat bis anhin die statistische Unabhingigkeit der Testvariablen

Si noch nicht ausgeniitzt. Gerade diese Eigenschaft erlaubt aber das

Durchfiihren eines globalen Tests.

Es ist in der Tat leicht, eine Wahrscheinlichkeit w fiir das Ereignis
zu berechnen, dass die Absolutbetrdge aller Komponenten s; einer
Realisierung des Testvektors S kleiner als eine festgelegte Schranke k

sind. Das heisst
w =P (alle Js;]< k) i=1,2, ..., n.

Da die Komponenten s.

i stochastisch unabhéngig sind, ist dann

w = P( sy <k) P( [sp)<k) oo PO [spf <K).

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten sind der eindimensionalen
Normalverteilungsfunktion zu entnehmen. Die inverse Berechnung ist
ebenfalls leicht durchfiihrbar: ist eine Irrtumswahrscheinlichkeit

gegeben, kann die Schranke k( @) berechnet werden, fiir welche
P(alle[si|<k(a))=1-a i=1,2, «eo, n

ist. Aufgrund des so berechneten Signifikanzintervalls kann ein
mehrdimensionaler Test unter gleichzeitiger Beriicksichtigung aller
Komponenten der Testvariablen durchgefiihrt werden. Wenn man unter den
Komponenten des Testvektors S die betragsgridsste Komponente Smax
betrachtet, ist sofort ersichtlich, dass die Wahrscheinlichkeit

w = P(alle lsil<k)




3

identisch mit der Wahrscheinlichkeit

wo= PO lspayl <x)

ist. Daher kann man die vorherigen Ausfilhrungen vereinfachen, indem
man die neue Testvariable Smax verwendet mit dem Vorteil, dass der
mehrdimensionale Test auf einen eindimensionalen szurilickgefiihrt wird.
Zur Beurteilung der statistischen Eigenschaften der Zufallsvariablen
Smax Steht die Theorie der Ordnungsstatistiken gzur Verfigung. Man
konsultiere dazu etwa das ausfiihrliche Werk /David 1980/ oder als

Binfilhrung /Bachmann 1973%/.

1%3.2 Die NMAX-Verteilung
13.2.1 Definition

Fiir die vorliegende Anwendung, die Beurteilung des Testvektors 3,

sind die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

-—E(_s_i) =0 i =1, 2, eae, T
-Var(§i)=1 i=1, 2, ‘t"f

- Varianz-Kovarianzmatrix st = I (Einheitsmatrix)

Die Testvariable s, stammt also aus einer Reihe stochastisch
unabhédngiger, normalverteilter Zufallsvariablen mit bekanntem
Erwartungswert (Null) und bekannter Varianz (1). Fir diesen Fall
/David 1981, S. 221, TFall A2/ scheinen in der Literatur
statistische Tabellen noch zu fehlen, sodass hier die Verteilungs-
funktion der Zufallsvariablen s, kurz definiert und anschliessend
berechnet wird.
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Definition:

Es seien

X1y X5, ee Xr

f unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen mit

E(x;) =0 und Varianz(x;) =1 fir i=1,2,...,f.
Man betrachte dann die Zufallsvariable Xpaxr MDit welcher die
betragsgrosste x; (i =1,2,..,f) bezeichnet wird. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von Xmax Wird hier NMAX-Verteilung genannt.
13.2.2 Berechnung der NMAX-Verteilung
Die Normalverteilungsfunktion F(z) bildet die Grundlage fiir die

Berechnung der NMAX-Verteilung. BEs ist:

1 ; 1 2
F(z) = U/~ e dz
Vor
00

<§S§§ FCz)

-
v

Abb. 11. Die Normalverteilung.
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Fiir eine einzige normalverteilte Zufallsvariable X ist die

Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung von x die Bedingung
-z < x< 32

erfiilllt, wie bekannt
P(-z < x< z) = F(z) - F(-2).

Fir eine Reihe von f stochastisch unabhdngigen, normalverteilten
Zufallsvariablen x; (i =1, 2, ..., f) ist die Wahrscheinlichkeit,

dass die Bedingung
-z < X< 2 (i =1, 2, veu, £)

fiir die ganze Reihe erfiillt ist, ebenfalls einfach zu berechnen, und

es gilt
P(-z < X<z, 1=, 2, «ouy £) = (F(z) - F(-z))f

als Produkt der Wahrscheinlichkeit fiir Jede einzelne Zufalls-
variable. Dazu ist:
P( |x

|<z)=P(-z<x < z),

max max

und da Xp.y die betragsgrosste Variable unter den x; bezeichnet, ist

<z, i=1, 2, eee, T)

P( Ixmaxl<1z ) = P(-z < x4

und daher auch

P( Jrge,d <z ) = (F(2) - F(-2))F,

welche die Grundgleichung filr die Berechnung der NMAX-Verteilung

darstellt. Aus der Symmetrie der Normalverteilung folgt ebenfalls

F(-z)
F(z) - F(-2)

1 - F(z)
2F(z) - 1 ,
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und da auch die NMAX-Verteilung symmetrisch ist

P (Xpax < 0) = 0.5 .

Daraus kann die NMAX-Verteilungsfunktion hergeleitet werden:

NMAX(Z) = 0.5 + 0.5 ( 2F(z)-1): fiir 23>0
0.5 - 0.5 ( 2F(z)-1)"  fiir z<0

wo F(Z) die Normalverteilung ist.

NMAXCz )

v

Abb. 12. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der
NMAX-Verteilung fiir £ = 2.

- Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Xmax ist dann die erste

Ableitung der Verteilungsfunktion NMAX(z). Das heisst:

£(2F(z)-1)" 5oy
—£(27(2)-1)T" Fr (s

dNMAX/dz

wobeil F'(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung ist:

1 2
1 -5 Z
F'(zg) =—— - ¢

Vo'

Die folgenden Zahlentafeln enthalten die Werte der Verteilungs-
funktion fiir zwei verschiedene Anwendungsvarianten der

NMAX-Verteilung sowie die Wahrscheinlichkeitsdichte.
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1%.% Rechenbeispiele

Die folgenden Berechnungen gzeigen, wie der NMAX-Test durchgefiihrit
werden kann. Besonders wichtig ist dabei der Vergleich mit dem
bekannten F-Test, wobei die verschiedenen Empfindlichkeits-

eigenschaften ersichtlich werden.

13.3.1 Das einfache Dreieck

Der Fall ist trivial, da nur eine Testgrosse s existiert, sodass der
eindimensionale und der globale Test zusammenfallen. Ein
numerisches Beispiel ist daher bereits im Kapitel 12.7.1 gezeigt und
wird hier nicht wiederholt. Auch der F-Test 1ist funktional

F
identisch, da 6 und s lbereinstimmen.

A [pvv] _ 1 . Vf + V; + V§ i V?' , T
v 1 Oy 1 Oy
s = .—.1—- E V1 +v_3— V2 +v~_é_ V3 = V_B— v
[ 3 3 3 o,

da 6 =1 gewdhlt wurde und vy o= Vo

|
<
[0}
'_l.
=
o

=V3—

13.3.2 Das mehrfache Dreiecksnetz

Das gleiche Netz mit drei Dreiecken wie in 12.7.2 kann untersucht

werden. TFlir das berechnete Beispiel ist

Spax (= sq) = -1.15 .

Da die Verteilung der dazugehdrigen Testvariablen Smay bekannt ist,
kann die erhaltene Realisierung als Priifgrosse eingesetzt werden.
Der Test mit der NMAX-Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeitsschranke
o= 5 % fihrt zur Annahme des Modells im globalen Test. Der
Annahmebereich ist (-2.4, +2.4) .
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Der F-Test fithrt mit F = 0.67 ebenfalls zur Annahme des Modells, da
aus der TF-Verteilung die Annahmeschranke fir Fg _ fiir o= 5 7 bei
?

Fog = 2.6 liegt.

Falls im Netz eine Beobachtung des -ersten Dreiecks um 25¢¢

verfdlscht wird, erhdlt man vy = v, = vy = 11.66 und
A
0= 2.38
P =(6/6)° =5.66

Smax = 4.04 .
Beide Testgrdssen filhren richtigerweise zur Verwerfung des Modells.

Wenn das Netz noch einmal erweitert wird, bis es 30 unabhidngige
Dreiecke umfasst (einfachheitshalber werden hier die gleichen
Beobachtungen zehnmal wiederholt), ergibt diese Variante ohne grobe

Fehler:

ar»
1l
~
SR
Lol
g <
.
H
O
S IN
izT:J
(o))
@]
I
o
o
N

Snax = -1.15 .

Falls eine Beobachtung im ersten Dreieck um 25cc verfdlscht wird,

ist

[ovv]© = 25.69
#2
62 = 0.86

*

11 = 0.93

Das Modell wird hier mit einem F-Test trotzdem angenommen. Hingegen
fiihrt der NMAX-Test zu

Smax = 4.04.

Das Modell wird eindeutig verworfen (Annahmebereich zwischen -=3.15

und +3.15).
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1%.%.% Das kombinierte Netz

Das kombinierte Netz des Kapitels 12.7.% kann ebenfalls untersucht

werden. In diesem Beispiel ist

Spax = -2-87 -

Das Modell wird mit dem NMAX-Test (Irrtumswahrscheinlichkeit a= 5%)
verworfen, da der Annahmebereich (-2.68, +2.68) ist. Der F-Test
hingegen hdtte mit

F =1.87

zur Annahme des Modells gefiihrt, da die Verwerfungsschranke fiir die
gleiche Wahrscheinlichkeit o= 5% bei 2.01 liegt. In diesem Fall
ist eine Verwerfung erwiinscht, da eine Messung absichtlich

verfdalscht wurde (siehe 12.7.3).

13.4 Wichtige Eigenschaften des Tests

Die Beispiele zeigen deutlich, dass mit zunehmender Netzgrosse die
Empfindlichkeit des Tests nach der Hauptachsentransformation gegeniiber
derjenigen des TF-Tests immer grésser wird. Der Grund dafiir liegt in
der FEigenart der Hauptkomponentenanalyse, die die lokalen
geometrischen Bigenschaften besser Dberiticksichtigen kann. Die
einzelnen Komponenten des Testvektors sind in der Regel nur von
wenigen Beobachtungen abhéngig. Das Dbedeutet, dass sie sich auf
bestimmte Netzteile beziehen und daher empfindlich reagieren, wenn im

eigenen Bereich ein grober Fehler vorkommt.
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13.5 Geometrische Bedeutung des NMAX-Tests

Fir den Test wird der f-dimensionale Vektor S gebildet mit
stochastisch unabhdngigen Komponenten, die normalverteilt sind und
alle Erwartungswert = O und Varianz = 1 aufweisen. Nach der Wahl der
Irrtumswahrscheinlichkeit @ wird die Signifikanzgrenze s des Tests

GR
der Tabelle der NMAX-Verteilung entnommen.

Wenn

Is;l < sgr fir i =1, 2, «ve, T

ist, wird das mathematische Modell angenommen. Wenn hingegen eine

einzige Komponente

lssl > sgr

ist, dann wird das Modell verworfen. Fir den Fall eines Systems mit
Freiheitsgrad 2 (f = 2), ist der Testvektor S zweidimensional und kann

daher in einer Ebene dargestellt werden.

S2

-

Abb. 13. Annahmebereich fir den NMAX-Test.

Der Annahmebereich des Tests ist ein Quadrat mit Seitenlédngen
2 SQR» sodass man den NMAX-Test geometrisch interpretieren kann: Wenn
der Testvektor S innerhalb des Quadrats Dbleibt, wird das Modell

angenommen.
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Falls die Hypothesen des mathematischen Modells zutreffen, ist (1-q )

die Wahrscheinlichkeit, dass das Quadrat den Testvektor enthilt.

Eine #hnliche Ueberlegung kann ebenfalls fiir hdhere Freiheitsgrade
angestellt werden. Fir f = 3 wird der Annahmebereich ein Wiirfel. Fir
noch grossere f hat man leider keine geometrische Vorstellung mehr;

man spricht daher von Hyperwlirfeln im f-dimensionalen Raum.

Selbstverstdndlich kann mit dem Testvektor S ebenfalls ein

Chi-Quadrat-Test durchgefiihrt werden, indem die Grodsse

+...+82

2
2 f

gebildet wird. Der Tabelle der Chi-Quadrat-Verteilung wird XéR fiir
die Irrtumswahrscheinlichkeit @ entnommen. Wenn dann

2 2

X < Xgp oo d.h.
2 2 2 2
s1 + s2 + e sf < X

ist, wird das Modell angenommen.

Der Fall mit f = 2 kann in der Ebene graphisch dargestellt werden.
Den Annahmebereich bildet ein Kreis mit Radius Xqgps und wenn der Test-
vektor nicht vollstdndig im Kreis enthalten ist, wird das Modell mit

dem Chi-Quadrat-Test verworfen.

w
[

N
|

w

Abb. 14. Annahmebereich fiir den F-Test.
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Im dreidimensionalen Fall ist der Annahmebereich eine Kugel, wahrend

man fiir hthere Freiheitsgrade dann von Hyperkugeln spricht.

Tiir ein zutreffendes Modell ist (1 — @ ) die Wahrscheinlichkeit, dass
der Testvektor S innerhaldb des Kreises, bzw. der Kugel oder

Hyperkugel bleibt.

7u bemerken ist, dass die Testgrosse Y52 identisch mit der bekannten
Grosse [pvv] ist. Die geometrischen Darstellungen erlauben eine
anschauliche Deutung der Unterschiede zwischen dem NMAX-Test wund dem

Chi-Quadrat-Test (oder F-Test).

Im zweidimensionalen Fall decken die Annahmebereiche beider Tests im

wesentlichen dasselbe Gebiet.

Abb. 15. .Geometrische Darstellung der Annahmebereiche

fiir den NMAX- und den F-Test.

Wehn man aber beriicksichtigt, dass mit zunehmenden f (Dimension) der
Abstand zwischen Ecke und Mittelpunkt des Hyperwiirfels stark wéchst
(er betrdgt z.B. im 100-dimensionalen Hyperwiirfel bereits zehnmal die
halbe Seite), erkennt man, dass der Unterschied zwischen den

Annahmebereichen der beiden Tests auch stark zunimmt.

Man kann z.B. die Annahmebereiche der Hauptkomponentenanalyse

(Hyperwiirfel) und des F-Tests (Hyperkugel) bei einem Freiheitsgrad
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f = 100 und fir d= 5 % vergleichen. Aus den Tabellen der NMAX- Dzw.
der F-Verteilung erhdlt man darauf die folgenden Werte: Fiir f = 100

und o= 5% ist :

SaR 3.50 (halbe Quadratseite)

Xggp = 11.15 (Kreisradius).

Daraus folgt, dass Modellfehler, die sich nur auf wenige KXomponenten
von 3 auswirken, Dbesser mit dem NMAX-Test festgestellt werden konnen

als mit dem F-Test.

Die groben Fehler haben in guten Netzen eine lokal Dbegrenzte Wirkung
und beeinflussen in der Regel nur einen kleinen Teil der Komponenten
von S, sodass sich die Hauptkomponentenanalyse fiir ihre Aufdeckung

besser eignet.

13.6 Die Lokalisierung der groben Fehler

Die bisherigen Ausfilhrungen befassten sich ausschliesslich mit der
Frage: 'Ist ein grober Fehler vorhanden?' Absichtlich wurde die fiir
die Praxis ebenso wichtige Fragestellung: 'Welche Beobachtung ist

falsch?' nicht gleichzeitig behandelt.

Diese Trennung der beiden Probleme hat sich in der Geoddsie allgemein
durchgesetzt, da mit Hilfe der mathematischen Statistik nur eine
Antwort auf die erste Frage gegeben werden kann. Die zur Verfiigung
stehenden statistischen Tests bieten nur zwei mdgliche Antworten:
Modell angenommen oder verworfen, grober Fehler vorhanden oder nicht

(selbstverstidndlich mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit).

Fir die Praxis hat die mbglichst genaue Lokalisierung der Fehler eine
sehr grosse Bedeutung, sodass man sich auch mit der zweiten Frage
befassen sollte. Dies ist aber nicht einfach, und vor allem konnen
keine streng mathematischen Verfahren angegeben werden. Es ist
lediglich mGglich, Gebiete im Netz abzugrenzen, in denen der Fehler am
ehesten zu vermuten ist. Fiir die mehr intuitiven Verfahren (V-Test,

Test der standardisierten Verbesserungen) ist es offensichtlich, dass
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der Fehler unter den Beobachtungen zu suchen ist, bei denen die
standardisierten Verbesserungen (bzw. die Verbesserungen) am
stirksten vom Erwartungswert abweichen, siehe z.B. das Data Snooping

in /Baarda 1969/.

Die Hauptkomponentenanalyse ist ein Test fur das gesamte Modell und
liefert nur in beschrinktem Masse Angaben lber die tatsdchlich
falschen Beobachtungen. Trotzdem k&nnen, wenn der Test zu einer
Modellverwerfung gefihrt hat, den linearen Testfunktionen einige
Angaben zur Abgrenzung der Netzteile entnommen werden, in welchen ein

grober Fehler vermutet wird.

Die einzelnen Komponenten des f-dimensionalen Testvektors S sind

lineare Funktionen der Verbesserungen, das heisst :

S: T Zs

i 11.V1+Zi2oV2+-oo+Z--V

in n?

wobei die Z3 3 die Komponénten des i-ten Eigenvektors mnach Teilung

o
durckLV}d_(wurzel des dazugehtrigen Eigenwerts) sind.

In Matrizenform kann das Gleichungssystem folgendermassen geschrieben

werden:

Die Verbesserungen der Ausgleichung sind ihrerseits lineare Funktionen
der Beobachtungen, nidmlich

V=-Q PL .

vV
(vi ist die Varianz-Kovarianzmatrix der Verbesserungen, P die Inverse
der Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen und L der
Beobachtungsvektor), sodass auch S eine lineare Funktion der

Beobachtungen ist:

It
i
[\
3
O
ae]
'_I.
w
ot

wenn GT
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Falls der NMAX-Test zur Verwerfung des mathematischen Modells gefilhrt
hat, kann die i-te Zeile wvon Gt betrachtet werden, die die betrags-

grosste Komponente 5; des Testvektors gebildet hat:

max - Si T 8i1 14 * gip 1ot eee * gy 1y

Da ausschliesslich die Beobachtungen, fiir welche der Koeffizient
gij:# O ist, einen Beitrag zur Bildung von s; geliefert haben, ist der

grobe Fehler vor allem unter diesen Beobachtungen zu suchen.

Der Betrag des Koeffizienten gij ist auch von Bedeutung, da er den
Einfluss der einzelnen Beobachtungen und daher des groben Fehlers auf
die entsprechende Komponente von S bestimmt. BEs 1st deshalb zu
vermuten, dass sich ein allfidlliger grober Fehler der j-ten
Beobachtung in der Komponente s; des Testvektors auswirkt, fiir welchen

g3 einen grossen Absclutbetrag aufweist.

Als Beispiel dafiir kann das kombinierte Netz (Kapitel 12.7.3) dienen.
Das mathematische Modell wird mit dem NMAX-Test verworfen, da die 6.

Komponente von S im Betrag grosser ist als die Verwerfungsschranke.

S-Vektor
uT v s
1) -4.364%0 -0.87286
2) -1.69706 -0.3%941
3) -2.05144 -0.41029
4) -7.66923 -1.53385
5) 2.39527 0.28%37
6) -28.69758 -2.86976
7) -9.08785 -1.19956
'361 > SGR = 2.68

In der folgenden Matrix GT, die die 1lineare Beziehung zwischen den
Beobachtungen L und dem Testvektor S darstellt, kann man in der
sechsten Zeile die Koeffizienten der linearen Funktion erkennen, die
zur stark abweichenden Komponenten s8¢ und daher zur Verwerfung des

Modells gefiihrt haben.
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Nur die drei gemessenen Distanzen haben einen Beitrag zur Bildung von

5¢ geleistet: ’
S6 = —0-049 111 + 0.069 112 - 0.054 113

Die zweite Distanz (112) weist den betragsgrdssten Koeffizienten auf
und sollte daher als erste untersucht werden. Die beiden anderen
Distanzen haben Koeffizienten, die mnicht wesentlich kleiner sind,
sodass sie ebenfalls als mdgliche Fehlerursache in Frage kommen. Es
ist hingegen viel weniger wahrscheinlich, dass eine der Richtungen

fehlerhaft ist, da sie keinen Beitrag zur Bildung von sg leisten.

Im erwdhnten Beispiel erweist sich gerade diese Ueberlegung als

richtig, da die zweite Distanz absichtlich um 25 mm verfdlscht wurde.

13.7 Die Methode der extremen S-Komponente
13.7.1 Erlduterung

Im Kapitel 12.6.3 wurde gezeigt, dass der Testvektor S nicht
eindeutig ist und dass jede Orthogonalrotation S' von S ebenfalls
ein Testvektor mit den gleichen stochastischen Eigenschaften ist,
d.h. mit unkorrelierten, standardisierten und normalverteilten
Komponenten. Wie S sind auch die unendlich vielen Testvektoren S'

lineare Funktionen der Beobachtungen, d.h.

s =alyg und

s' =Rls = rRTeT 1 = ¢'T 1,
wo R eine beliebige Orthogonalmatrix ist. Die Matrixmultiplikation
rRT . S entspricht einer Orthogonalrotation des Koordinatensystems,
das in Kapitel 13.5 zur geometrischen Interpretation des NMAX-Tests

beschrieben wurde.

Nach Vorliegen der Realisierung der Beobachtungen und wenn der

NMAX-Test zur Verwerfung des Modells gefiihrt hat, ist es mdglich,
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eine besondere Orthogonalmatrix R zu bestimmen, welche den

extr
S'-Vektor mit der im Betrag grosstmdoglichen S-Komponenten syt
berechnet. Diese erhdlt man, wenn das Koordinatensystem so rotiert
wird, bis eine der Achsen die raumliche Richtung des Testvektors S

erreicht hat.

”
$

v

Abb. 16. Geometrische Darstellung des Testvektors

in zwei Koordinatensystemen (f = 2).

Eine Komponente des so gebildeten §'-Vektors hat den betragsgrossten
Wert sgyip, wihrend die anderen (f-1)-Komponenten Null werden. Mit
der gleichen Orthogonalmatrix kann die Koeffizientenmatrix G in G'
transformiert werden, und damit ist die lineare Beziehung zwischen
den realisierten Beobachtungen wund der extremen S-Komponenten
bestimmt. In dieser linearen Funktion gibt die Grosse der
Koeffizienten den Beitrag der einzelnen Beobachtungen an die Bildung

von s an. Beim Vorliegen eines groben Fehlers ist anzunehmen,

extr
dass gerade die fehlerhafte Messung einen grossen Anteil an
Sextr haben muss, sodass eine der Messungen, bei welcher die
grossten Koeffizienten in der linearen Funktion auftreten,

vermutlich fehlerhaft ist.

Dazu ist zu bemerken, dass in einem Vektor die Summe der Quadrate

der Komponenten rotationsinvariant ist, d.h. beim vorliegenden
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Problem:

) 2
Zsi - Zsi
1 1
da
ZS'Z =3'T . s =5Tr . Rl = gTs -%"2

ist. Der Vektor S' mit der extremen Komponente erfiillt ebenfalls

diese Bedingung, und da

s’ = (o, O, Sextrs O, O, O)

ist, folgt darauf

Sgextr = ZSZ .

Dies bedeutet, dass der Betrag von s2
extr

kann ohne Ausfilhrung der Rotation. Da aber gerade die lineare

sofort Dberechnet werden

. . 2 . " .
Funktion, die Sextr berechnet, von Interesse ist, muss man fir die

Lokalisierung des groben Fehlers die rdumliche Drehung bestimmen.

Man beachte dazu, dass die Grosse Sextr @ls Teststatistik beniitzt
werden konnte, da sie unter der Nullhypothese als Summe von Quadra-
ten stochastisch unabhingiger normalverteilter Zufallsvariablen
berechnet werden kann und daher Chi-Quadrat-verteilt ist. Der Test

ist aber dem F-Test gleichwertig, da

2

[pvv] = [ss] = Soxtr

ist (siehe Kap. 13.5), und wiirde daher keine zusdtzlichen
Informationen bringen. Von Bedeutung hingegen sind die rdumliche
Richtung des Testvektors S und die lineare Abbildung des
n-dimensionalen Beobachtungsvektors L auf dem f-dimensionalen

Testvektor S'.
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1%3.7.2 Die numerische Losung

Jede rdumliche Rotation ist mittels einer Folge ebener Drehungen
erreichbar. Daher kann auch die Drehung, die zur grdsstmoglichen

Komponente s fiihrt, so berechnet werden.

extr
Die S-Komponente, die bereits am Anfang den grossten Betrag aufwies,
wird nacheinander in einer Reihe von zweidimensionalen Drehungen mit
gllen anderen (f—1)—Komponenten so rotiert, dass sie Jjedesmal den
grosstmbglichen Betrag erhdlt. Am Ende dieses Vorgehens ersetzt
Sextr die smaX—Komponente des Ausgangsvektors, wdhrend alle anderen
Komponenten null geworden sind. Gleichzeitig werden die entspre-
chenden Zeilen der Koeffizientemmatrix G mit den gleichen Rotations-
matrizen multipliziert, sodass am Ende die gesuchte lineare Funktion
der Beobachtung fiir die Berechnung von sSgytp Vorliegt. Falls
Spax die erste Komponente des Testvektors ist, sind die folgenden

f-1 Schritte auszufiihren:

s;;;1 cos@® sin® si;i
[ = [ ] [ ] mit 1 = 1,2,3, ««. (£-1)
S5 +1 -sin® cos® S5 +1

® ist so zu wihlen, dass

s(1+1)= s(l) cos@® + s, sin® = Max
max max i+1
wird, d.h.
-s(l) sin® + s, . cos® =0
max i+
oder
8441
= tg@® .
S(l)
max

Nach jedem Schritt wird die Rotationsmatrix mit den entsprechenden
Zeilen der ¢T-Matrix multipliziert, damit die lineare Beziehung
zwischen den neuen Komponenten des S-Vektors und den Beobachtungen

erhalten bleibt.
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13.7.3 Rechenbeispiel

Das kombinierte Netz, erwdhnt in den Kapiteln 12.7.3 und 13.3.3,
kann mit der Methode der extremen S-Komponente untersucht werden.

Der NMAX-Test fihrt zur Verwerfung des mathematischen Modells mit

Spax = -2-87

da die Verwerfungsgrenze bei
SGR = 2.68

liegt. Fiir die Berechnung der extremen S-Komponente als lineare
Funktion der Beobachtungen sind 6 ebene Drehungen notwendig, da der

Freiheitsgrad des Netzes 7 ist. Daraus erhdlt man

Sextr = 1/100 (1.1 14 + 4.1 1, - 5.3 13 - 3.8 14 + 3.2 15 + 0.6 1g
+ 4—-6 17 - 4--6 18 -~ 2.8 19 + 2.8 110 - 3-6 111
+ 7.0 112 - 2.6 113) = -3.63.

Der Koeffizient der zwdlften Messung (Distanz B-P) ist eindeutig
grosser als alle anderen, d.h. die Messung ist vermutlich
fehlerhaft. Dies trifft in diesem Fall zu, da sie absichtlich um

25 mm verfdlscht worden ist.

1%5.8 Der globale Test mit der a posteriori geschdtzten Variangz

Wihrend fiur die Durchfithrung des F-Tests die vorgingige Kenntnis der a
priori-Varianzen Voraussetzung ist, erfordern die Hauptkomponenten-
analyse sowie der darauf aufbauende MNMAX-Test diese Voraussetzung

nicht.

Die Verwendung der a posteriori- anstelle der a priori-Varianz wiirde
nur die Berechnung der entsprechenden tmax-Verteilung (in Anlehnung an
die t- oder Student-Verteilung) verlangen. Diese an sich sehr

interessante Moglichkeit wird hier nicht weiter verfolgt, um den
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Unfang dieser Arbeit nicht zu erweitern. Die notwendigen Berechnungen
und Herleitungen werden dem Leser iiberlassen und konnten das Thema

einer spdteren Ergdnzung sein.

13.9 Das rechnerische Vorgehen fiir den NMAX-Test

Hinsichtlich der praktischen Anwendungen des NMAX-Tests in der
Geodsisie wird der folgende Rechenablauf fiir das Gauss-Markov-Modell,

d.h. die vermittelnde Ausgleichung empfohlen.

- Bildung der Verbesserungsgleichungen V = AX + L
und der Gewichtsmatrix P = Q;l . Binfachheitshalber
wird 6= 1 gesetzt, sodass Qll die Varianz-Kovarianzmatrix

der Beobachtungen ist.

-~ Lésung des Ausgleichungsproblems

X = -(ATpa) . aTpL
V=AX + L
Quy = Q71 - A (aTpa) AT .

- Hauptachsentransformation von Q., mit dem Jacobi~Verfahren,
Bestimmung der Eigenvektoren- und Eigenwertmatrix

Uund A .

- Berechnung der Testgrdssen S
W= Uty

(fur ki = 0 wird kein s; berechnet) .

- Annahmeschranke sgp fir die gewdhlte
Irrtumswahrscheinlichkeit ¢ und den
Freiheitsgrad des Netzes bestimmen (aus der Tabelle

NMAX (-z, z) ).

- Priifen, ob das betragsgrdsste s; im Annahmebereich

liegt.
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Ein entsprechendes FORTRAN-Programm ist im Anhang 1 zu finden.

Selbstverstdndlich ist der ~vorgeschlagene Rechenablauf nur eine
Moglichkeit von vielen. Es wire wiinschenswert, dass sich Fachleute
mit fundierten Kenntnissen in der numerischen Mathematik mit dem

Problem befassen.

Vielleicht konnten bessere Algorithmen als das Jacobi~-Verfahren
schneller zu den gewilinschten Ergebnissen fiihren. Eine gewisse
Wahrscheinlichkeit besteht ebenfalls, dass ganz andere Wege leichter
die gleichen Resultate erbringen. Eine Mdglichkeit wédre zum Beispiel
die Bildung der Bedingungsgleichungen mit dem Austauschverfahren
/Conzett 1978/ und eine Hauptachsentransformation fiir die Varianz-

Kovariangmatrix der Widerspriiche.

Die in dieser Arbeit verwendete Losung ist Jedenfalls fiir Versuche
geeignet und vielseitig verwendbar. Sie wurde hier ausdriicklich nur
filr die vermittelnde Ausgleichung (Gauss-Markov-Modell) dargelegt.
Fir eine Dbedingte oder gemischte Ausgleichung milssten nur die ersten

beiden Punkte des Rechenablaufs entsprechend angepasst werden.
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1. Teil

Die Zuverlassigkeit geodatischer
Messysteme
(Verfahren a priori)
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14 Allgemeines

14.1 Einfihrung

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit wurden die Verfahren
behandelt, die nach Ausfiihrung der Messungen eine Interpretation der
Ergebnisse erlauben. Die Planung der Messanordnung und die vorgingige
Beurteilung der =zu erwartenden Eigenschaften der Resultate sind

ebenfalls sehr wichtig und bilden das Thema der folgenden Kapitel.

14.2 Die Anforderungen an das Vermessungswerk

Die erste Phase der geoddtischen Arbeit in der Praxis befasst sich mit
der Festlegung der Anforderungen an das Vermessungswerk. Diese
Anforderungen bilden die libergeordneten Randbedingungen, die in Jedem
Fall erfiillt werden miissen. Ihre Beschreibung ist formell Aufgabe des
Auftraggebers, der iiber Ziel und Zweck der Vermessungsarbeit und vor
allem iiber die mit der Vermessung verbundenen Fehlerrisiken im klaren
sein muss. Diese Phase, bei welcher der Vermessungsingenieur nur als
Berater mitwirkt, ©bildet die Voraussetzung fiir die Planung der
Messanordnung, fiir die Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeiten der
statistischen Tests sowie fiir die Wahl der Messinstrumente und der
Berechnungsmethoden. Erst mnach einer klaren Formulierung der
Bediirfnisse des Auftraggebers kann sich der Vermessungsingenieur mit

der Planungsarbeit befassen.

14.3 Die Planung der Messanordnung und der Auswertung

In dieser zweiten Phase wird versucht, eine geod8tische Messanordnung
zu entwerfen und die geeigneten Berechnungsmethoden zu wdhlen, welche
die festgesetzten Randbedingungen erfilllen und mit dem kleinst-
moglichen Aufwand und den verfiigbaren Mitteln realisiert werden

konnen. Das Problem der Optimierung der geoddtischen Messysteme ist
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seit eh und je aktuell und wurde in den letzten Jahren (siehe z.B.
Grafarend u.a. 1980) intensiv erforscht. Die enorme Komplexitdt des
Optimierungsproblems hat %bis Jetzt eine geschlossene mathematische
Losung verunmoglicht. Es existieren mathematische Losungen
ausschliesslich fiir Teilaspekte der Optimierung und dies nur unter
stark vereinfachenden Modellannahmen, welche oft 2zu unbefriedigenden

Resultaten fiihren.

In der Praxis geht man daher heute noch nach dem klassischen Verfahren

vor:

- nach allgemeinen Grundregeln und vor allem aufgrund
von Intuition und Erfahrung des Vermessungsingenieurs

werden verschiedene geoddtische Netze entworfen,

- diese Varianten werden verglichen, der Aufwand wird
geschatzt und die Einhaltung der iibergeordneten

Randbedingungen kontrolliert.

Das Vorgehen kann iterativ wiederholt werden, bis man eine
befriedigende Lésung fir die gestellte Aufgabe gefunden hat. Erst

dann kann mit den Messungen begonnen werden.

14.4 Die Analyse der Eigenschaften der entworfenen Varianten

Die erste Eigenschaft der entworfenen Messanordnungen, die {iberprift
werden muss, ist die Realisierbarkeit, d.h. die vorgesehenen
Beobachtungen sollen im Feld gemessen werden koOnnen. Dies dist mit
Sicherheit nur an Ort und Stelle nachweisbar, sodass eine Gelande-

begehung in dieser Phase unerldsslich ist.

Ebenfalls miissen die Genauigkeitsanforderungen eingehalten werden.
Fiir die Ueberpriifung der Genauigkeit der Ldsungsvarianten stehen
verschiedene bekannte mathematische Verfahren gzur Verfligung: die
Berechnung der Fehlerellipsen a priori fiir die gesuchten Punkte, die

Bestimmung der relativen Genauigkeit zwischen den Netzpunkten
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(relative Fehlerellipsen) usw. Da in jedem Buch iiber Ausgleichungs-
rechnung die Methoden der Genauigkeitsiiberpriifung a priori fir
geoddtische Netze ausfilhrlich beschrieben sind, wird hier auf weitere

Angaben verzichtet.

In der letzten Zeit wird dem Einfluss von mdglichen Modellfehlern,
z.B. von groben Fehlern, auf die Resultate immer mehr Beachtung
geschenkt. Gerade diesem Problem sind die folgenden Kapitel gewidmet.
Die Zusammenhinge zwischen statistischen Tests (aus dem Teil II) und

Zuverldssigkeit werden eingehend untersucht und dargestellt.

Unter den unzdhligen denkbaren Modellfehlern gilt der Einfluss von
groben Messfehlern bei der Realisierung der Beobachtungen als
Grundlage aller folgenden Betrachtungen. Die meisten Verfahren eignen
sich jedoch ebenfalls zur Untersuchung der Wirkung und der Entdeckung
anderer Modellfehler. Die entsprechenden Herleitungen missten unter
Berlicksichtigung der entsprechenden  Fehlerhypothese (Alternativ-

hypothese) wiederholt werden.
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15 Die Zuverldssigkeit geodZtischer Messysteme

15.1 Einfiihrung

Es ist allgemein bekannt, dass in einem geoddtischen Netz Massnahmen
getroffen werden miissen um =zu vermeiden, dass grobe Messfehler
unbemerkt bleiben und die gesuchten Resultate verfédlschen. Daher wird

in der klassischen Vermessung nach dem Motto:

'BEine Messung ist keine Messung'

vorgeschrieben, immer ein redundantes Messystem vorzusehen, um eine
geniigende Kontrolle zu ermdglichen. Auch bei der Netzdisposition gilt
die allgemein anerkannte Regel, dass die Messungen sich gegenseitig

kontrollieren miissen.

Erst BEnde der 60-er Jahre wurden in der Geoddsie Versuche unternommen,
das Problem der Zuverldssigkeit mit Hilfe der mathematischen Statistik

streng zu formulieren und quantitativ zu 16sen /Baarda 1968/.

15.2 Die Zuverldssigkeit im Allgemeinen

Der Begriff 'zuverlédssig' ist in der Umgangssprache iiblich und kann
fiir qualitative Betrachtungen auch in der Geoddsie mit der Bedeutung

'glaubwiirdig', 'erprobt', 'vertrauenswiirdig' verwendet werden.

Die Entwicklung von quantitativen statistischen Verfahren erforderte
eine Prédzisierung der Definition. Leider hat sich bisher interna-
tional keine einheitliche Begriffserkldrung fiir die geoddtischen

Anwendungen durchgesetzt /Grafarend u.a. 1979/.

Fir die korrekte Entwicklung und das Verstehen der Theorie ist jJedoch
eine klare und eindeutige Festlegung der Begriffe unerldsslich, und

daher kann auf eine Definition hier nicht verzichtet werden.
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15.3 Allgemeine Definition der Zuverl&ssigkeit

Gegeben seien:

- das geoddtische Netz mit dem funktionalen

und dem stochastischen Modell,

- eine (oder mehrere) Alternativhypothese(n)
zu den Modellvoraussetzungen, d.h. ein (oder

mehrere) nicht ausgeschlossene(r) Modellfehler.

Dazu der grosste Modellfehler Hy,.., der die Einhaltung
der Anforderungen an das Vermessungswerk noch nicht

in Frage stellt und die Wahrscheinlichkeit B, die

man als noch zumutbares Risiko betrachtet im Fall,

dass ein Modellfehler H, .. durch den Test

nicht aufgedeckt wird,

- das gewdhlte statistische Testverfahren ™a), -

mit welchem man das Modell nach ausgefiihrten
Messungen priifen wird, und die entsprechende
Irrtumswahrscheinlichkeit @ flir die Annahme oder

Verwerfung des Modells.

Darauf nennt man das betrachtete Messystem zuverlédssig im Hinblick auf
die formulierte Alternativhypothese, wenn ein verborgener Modellfehler
Hypax bei der Durchfiihrung des Tests T( @) mit Wahrscheinlichkeit
>(1 - P) entdeckt wird. |

15.4 Die Zuverlédssigkeit im Hinblick auf grobe Fehler

In der Praxis ist das Vorhandensein von groben Fehlern in den
Beobachtungen sicher die wichtigste Alternativhypothese. Man kann fiir
diesen Spezialfall eine anschaulichere Formulierung als die in 15.3
erwdhnte verwenden. Die Ausfilhrungen der folgenden Kapitel werden
sich auf die hier angegebene Alternativhypothese der groben Fehler
beziehen, und in Anlehnung an die ilibliche geoddtische Literatur wird

einfach von 'Zuverldssigkeit' gesprochen, ohne die speziell gewdhlte
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Alternativhypothese jedesmal anzugeben. Ebenfalls kommt die
vereinfachende Annahme von W. Baarda zur Anwendung, nach welcher
hGchstens eine Beobachtung des Netzes durch einen groben Fehler

verfdlscht sei.

Diese beiden Einschréankungen vermindern die allgemeine Giltigkeit der
Arbeit nur unwesentlich, da alle Herleitungen fiir beliebige, mathema-
tisch formulierbare Alternativhypothesen in &hnlicher Art wiederholt

werden konnten.

Die Annahme, dass hGchstens ein grober Fehler im Netz auftrete, ist
nicht in allen Beweisen streng notwendig. In vielen Fdllen und fur

die praktische Anwendung der Theorie kann sie abgeschwicht werden.

15.5 Definition der Zuverldssigkeit im Hinblick auf grobe Fehler
Gegeben seien:

- das geoddtische Netz mit dem funktionalen und dem

stochastischen Modell

- der grosste Fehler ‘Simax Jjeder Beobachtung
(bzw. Unbekannten), welcher die Anforderungen an das
Vermessungswerk noch nicht in Frage stellt und
die Wahrscheinlichkeit [, die man als noch zumutbares
Risiko betrachtet, falls ein grober Fehler Aimax
nicht entdeckt wird

- das gewdhlte statistische Testverfahren T((I),
mit welchem man das Modell nach den Messungen priifen
wird und die entsprechende Wahrscheinlichkeit @

fir die irrtimliche Verwerfung des Modells.

Daraufhin nennt man das Messystem im Hinblick auf allfdllige grobe

Fehler zuverlidssig, wenn fir i=1,2,..,n ein verborgener TFehler

Aimax
des Tests T(® ) mit Wahrscheinlichkeit >(1 - P) entdeckt wird.

der i-ten Beobachtung (bzw. Unbekannte) bei der Durchfiihrung
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Falls der Fehler Aimax sich auf die unbekannten Parameter der
Ausgleichung (z.B. Koordinaten) bezieht, spricht man von Husserer
Zuverlidssigkeit. Falls Aimax als Fehler einer Beobachtung Dbetrachtet

wird, wird hingegen von innerer Zuverldssigkeit gesprochen /Baarda
1968/ .

Gleichwertig ist die Definition, welche die Zuverlédssigkeit in
Beziehung mit den Grenzfehlern V& setzt, die gerade noch mit
Wahrscheinlichkeit (1 - P) entdeckt werden kénnen. Die Zuverldssig-
keitsbedingung ist dann:

V. < A

i imax.

15.6 Bemerkungen zur Definition

Die obige Definition bildet die Voraussetzung zu allen theoretischen
Arbeiten, welche in den 1letzten Jahren vertffentlicht wurden. Sie
wird aber meist nicht explizit angegeben, da oft eine (nicht strenge)
axiomatische Definition mit Eigenschaftsangaben vorgezogen wurde. Die
Folge dieses Vorgehens ist, dass man einige wichtige Elemente der

Zuverlédssigkeitstheorie ab und zu ilibersieht.

15.7 Systemabgrenzung

Mit der Definition der Zuverlidssigkeit des Messystems stellt sich
sofort die Frage nach der Systemabgrenzung, welche Voraussetzung fur
jede systemtheoretische Ueberlegung ist /de Rahm 1981/. Was gehort
zum Messystem? das heisst, was ist Objekt der Zuverlissigkeit? Die

Antwort ist leicht der Definition zu entnehmen:

a) das geoddtische Netz mit den Modelleigenschaften,
b) die Fehlerhypothese (Alternativhypothese) mit
den Anforderungen an das Vermessungswerk und

c) das gewdhlte statistische Testverfahren.

Beim praktischen Gebrauch wird meist lediglich von der Zuverldssigkeit
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des geoddtischen Netzes gesprochen, und es ist daher nicht
verwunderlich, dass man oft glaubt, es handle sich dabei um eine

Eigenschaft der reinen Netzgeometrie.

Nur selten wird die direkte Abhdngigkeit der Zuverldssigkeit vom
gewdhlten statistischen Testverfahren erwdhnt. Bemerkungen diesbezii-
glich finden sich z.B. etwas implizit im Vorwort von /Baarda 1968/

und deutlicher in /Heck 1980/.

Im allgemeinen und auch in neueren Publikationen wird die =zentrale
Bedeutung des gewdhlten Testverfahrens ungeniigend betont /van Mierlo
1980/. Wichtig fiir die folgenden Betrachtungen ist die Bemerkung,
dass eine positivere Bewertung der Zuverlidssigkeit eines Messystems

erzielt werden kann:

- durch Verbesserung der Netzgeometrie oder

- durch bescheidenere Anforderungen an das
Vermessungswerk oder

- durch die Wahl eines empfindlicheren statistischen

Testverfahrens.

Die dritte Feststellung ist hier von besonderer Bedeutung, wenn man
sie in Zusammenhang mit dem im zweiten Teil vorgeschlagenen NMAX-Test
betrachtet. Der NMAX-Test weist gegeniiber den herkommlichen Verfahren
eine grossere Empfindlichkeit in der Entdeckung der 1lokalen Modell-
fehler auf, sodass er einen Beitrag zur Verbesserung der Zuverléds-

sigkeit der Messysteme leisten kann.
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16 Einfache Verfahren aus der Praxis

Die moderne Theorie der Zuverlidssigkeit, die sich auf statistische
Methoden stiitzt, ist etwas mehr als zehn Jahre alt. Sie ist nicht immer
sehr einfach anzuwenden und wird daher noch selten in der schweizerischen
Praxis eingesetzt. Die Notwendigkeit, zuverlassige Messysteme zUu
entwerfen, ist hingegen keineswegs neu und bildet seit langem eine

Voraussetzung des Vermessungswesens.

Die Losungen, die in der Vergangenheit gewdhlt wurden, sind nicht
grundsdtzlich anders als die modernen. Die eigentliche Differenz liegt
darin, dass man frilher aufwendige Berechnungen vermeiden musste. Anstatt
die genaue Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit welcher kleine Fehler
durch statistische Methoden entdeckt werden konnen, wurden bisher
Mustermessanordnungen als Vergleich herangezogen, die erfahrungsgeméss als
zuverldssig galten. Die Zuverlidssigkeit der neu zu erstellenden Netze
wurde durch Reglemente sichergestellt, welche die Verwendung solcher

Musterkonfigurationen als verbindlich vorschrieben.

Als Beispiel wirkt hier die Instruktion fiir die Triangulation 4. Ordnung
der schweizerischen Grundbuchvermessung vom 10. Juni 1919 (heute immer
noch rechtsgiiltig), welche Gestaltungsvorschriften fiir den Netzaufbau

enthdlt.
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Netzentwurf und Berechnungsplan.

Art. 5. Der gute Zusammenhang im Netzaufbau ist fiir
eine richtige Verteilung der Anschluss- und Beobachtungsfehler
von grundlegender Bedeutung. Darum ist bei der Netzkonstruk-
tion darauf zu achten, dass das zu triangulierende Gebiet durch
Haupt- und Detailpunkte so erschlossen wird, dass alle Punkte,
im besondern die Hauptpunkte durch eine genligende Anzahl
moglichst gleich langer und gleichmissig iiber den Horizont ver-
teilter Richtungen unter giinstigen Schuitten getroffen werden.
Um diesen Grundsatz moglichst auf alle Punkte auszudehnen,
sind die Triangulationen jeweilen in einem Gusse iiber grossere,
ihrer Gestaltung nach zusammenhingende Gebiete (Sektionen)
auszufiihren. Dabei ist sowohl die Verbindung mit den Punkten
héherer Ordnung in und ausserhalb der zu triangulierenden Sek-
tion, als auch der Anschluss an die Punkte der anstossenden
Netze 1V. Ordnung in engster Weise zu bewerkstelligen. Die
Randpunkte einer Sektion sind daher moglichst nach allen Rich-
tungen festzulegen, so dass sie durch spitere Anschlasse keine
Verinderung ihrer Koordinaten erleiden. Dies gilt auch, wenn die
einzelnen Sektionsgrenzen durch Kantonsgrenzen gebildet werden.

Die Bestimmung eines trigonometrischen Punktes erfolgt in
der Regel durch vereinigtes Vorwirts- und Rickwiirtseinschneiden
und hat sich auf mindestens drei gegebene trigonometrische Punkte
zu stittzen. Kann ein Punkt ausnahmsweise nur aus zwei Punkten
bestimmt werden, so sind alle drei Winke! wiederholt zu messen
zudem darf der Winkel am gesuchten Punkt nicht kleiner sein
als 30° (33%).

Nahe beieinander gelegene trigonometrische Punkte sind direkt
mit einander zu verbinden. Ist dies nicht moglich, so ist der
Folgepunkt durch Parallaxwinkel-Messung in indirekte Abhingig-
keit zum Leitpunkt zu bringen.

Wo die lokalen Verhiltnisse die zweckmissige Bestimmung
vor Einzelpunkten nicht gestatten, sollen Doppelpunkte einge-
schaltet werden.

Unzugingliche Punkte sind durch Vorwirtseinschneiden aus
mindestens drei gegebenen Punkten zu bestimmen.

Der Netzentwurf muss, nachdem dessen Ausfihrbarkeit durch
eingehende Rekognoszierung des Triangulationsgebietes festgestellt
worden ist, der schweizerischen Landestopographie zur Genehmi-
gung eingereicht werden. Er ist in folgender Weise auf Blatter
des Siegfriedatlasses zu zzichnen.

Abb.17. Auszug aus der Instruktion flir die Triangulation

4. Ordnung der schweizerischen Grundbuchvermessung.

Selbstverstdndlich wurde auch damals der Tatsache Rechnung getragen, dass
die Zuverlidssigkeit eineg Messystems nicht unabhingig ist von der Art des
Testverfahrens und der gestellten Anforderungen. Daher wurden neben den
Gestaltungsvorschriften auch die Testverfahren mit den Verwerfungsgrenzen
angegeben, welche zusammen mit der Messanordnung die Zuverlidssigkeit des

Systems sicherten. Ein Beispiel dafiir sind die Fehlergrenzen der bereits
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genannten Instruktion fir die Triangulation 4. Ordnung.

Wenn je nach Gebiet oder Anwendung die Anforderungen an das Vermes-
sungswerk unterschiedlich waren, wurden auch verschiedene Vorschriften fir
die Netzgestaltung oder die Testverfahren (z.B. die verschiedenen

Toleranzen der Grundbuchvermessung) erlassen.

Es ist vermutlich unndtig zu bemerken, dass in diesen alten Methoden die

drei Systemelemente der modernen Definition deutlich zu erkennen sind.

d. Fehlergrenzen.

Die nachfolgenden Werte sind als #usserste Fehlergrenzen
aufzufassen. Im allgemeinen soll die Genauigkeit einer guten
Triangulation IV. Ordnung weit innerhalb dieser Grenzen bleiben.

Die Resultate einer Triamgulation IV. Ordnung sind wnur
dann annehmbar, wenn die aus den endgiltigen Koordinaten ab-
geleiteten Azimute von den durch direkte Beobachtung gefundenen,
endgiiltig orientierten nicht mehr abweichen als:

Im Geblete Bei Entfernungen von
intraktion Hetstth | 600 m | 800 m [1000m | 1500m| 2000m| 3000
4
| I 80 60 45 40 35 30 25
I 100 80 65 60 55 50 40
a1 120 100 80 75 70 65 55
Zentesimalsekunden

Die Winkelsumme im Dreieck darf nicht mehr als um
25" (15*) von 180° (2008) abweichen.

Die endgtiltige Hohe eines trigonometrischen Punktes soll
in bezug auf die umgebenden trigonometrischén Punkte im Gebiete
der Instruktion I einen mittleren Fehler von + 2 em, im Gebiet
der Instruktion II einen solchen von + 6 cm und im Gebiet der
Instruktion III von + 10 em micht iibersteigen.

Abb. 18. Testverfahren fiir Triangulationsnetze der
Instruktion flir die Triangulation 4. Ordnung
mit unterschiedlichen Verwerfungsgrenzen Jje

nach Anwendungsgebiet.

Die Zuverléssigkeit geoddtischer Messysteme kann in &hnlicher VWeise

bestimmt werden, auch wenn keine amtlichen Vorschriften und Testverfahren
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vorliegen. In der Praxis wird ein Netzplan oft durch optische Betrachtung
auf geniigende Ueberbestimmung gepriift. Wenn der Vermessungsingenieur

geniigend Erfahrung besitzt, flihrt die Methode zu guten Resultaten.

Auch in diesem Fall werden bewusst oder unbewusst die vorgesehenen
Testverfahren fiir die spdtere Kontrolle des Netzes empirisch
mitberiicksichtigt. BHEs handelt sich um die Tests, die im ersten Teil
dieser Arbeit ©beschrieben worden sind (V-Test, Test der geometrischen

Bedingungen usw.).

BEine gemeinsame Eigenschaft dieser bisher beschriebenen Methoden ist der
Verzicht auf eine genaue mathematische Abgrenzung zwischen zuverldssigen

und unzuverldssigen Messystemen.
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17 F-Test und Zuverlidssigkeit (nach W. Baarda)

17.1 Theorie

Der eigentliche Durchbruch der Zuverldssigkeitsbetrachtungen in der
Geoddsie ist W. Baarda zu verdanken. Seine sehr bekannte Publikation
/Baarda 1968/ iiber die Zuverldssigkeit geod&tischer Netze gilt heute
noch als Grundlage fir alle Entwicklungen auf diesem Gebiet. Die
Arbeiten von W. Baarda =zeigten einen Weg auf, um das Problem der
Zuverlissigkeit eines Messystems nach den strengen Methoden der
mathematischen Statistik zu 1ldsen. Als Testverfahren wird der F-Test
mit einer Wahrscheinlichkeitsschranke ¢ fiir die Annahme oder die
Verwerfung des Modells gewdhlt. Nach der Ausgleichung nach der

‘Methode der kleinsten Quadrate wird die Testvariable

o

gebildet, welche fiir normalverteilte Beobachtungen F-verteilt ist.
Der Freiheitsgrad f (=n-u) von 3. wird der Ausgleichung entnommen,

wihrend fiir O der Freiheitsgrad oo angenommen wird.

Falls die i-te Beobachtung durch einen groben Fehler Ai verfédlscht

ist, d.h. falls

*

1, =1 + A

* *
ist, werden ¢ und F ebenfalls verfidlscht und ihre Erwartungswerte

verdndert.
A A
B(F) = E(F) +F =1+F

Fiir unkorrelierte Beobachtungen ist dann

£
A= —— — /Conzett 1981/ .
(ii) (ii)
91 91

Die Verteilung der Testgrdsse F ist fiir normalverteilte Beobachtungen

(ohne grobe Fehler) die bekannte F- oder Fisher-Verteilung. Die Ver-
*

teilung von F ist hingegen die nichtzentrale F-Verteilung mit A/f als

Nichtzentralitdtsparameter.
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Abb. 19. Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik F

bei zutreffendem und bei unzutreffendem Modell.

Fiir jeden eventuellen groben Fehler Ai ist es mdglich, im voraus 2zu
berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit er entdeckt werden kann,
wenn die Grosse F = 62/'02 auf die zentrale F-Verteilung mit

Annahmeschranke Fpnp getestet wird.

Oder was gleichwertig ist: man kann berechnen, wie gross ein grober
Fehler V& sein muss, damit er durch den obengenannten Test mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit (1 - ) entdeckt wird. Diese
Schwellenwerte fiir die groben TFehler in den einzelnen Becbachtungen
werden innere Zuverlissigkeitsgrdssen der Beobachtungen im Messystem
genannt /Baarda 1968/,/Just 1979/.

(ii)

Vi 911
vy

Die Wahl des F-Tests als Priifmethode im Messystem hat den Vorteil, die
theoretischen Herleitungen zu vereinfachen, aber den Nachteil, dass
nur recht Dbetrédchtliche Ai entdeckt werden konnen, wenn der
Freiheitsgrad des Netzes gross wird (wie in 9.1 Dbereits erwdhnt
wurde). Daher ist es empfehlenswert, bei der Verwendung dieser
Methode sowohl bei der Beurteilung a posteriori als auch bei der a
priori-Bestimmung der Zuverldssigkeit grosse geoddtische Netze in

kleinere Teilnetze zu unterteilen.
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Wenn das untersuchte Netz gross ist, wird es bald offensichtlich, dass
mittels anderer einfacherer Testverfahren (V»Test, geometrische
Bedingungen usw.) wesentlich kleinere Fehler als die obigen A; ohne
Mihe entdeckt werden konnen. Diese Einsicht wird in der Praxis beil

der Bearbeitung grosser Netze bestatigt.

17.2 Anwendungen

17.2.1 Ein Dreieck

Abb. 20. Ein einfaches Dreiecksnetz.

Zuverlassigkeit (fﬁr den F-Test, nach Baarda)

a= 5%, B= 20%, f=1

A= 7.800

i o; \Y Vi/cri
1 5.0 24..2 4.8
2 5.0 24.2 4.8
3 5'0 24.2 4—.8
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17.2.2 Mehrfaches Dreiecksnetz (3 Dreiecke)

Abb. 21. Mehrfaches Dreiecksnetz (3 Dreiecke).

Zuverldssigkeit (fiir den F-Test, nach Baarda)

a= 5%, p= 20z, f=3
A= 10.747

1 5.0 28.4 5.7
2 5.0 28.4 5.7
3 5.0 28.4 5.7
4 5.0 28.4 5.7
5 5.0 28.4 5.7
6 5.0 28.4 5.7
7 5.0 28.4 5.7
8 5.0 28.4 5.7
9 5.0 28.4 5.7
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17.2.3 Mehrfaches Dreiecksnetz (30 Dreiecke)

Abb. 22. Mehrfaches Dreiecksnetz (30 Dreiecke).

Zuverldssigkeit (fiir den F-Test, nach Baarda)

a= 5%, = 20%, f = 30
A= 24.347

1 S V; V;/04
1 5.0 42.7 8.5
2 5.0 42.7 8.5
3 5.0 42.7 8.5
4 5.0 42.7 8.5
5 5.0 42.7 8.5
6 5.0 42.7 8.5
88 5.0 42.7 8.5
89 5.0 42.7 8.5
90 5.0 42.7 8.5
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17.2.4 Mehrfaches Dreiecksnetz (100 Dreiecke)

Abb. 23. Mehrfaches Dreiecksnetz (100 Dreiecke).

Zuverldssigkeit (fir den PF-Test, nach Baarda)

a= 5%, p= 20%, f =100
A= 40.400
i o; \A V;/6;
1 5.0 55.0 1.0
2 5.0 55.0 1.0
3 5.0 55.0 1.0
4 5.0 55.0 1.0
5 5.0 55.0 1.0
6 5.0 55.0 1.0
298 5.0 55.0 1.0
299 5.0 55.0 1.0
300 5.0 55.0 11.0
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17.2.5 Kombiniertes Netz

Abb. 24. Ein kombiniertes Netz.

Zuverldssigkeit (fiir den F-Test, nach Baarda)

a= 5%, p= 20%, £ =1
h= 14.190
i o, \ V;/0;
Richtungen: 1 5.0 26.6 5.3
2 5.0 24.2 4.8
3 5.0 26.4 5.3
4 5.0 29.2 5.8
5 5.0 24.2 4.8
6 5.0 24.2 4.8
7 5.0 28.6 5.7
8 5.0 28.6 5.7
9 5.0 29.0 5.8
10 5.0 29.0 5.8
Distanzen: 11 10 45.5 4.5
12 10.0 44.9 4.5
13 10.0 46.3% 4.6
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18 Zuverldssigkeit und einfache Tests aus der Praxis

Im vorhergehenden Kapitel wurden Vorteile wund Nachteile der Wahl des
F-Tests als Priifverfahren im Messystem Dbeschrieben. Ebenfalls erwdhnt
wurde bereits, dass flir grosse Netze die Empfindlichkeit des F-Tests auf
grobe Fehler wesentlich kleiner ist als diejenige der einfachen
Testverfahren aus der Praxis (V-Test, geometrische Bedingungen usw.).
Dariiber wurde im ersten Teil dieser Arbeit bei der Schilderung der

Testverfahren a posteriori ausfilhrlich berichtet.

Da in der Praxis oft grosse Netze bearbeitet werden (Hunderte von
Unbekannten mit Tausenden von Messungen), stellt sich sofort die Frage, ob
es nicht mbglich wdre, die Zuverlidssigkeit eines Messystems zu bestimmen,
in welchem einer der oben erwghnten Einzeltests als Priifverfahren
eingesetzt wird. Dies wiirde 2zu praxisbezogeneren Zuverlidssigkeits-
kriterien filhren. Dank der guten Empfindlichkeit besonders geeignet wére
der Test der standardisierten Verbesserungen, welcher in Kapitel 10

beschrieben ist.

Fir eine einzelne Beobachtung der Ausgleichung ist es mbglich =zu priifen,

ob sie im Messystem zuverlidssig kontrolliert ist.

Flache=§

v

Abb. 25. Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik W

bei zutreffendem und bei unzutreffendem Modell.
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Fiir nicht korrelierte Beobachtungen (siehe z.B. /Linkwitz 1960/) gilt

w, = = = Testgrdsse
1 G .
vi
T
(ii) (i1)
" - lAi' . qvv - lAil qVV
wi (ii) (ii)
Gy 911 615 ¥ %11
Wor = Testschranke

=]
1]

Wahrscheinlichkeit, dass Aj

nicht entdeckt wird.

kwi ist der Erwartungswert von Wi, wenn die Messung durch einen groben
Fehler Ai;éO verfdlscht ist. qstl) und qgil) sind die Diagonalelemente
der Kofaktorenmatrizen der Verbesserungen und der Beobachtungen, welche

nur von der Geometrie des Netzes und den Gewichten abhéngen.

G614 ist die Standardabweichung der i~ten Beobachtung und

die Standardabweichung der i-ten Verbesserung.

Aus den angegebenen Beziehungen und mittels den Tabellen der
Normalverteilung ist es mdglich zu Dberechnen, ob eine geniigend grosse
Wahrscheinlichkeit vorliegt, mit welcher ein eventueller grober Fehler

Aienwamtwnd.

Da die Werte w; unter sich korreliert sind, ist es hingegen sehr
schwierig, die Wahrscheinlichkeit B zu bestimmen, dass bei Vorhandensein

eines groben Fehlers Ai fiir alle Beobachtungen die Ungleichung
Iwil < WoR i=1,2,eee,n

erfillt ist.

Mit anderen Worten: wenn als Priifverfahren der Test der standardisierten
Verbesserungen gewdhlt wird, kann keine vollstéandige statistische

Zuverldssigkeitsanalyse des Messystems durchgefiihrt werden.
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19 Geometrische Zuverldssigkeit
19.1 Theorie

Die Formeln fiir die Bestimmung der grtssten groben Fehler, welche mit
dem angegebenen Test mit Wahrscheinlichkeit ( 1-B ) entdeckt werden,

enthalten einen Faktor, der im Folgenden niher betrachtet wird.

Fiir den F-Test ist

ist

Man beachte, dass die A-Werte in Dbeiden Formeln ganz verschiedene
Bedeutung haben und von @, B und beim F-Test auch vom Freiheitsgrad f

abhéngen.

Es ist sofort ersichtlich, dass die geometrischen Eigenschaften des

Netzes in Dbeiden Fdllen nur einen Einfluss auf den Faktor
(ii) , (ii)
413 / SR haben.

Wenn die Zuverldssigkeit mehrerer Varianten verglichen wird, ist es
oft nicht notig, die einzelnen Vg explizit zu berechnen. Eine Angabe
liber das Verhdltnis zwischen den V& der verschiedenen Varianten

geniigt .

Da die Netze, welche einander als Alternative gegeniibergestellt
werden, etwa gleich gross sein missen und der zum Messystem gehdrende
Test (inkl. @ und ) konstant bleibt, ist es sinnvoll, die A-Werte
in allen Varianten gleich gross anzunehmen und davon auszugehen, dass
die Zuverlédssigkeitsvariationen nur von
07"
1/z. =

i (ii)
qVV
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verursacht werden. Wenn die zj fiir alle Beobachtungen der einzelnen
Varianten berechnet werden, ist es dann mdglich, die zuverléssigste

Losung zu bestimmen.

Der Koeffizient Z3 hangt ausschliesslich von der Netzgeometrie (inkl.
Gewichtsverhiltnisse) ab und ist leicht zu berechnen, wie in 10.3
gezeigt wurde, sodass er als Indikator der Zuverldssigkeit der
entsprechenden Beobachtung im Netz verwendet werden kann. BEr wird
'lokales Zuverlissigkeitsmass' /Pelzer 1980/ oder ‘'Koeffizient der

geometrischen Zuverldssigkeit' /Walter 1980/ genannt.

Mit diesem Koeffizienten ist es moglich, die Zuverlissigkeit von
Netzen zu vergleichen und ausgehend aus einfachen, als zuverlidssig
anerkannten Konfigurationen Schliisse 2zu ziehen iiber die Zuver-

ldssigkeit von komplexeren Messanordnungen.

Bin Grenzwert fiir den Koeffizienten
(ii)

! _ e

i (ii)

911

kénnte als objektives Beurteilungskriterium fur die Zuverlédssigkeit
geoditischer Messysteme in amtlichen Vorschriften verwendet werden.
Der Verfasser fiihrte auf Anregung von Prof. R. Conzett im
Triangulationsprogramm KONETZ das obengenannte Zuverldssigkeitsmass
als Indikator der Zuverlidssigkeit ein /Carosio 1972/. Das Verfahren

wurde bei der Planung des Durchschlagsnetzes zur Gotthard-Basislinie

verwendet /P. Gerber 1974/.

Aufgrund seiner Einfachheit eignet sich der Koeffizient der
geometrischen Zuverléssigkeit ausgezeichnet flir den praktischen
Einsatz. Er wird daher in der angegebenen oder einer leicht
verinderten Form auch in neueren Publikationen angegeben, siehe Z.B.
in /Pelzer 1980/ die dquivalente Belegungszahl (= 1/(1-2;) ) oder die
Grossen A; (= 1/2z;) in /Grafarend wu.a. 1979/ und den indirekten

Ueberbestimmungsgrad (= zi/(1—zi) ) in /Gerber 1974/.
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19.2 Anwendungen

19.2.1 Hohenbestimmung aus Doppelnivellement

Abb. 26. Doppeltes Nivellement.

Lokales Zuverléssigkeitsmass :

Messung qvv/qll
1 0.50
2 0.50

19.2.2 Hohenbestimmung durch vier Nivellemente

Abb. 26. Vierfaches Nivellement.

Lokales Zuverlédssigkeitsmass :

Messung qvv/qll
1 0.75
2 0.75
3 0.75
4 0.75
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19.2.3 Winkelmessung in Dreiecksnetzen

Abb. 28. Einfaches Dreiecksnetz.

Lokales Zuverldssigkeitsmass :

Messung qvv/qll
1 0.33
2 0.33%

3 0.33
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19.2.4 Kombiniertes Netz

Abb. 29. Das kombinierte Netz.

Lokales Zuverlidssigkeitsmass :

Messung qvv/qll

0.50
0.60
0.51
0.42
0.60
0.60
0.43
0.43
0.42
0.42

Richtungen:

CW TV~ AN —

—_

Distanzen: 11 0.69
12 0.70
13 0.66




127

20 Hauptkomponentenanalyse und Zuverldssigkeit
20.1 Einfihrung

In der Beschreibung der Beurteilungsverfahren aufgrund der
durchgefiihrten Messungen (Kapitel 13) wurde darauf verwiesen, dass die
Hauptkomponentenanalyse und der NMAX-Test sehr geeignete Priifverfahren
sind, da sie einerseits die 1lokale Wirkung von eventuellen groben
Fehlern beriucksichtigen und anderseits auch einen Gesamttest

ermoglichen.

Selbstverstdndlich kann man sich jetzt fragen, ob die Zuverléssigkeit
des Messystems streng berechnet werden kann, wenn die zum System
gehorenden Testverfahren die Hauptkomponentenanalyse oder der

gleichwertige NMAX-Test sind.

20.2 Die Losung

In Kapitel 12.2 wurden die Hauptkomponenten des Verbesserungsvektors

berechnet:
w=uTvy

(V ist der Verbesserungsvektor und U die Eigenvektorenmatrix der
Kofaktorenmatrix vi)' Fir die Durchfilhrung des Tests wurden dann die

Hauptkomponenten W standardisiert

S = (W1/VX]’ w2/vxg, cees),

wo die ki die Eigenwerte der Matrix Q. sind. Die Komponenten von &,

fiir welche ki = 0 ist, werden gestrichen (sodass S nur f-dimensional

ist). Wenn die Matrix

-
-1/2 Wiy
A
Ao
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eingefiihrt ist, kann die folgende Beziehung hergestellt werden:

-1/2
S = A uT v,

Gemdss /Linkwitz 1960/ ist fiir unkorrelierte Beobachtungen

V= -QuwP L,

sodass

A:1/2

S = - v, P L ,

und wenn

-1/2
al= - A uTQ,,P

ist, dann gilt
s=¢T g,

Die standardisierten Hauptkomponenten s; sind die linearen Funktionen

der Beobachtungen, welche durch die Matrix GT (f,n) definiert sind.

Falls ein grober Fehler Ai die i-te Beobachtung verfdlscht, verdndern

sich auch die Komponenten sy von S.

Nach diesen Vorbemerkungen ist es mdglich, in Anlehnung an die
Herleitungen von V. Baarda die Zuverldssigkeit des Messystems zu

priifen.
Folgendes wird vorausgesetzt:

Auf die einzelnen Testgrissen s) wirkt nur ein einziger eventueller
grober Fehler, d.h. die Haufigkeit der groben Fehler ist so gering,
dass im Einflussbereich Jeder Beobachtung hochstens einer AV

befiirchten ist.

Falls die i-te Beobachtung durch einen groben Fehler Ai verfdlscht

ist, ist sy weiterhin normalverteilt aber mit Erwartungswert

b = ege Ay

anstatt Null ( lk = Nichtzentralitétsparameter).
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Flache=8,

v

Abb. 30. Wahrscheinlichkeitsdichte einer Komponente des

Testvektors S beim Auftreten eines groben Fehlers.
Beweis
Es seien:
S = (s1, S0y eeeey sf)

der Testvektor fiir das fehlerfreie Modell und

%* %* * *
S = (sy) 85, eeeey 85 )

der Testvektor fiir das Modell, in dem die i-te Messung li durch

1; +-Ai.ersetzt ist und
)vk‘_'E(Sk)

der Brwartungswert fiilr die k-te Komponente des Testvektors s*.
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Da

*

S T8y Lyt By Lyt oeee gy (1 FAD) e g 1 sy g

k A;

1

ist, folgt :

B(s, ) = B(s, ) + Blgyy Ay) = 0+ gy A;

und danach
M = g Ay

Von der Annahmeschranke sgp des NMAX-Tests (siehe Testbeschreibung in
Kapitel 13) und von der Tabelle der Normalverteilung kann die
Wahrscheinlichkeit Bk abgelesen werden, dass trotz dem groben Fehler
A; die k-te Komponente von s* in den Annahmebereich fallt (Fehler 2.
Art).

Die angegebenen Beziehungen erlauben es, fiir jede Komponente zu
berechnen, wie gut die Hauptkomponentenanalyse mit der Annahmeschranke
o wirkt und wie gross die Wahrscheinlichkeit ( B,) ist, dass trotz
dem groben Fehler die k-te Komponente von S in den Annahmebereich
fallt.

Ein Fehler gzweiter Art (d.h. fdlschlicherweise Annghme der
Nullhypothese) entsteht, wenn trotz dem groben Fehler alle Komponenten

von S in den Annahmebereich fallen. Seine Wahrscheinlichkeit betrégt

g= ff ....... f £ (8) dsq.dsp.dszee..

Annshmebereich

wo f die mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte der multivariaten
stochastischen Variablen S ist, welche den Erwartungswert

(gi1, gi27 gi3 000) . Ai aufweist.

Da die einzelnen Komponenten statistisch unabhéngig sind, kann die
oben angegebene Gesamtwahrscheinlichkeit aus dem  Produkt der

Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 2. Art fiir jede einzelne
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Komponente berechnet werden

e —]
1]

B- B, ... B,

e —]
il

f f1 (S1) dS1 f f2 (82) d82 sesee

Annahme- Annahme-
bereich bereich
(1-dimensional) (1-dimensional)

Die fy sind die eindimensionalen Normalverteilungen der einzelnen

Komponenten von S. Sie haben Varianz = 1 und Erwartungswert
E(fk) = }\« %k = glk . Al .

Die Werte der einzelnen Integrale sind der Tabelle der

Normalverteilung zu entnehmen.

Nachdem fiir jede Beobachtung der grdsste, noch unschddliche grobe -

Fehler festgelegt worden ist, kann die Wahrscheinlichkeit B berechnet
werden, dass der Fehler nicht entdeckt wird (erste

Zuverldssigkeitsdefinition).

In dhnlicher Art kann man festlegen, wie gross der Fehler V& ist, der
mit einer bestimmten vorgegebenen Wahrscheinlichkeit (1 - Bo) aufge~

deckt werden kann (zweite Zuverléssigkeitsdefinition).

20.3% Rechnerisches Vorgehen

Die Zuverldssigkeit eines Messystems, in welchem als Testverfahren die
Hauptkomponentenanalyse gewdhlt wurde, kann im Fall der vermittelnden

Ausgleichung (Gauss—Markov-Modell) in folgender Reihenfolge berechnet

werden:

- Verbesserungsgleichungen und Gewichtsmatrix

bilden ( 6= 1 einfachheitshalber)

- Ausgleichung
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vi rechnen aus : .
Quy = Q- A (A7PA)77 A
Hauptachsentransformation von vi berechnen mit

Bestimmung der Bigenvektorenmatrix U und der Eigenwertmatrix A

Nulleigenwerte und entsprechende Eigenvektoren streichen

-1/2
Berechnen von A ,

T o T
Gt = - A U* Quy P

Der NMAX-Verteilung fiir den Freiheitsgrad f
des Netzes sind Werte Xap 2ZU entnehmen, sodass

NMAX (-x%gp, Xgg) = @ -

Aus den grdssten, noch als unschddlich angenommenen
groben Fehlern jeder Beobachtung kann dann fir jede
Komponente s, des Testvektors S berechnet werden,
wie gross die Wahrscheinlichkeit Bk eines Fehlers

2. Art ist.

Daraus folgt dann durch einfache Multiplikation
die Gesamtwahrscheinlichkeit [ eines Fehlers

2. Art fiir die entsprechende Beobachtung.

Falls sich die P aller Beobachtungen im tolerierten
Bereich befinden, ist das Messystem zuverldssig

(innere Zuverlissigkeit).

Falls die zweite Zuverlédssigkeitsdefinition
vorgezogen wird, kann fiir jede Beobachtung aus
der gewdhlten Wahrscheinlichkeit Bo das
entsprechende V,; iterativ berechnet werden.
Falls die V& aller Beobachtungen kleiner sind
als die grossten noch unschddlichen groben

Fehler, ist das Messystem zuverldssig. In den
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beigelegten Rechenprogrammen wurde in Anlehnung
an die fritheren Publikationen /Baarda 1968/

diese Losung gewdhlt.

- Mit Hilfe der Matrix -(ATPA)~! ATP ist es moglich,
die Wirkung der V& auf die Unbekannten zu
bestimmen. Davon ausgehend kann man die &dussere

Zuverldssigkeit berechnen.

Anhang 1 enthdlt das entsprechende FORTRAN-Programm fiir die Berechnung

der V&.

20.4 Anwendungen

20.4.1 Dreiecksnetz

Abb. %1. Einfaches Dreiecksnetz.

~1/2
¢T=-A "ulq,?

1 2 3

G 0.11547 0.11547 0.11547




G1

G3
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Zuverlidssigkeit (nach dem NMAX-Test)
fiir o= 5%, B=202 unda £ =1
1 5.0 24.3 4.9
2 5:0 24-3 4-9
3 5.0 24.7% 4.9
Da fir £ = 1 NMAX-Test wund F-Test identisch

sind,

fallen die

Zuverldssigkeiten nach Baarda und nach dem NMAX-Test, abgesehen von

kleinen Rechenungenauigkeiten,

gleich aus.

20.4.2 Mehrfaches Dreiecksnetz (3 Dreiecke)

Abb. %2. Dreifaches Dreiecksnetz.

-1/2
GT - _ T
A Ute Quye P
1 2 3 4 5
0.11547 0.11547 0.11547 0] o]
0 o} o} 0.11547 0.11547
0 o} o} 0 0

0
0.11547
0

0
0
0.11547

0

0
0.11547

0

0
0.11547
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Zuverldssigkeit (nach dem NMAX-Test)
fir a= 5%, B=20% und £ =3

Messung 0. VQ VE/Gi
1 5.0 27.8 5.6
2 5.0 27.8 5.6
3 5.0 27.8 5.6
4 5.0 27.8 5.6
5 5.0 27.8 5.6
6 5.0 27.8 5.6
7 5.0 27.8 5.6
8 5.0 27.8 5.6
9 5.0 27.8 5.6

Die Berechnung der Zuverldssigkeit nach dem F-Test (nach Baarda)

ergibt fiir jede Beobachtung ein Verhdltnis V;/Gi= 5.7 .

20.4.3 Mehrfaches Dreiecksnetz (30 Dreiecke)

Abb. 33. Mehrfaches Dreiecksnetz.

p_  -1/2
G uT. o, . P
1 2 3 4 5 6 T 8 9
G1 0.11547 0.11547 0.11547 [0] 0 0 [0] [0] 0
G2 0 0 o} 0.11547 0.11547 0.11547

0 0 0
G3 0 0 0 0 0 0 0.11547 0. 11547 0.11547



Gt
G3

G100

Zuverlissigkeit (nach dem NMAX-Test)
fir o=5%, P =202 uwnd £ = 30
Messung o, V. V&/Gi
1 5.0 4.4 6.9
2 5.0 4.4 6.9
3 5.0 34.4 6.9
4 5.0 34.4 6.9
5 5.0 34.4 6.9
6 5.0 34.4 6.9
7 5.0 34.4 6.9
8 5.0 4.4 6.9
9 5.0 34.4 6.9
Die Berechnung der Zuverlissigkeit nach dem P-Test ergibt
Y, /06,= 8.5
20.4.4 Mehrfaches Dreiecksnetz (100 Dreiecke)
Abb. 34. Mehrfaches Dreiecksnetz.
-1/2
6T = - oT. Q- P
1 2 3 4 5 6 7 8
0.11547 0.11547 0-11547 ) ) 0 0
0 0 ) 0.11547 0.11547 0.11547 ) )
) 0 0 ) 0 ) 0.11547 0.11547

0
0
0.11547
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Zuverlissigkeit (nach dem NMAX-Test)
fir a= 5%, p=20Z wnd £ =100

Messung o; \A V;/o;
1 5.0 374 7.5
2 5.0 37 .4 7.5
3 5.0 37.4 7.5
4 5.0 37.4 7.5
5 5.0 37.4 7.5
6 5.0 37.4 7.5
7 5.0 37.4 7.5
8 5.0 37.4 7.5
9 5.0 37.4 7.5

Das gleiche Beispiel ergab bei der Berechnung der Zuverlédssigkeit

nach dem F-Test V&/0i= 11.0 .

20.4.5 Kombiniertes Netsz

Abb. 35. Ein kombiniertes Netz
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-1/2
T _ T
G- = - A Ute Quye
1 2 3 4 5 6 7
-0. . -0.04658  -0.05869 0.02935 0.02935 0.01127
g; 0 09633 ) 1429é 50 2 3-0a o 13123 i 11622
-0. -0.04411 0.08685  -0.02865 0.01432 0.014%2 .
32 8.82232 0.01397  -0.05000  -0.07740 0.03870 0.03870 0.02803
@5 0.0%231 -0.03877 0.00646  -0.077T1 0-03882 0-03883 -0-0227g
0 0 0
gg o.osoeg 0.00937 -0.09027 0.01761 -0.00880  -0.00880 0.04897
9 10 11 12 13
¢l 0.0%679 -0.03679 0 0 o]
G2 0 0 0 0 0
63 0.01482 -0.01482 0 0 )
G4 ~0.11280 0.11280 0 0 0
G5 0.03567 -0.03567 0.06243 0.00757 -0.04731
3 0 0 -0.04892 0.06884 -0.05355
a7 0.03662  -0.03662 0.02%82 0.04725 0.0%899
Zuverlissigkeit (nach dem NMAX-Test)
fir @ =5%, P =208 und f =7
Messung 0; \A V;/6; V;/6;
(NMAX-Test)| (F-Test)
Richtungen 1 5.0 %0.2 6.0 5.3
2 500 24’00 4‘-8 4‘-8
3 5.0 %0.1 6.0 5.3
4 5.0 33,5 6.7 5.8
5 5.0 24.2 4.8 4.8
6 5.0 24.2 4.8 4.8
7 5.0 29.1 5.8 5.7
8 5.0 29.1 5.8 5.7
9 5.0 29.9 6.0 5.8
10 5.0 29.9 6.0 5.8
Distanzen 11 10. 48.8 4.9 4.5
12 10.0 46.5 4.6 4.5
13 10.0 51.7 5.2 4.6

Das Beispiel zeigt, dass

die Zuverlidssigkeit

nach dem NMAX-Test

nicht immer hoher ist als diejenige nach dem F-Test. Vor allem wenn

der Preiheitsgrad klein

erweisen.

ist,

kann sich der F-Test als wirksamer

8

-0.01127
0
~-0.11622
~0.02803
0.02274
0

-0.04897



139

Schlussfolgerungen
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Schlussfolgerungen

Die Planung geoddtischer Messoperationen, die Beurteilung der
Eigenschaften des vorgesehenen Messystems sowie die sich daraus ergebenden
Konklusionen iiber die Resultate nach Abschluss der Arbeit gehOren zu den

wichtigsten Aufgaben des Vermessungsingenieurs.

Zur Interpretation der Resultate ist eine Ueberpriifung der Modellannahmen
und eine Untersuchung auf allfdllig vorhandene Modellfehler notig. Dafiir
kdnnen zahlreiche Verfahren, von den klassischen, mehr intuitiven Ldsungen
ausgehend bis zu den modernen Methoden der mathematischen Statistik,

eingesetzt werden.

In einer kurzen Gegeniiberstellung wird gezeigt, dass die intuitiven
Methoden der Praktiker (z.B. der V-Test oder der Test der geometrischen
Bedingungen) empfindlich reagieren beim Auftreten 1lokaler Modellfehler
(z.B. grober Fehler), sich jedoch fiir den Aufbau eines mathematisch
korrekten Globaltests nicht eignen, widhrend die iiblichen Globaltests wie
der F-Test die Beurteilung der geoddtischen Netze in ihrer Gesamtheit
sowie die Aufdeckung von nicht lokal begrenzten Modellfehlern erlauben,
aber vor allem in ausgedehnten Netzen nur recht grosse lokale

Modellunstimmigkeiten aufzeigen.

Umn diese Schwierigkeit zu Dbeseitigen, wird im zweiten Teil der
vorliegenden Arbeit der NMAX-Test zur Anwendung empfohlen, mit welchem der
Verbesserungsvektor einer Ausgleichung iberpriift werden kann. Es handelt
sich um eine Applikation der Hauptkomponentenanalyse und der Ordnungs-
statistiken, die die Durchfiihrung eines statistischen Tests fiir das
gesamte Netz (Globaltest) erlaubt und das Auftreten von  lokalen
Modellfehlern mit in der Regel Dbesserer Empfindlichkeit als der F-Test
aufdeckt. Die positiven Eigenschaften der intuitiven Methoden und die
klaren mathematischen Grundlagen der bisher verwendeten Globaltests sind

also im NMAX-Test vereint.

Mittels einiger Beispiele wird gezeigt, wie kleine grobe Fehler, die dem
F-Test entgehen, vom NMAX-Test hingegen aufgedeckt werden (13.3.2 und
13.3.3).
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Neben der Antwort auf die Frage, ob das mathematische Modell angenommen
oder verworfen werden soll, 1liefert der NMAX-Test Hinweise, die die
Lokalisierung des eventuell aufgetretenen Fehlers erleichtern. Die
linearen Beziehungen gzwischen den Beobachtungen und den Testgrossen geben
durch die Betrdge ihrer Koeffizienten Informationen, die die Abgrenzung

des fehlerverdidchtigen Netzteils ermdglichen.

Die erste Auswirkung des vorgestellten Testverfahrens ist hier bereits zu
erkennen. Da der NMAX-Test auf einem mathematischen Modell aufgebaut ist,
eignet er sich fiir eine automatische Durchfilhrung in einer elektronischen
Rechenanlage und kann daher ohne besondere Schwierigkeiten Bestandteil von
Computerprogrammen fiir die Ausgleichung geoddtischer Netze werden (ein
moglicher Rechenablauf ist in 13.9 Dbeschrieben; das entsprechende
FORTRAN-Programm ist als Anhang beigelegt). Wenn man bedenkt, dass das
Verfahren mindestens so empfindlich wie die zur Zeit noch eingesetzten
intuitiven Methoden und unter vielen Gesichtspunkten nichts anderes als
deren mathematische Formulierung ist, ist 1leicht einzusehen, dass der

NMAX-Test eine grosse Bedeutung fiir die Rechenpraxis erlangen kann.

Eine zweite Folge des NMAX-Tests betrifft die Theorie der Zuverlidssigkeit
geoddtischer Messysteme und bildet den dritten Teil der vorliegenden
Arbeit.

In den einleitenden Kapiteln wird erkldrt, dass die Zuverldssigkeit
keineswegs eine Eigenschaft des geoddtischen Netzes allein ist sondern ein
Merkmal des Zusammenwirkens der Netzgeometrie, der Anforderungen an das
Vermessungswerk und der statistischen Tests, die man fiir die Beurteilung
der Resultate einsetzen wird. Diese drei Elemente bilden das Messystem,
das das eigentliche Objekt der Zuverlidssigkeitstheorie ist. Die
Entwicklung eines neuen Tests beeinflusst daher auch die Berechnung der

Zuverldssigkeit des geoddtischen Messystems.

W. Baarda bezieht seine bahnbrechende Theorie iber die Zuverldssigkeit
auf die Durchfilhrung des F-Tests zur Ueberpriifung der Modelleigenschaften.
Die Verwendung des NMAX-Tests zur Beurteilung des mathematischen Modells
fiihrt zu einer anderen Bewertung der Zuverlidssigkeit. In Kapitel 20
(ITII. Teil) sind die theoretischen Grundlagen dafiir dargestellt. Einige

Resultate konnen den Beispielen entnommen werden und zeigen, dass die
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Zuverldssigkeit nach Baarda (F-Test) in der Regel gridssere kritische
Fehler ( V&/ ci) angibt als die Zuverlédssigkeit nach dem NMAX-Test. Die
Unterschiede werden umso deutlicher, Je grosser der Freiheitsgrad des
Netzes ist. Die folgende Tabelle zeigt die Zuverldssigkeitskenngrtssen
fiir beide Testverfahren und fiir reine Dreilecksnetze verschiedener

Ausdehnung (Kapitel 17.2 und 20.4).

Netz f V./e; V./s;
F-Test NMAX-Test
1 Dreieck 1 4.8 4.9
3 Dreiecke 3 5.7 5.6
%0 Dreiecke 30 8.5 6.9
100 Dreiecke 100 11.0 7.5
(1":5% ’ B=20%

Fiir f=1 sind beide Tests identisch, und die aufgetretene Differenz ist auf
die verwendeten Nzherungen in der Berechnungsmethode zuriickzufiihren. Die
grosseren Dreiecksnetze zeigen eindeutig, dass wer mit dem NMAX-Test
eventuell vorhandene grobe Fehler sucht, mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit kleinere Fehler finden kann, als wer den einfacheren,

aber weniger wirksamen F-Test verwendet.

Neben den beiden erwidhnten Konsequenzen fiir die Praxis sind die Folgen im
theoretischen Bereich besonders 2zu betonen. Die dargestellte Verallge-
meinerung der Zuverldssigkeitstheorie erlaubt eine klare Beschreibung der
Grundlagen und bietet eine Uebersicht 1iiber die Beziehungen szwischen
statistischem Test und Zuverlidssigkeit sowie zwischen intuitiven Verfahren
aus der geoditischen Praxis und denjenigen der analytischen Statistik, die
immer mehr an Bedeutung gewinnen. Der Praktiker wird in der beschriebenen
Theorie die mathematische Formulierung einiger ihm bekannter
Arbeitsmethoden wiederfinden; der Theoretiker wird aus der Klarstellung
einiger Begriffe und aus den Anregungen zu weiteren Entwicklungen

ebenfalls Nutzen ziehen konnen.

Die Arbeit stellt viele TFragen; einige davon wurden beantwortet.

Zahlreicher jedoch sind die Probleme, die der Losung noch harren. Manche
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der offen gebliebenen Fragen sind im Text formuliert wund sollen als
Vorschlag fiir weitere Studien und Untersuchungen gelten. Hier einige
Beispiele: Die Optimierung der Algorithmen fiir die Hauptachsentransfor-
mation, das Testverfahren mit den geschdtzten Varianzen (TMAX-Test), die
Optimierung des Priifvektors S des NMAX-Tests mit den Methoden der
Faktorenanalyse, die Berechnung des Priifvektors S aus den Bedingungs-
gleichungen, verfeinerte Verfahren fiir die Fehlerlokalisierung, die

Entwicklung von fiir die Praxis geeigneten Computerprogrammen usw.

Der Verfasser beabsichtigte, mit der vorliegenden, hiermit abgeschlossenen
Abhandlung einige moderne mathematische Instrumente filir die geod&dtische
Praxis zu entwickeln und durch eine weitgehend elementare Formulierung die
Beziehungen zwischen den {iiblichen intuitiven Methoden und den entspre-
chenden Verfahren der analytischen Statistik auch dem Praktiker zuginglich
zu machen. Er hofft, aufgrund der erreichten Resultate diesem Ziel

einigermassen nahe gekommen zu sein.
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Mitteilungen aus dem Institut fiir Geoddsie und Photogrammetrie an der ETH Ziirich

Institut fiir Geodisie und Photogrammetrie, ETH Honggerberg, 8093 Zirich

ab 1975
18 1975 Der Beitrag der Photogrammetrie zum heutigen Stand der Geodasie.

Prof. Dr. Hellmut Schmid 15.—
19 1976 Das Amtliche Vermessungswesen der Schweiz, Rickblick, Umschau und

Ausblick. Prof. Dr. Herbert J. Matthias 25.—
20 1978 Das Geoid in der Schweiz. Dr, Werner Gurtner 25.—
21 1978 Mehrzweckkataster. Vortrage an der Informationstagung

vom 18./19. Februar 1977 15.—
22 1978 Ein allgemeiner Ausgleichungs-Algorithmus fir die numerische

Auswertung in der Photogrammetrie. Prof. Dr. Hellmut Schmid 15.—

23 1978 Ré&umliche Koordinatentransformation. Eine pseudo-lineare Formulierung
als Annaherungsidosung flr eine strenge Ausgleichung mit entsprechendem
Fortran-Programm. Prof. Dr. Hellmut Schmid und Siegfried Heggli 15.—

24 1978 Der Uebersichtsplan der amtiichen Vermessung. Bedeutung, Erhaltung,
Erneuerung. Vortradge an der Informationstagung vom 10./11. Februar 1978

an der ETH Honggerberg 25—
25 1979 Der Mehrzweckkataster im Flughafen Kloten. Paul Kasper 15.—
26 1979 ALGOL - Programm TGREFR.

Modellatmosphére und Refraktion. Niklaus Wunderlin 20.—

27 1979 Statistische Methoden zur Beurteilung der Qualitat einer Vermessung.
Christian Just 15.—

28 1980 De la synthése d'images appliquée aux maquettes de terrain numériques.
Dr. Heinz Higli 30.—

29 1980 Vom freien zum gelagerten Netz. Prof. Dr. Helimut H. Schmid
Anhang |: Anfelderung eines Netzes unter der Bedingung minimalisierter
Klaffungen. René Scherrer.
Anhang |i: Numerische Beispiele. 15.—

30 1981 Aligemeine Vermittelnde Netzausgleichung. Herbert J. Matthias 20.—

31 1981 Zum Einsatz automatisch registrierender Tachymeter in der schweizerischen
Parzellarvermessung. Paul Kasper, R. Conzett, J. Kaufmann, H.J. Matthias,

H.-R. Schwendener 25.—-
32 1982 Das Institut fir Geodasie und Photogrammetrie. Riickblick auf Entstehung

und Entwickiung 1855 — 1974, Fritz Kobold. 15.—-
33 1982 Complex Crustal Strain Approximation. Dr. Dieter Schneider 40.—

34 1983 Datenstrukturen fir Landinformationssysteme — Semantische, topologische
und raumliche Beziehungen in Daten der Geo-Wissenschaften. Dr. André Frank 30.—

35 1983 Verfahren der multivariaten Statistik zur Beurteilung der Resultate und der
Zuverlassigkeit geodatischer Messsysteme, Dr. Alessandro Carosio 30.—







