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Phase A : Lerntatigkeiten und Leistungen der Studierenden in
den vorangegangenen Stunden

e Die Studierenden haben im Mathematikunterricht die Reihendarstellung von Funktionen
behandelt und gelibt. Sie kennen den Unterschied zwischen periodischen und nicht
periodischen Funktionen. Alle Studierenden verstehen, dass eine beliebige periodische
Funktion als Summe von harmonischen Schwingungen dargestellt werden kann. Bekannte

Beispiele von Reihendarstellungen kénnten sein:
0 k 2 3 4

e = ZX—:1+5+X—+—+X—+... (nicht periodische Funktion)
= k! 1 2 6 24
= KXk x> x* .. .
cos(x) = Z(—l)2 =1t (periodische Funktion)
k:0,2,4 k! 2 24

e Der Dozierende hat das Thema ,,Fourierreihe” sozusagen abgeschlossen. Anhand von
Ubungsbeispielen und Testaufgaben wurde (iberpriift, dass die meisten Studierenden in der
Lage sind, die Fourierreihe einfacher periodischer Signale zu berechnen.

e Die Studierenden beherrschen das Handwerk des Integrierens. Dies kann sowohl von Hand,
mittels Tabellenwerk oder auch mit Rechnerunterstiitzung (Maple 0.4.) durchgeftihrt werden.

e Die Bedeutung, Definition und Berechnung des Effektivwertes eines periodischen Signals
haben alle Studierenden verstanden.

e In friheren Lektionen wurden schon die Begriffe der Kennlinie (linear und nichtlinear)
diskutiert und behandelt. Jeder Studierende kann Beispiele von nichtlinearen Kennlinien
angeben und sieht qualitativ, wie das Ausgangssignal verzerrt wird (z.B. bei sinusférmigem
Eingangssignal).

Um sicherzustellen, dass obige Kenntnisse und Verfahren tatsdchlich vorhanden sind (und ange-
wendet werden kdnnen), ist es empfehlenswert, einen Vortest durchzufiihren. Dieser Test kann
entfallen, falls der Dozierende die Lernaufgabe mit seinen eigenen Studierenden durchfihrt und
somit deren Leistungsstand einigermassen kennt.

Einen Vorschlag flr einen solchen Vortest findet sich im nachsten Kapitel. Dieser Test sollte wie
eine (in diesem Unterricht) tbliche Prufung durchgefihrt, korrigiert und auch benotet werden.
Als Kriterium fur die (minimal) notwendigen Vorkenntnisse und Fertigkeiten muss von allen
Studierenden mindesten die Note 4 (geniigend ) erreicht werden. Flr den Vortest missen unge-
fahr 90 min. zur Verfligung gestellt werden.

LernAufgabe Klirrfaktor 3 Seiler / Bergamaschi / Niklaus



1997/2001

Vortest

1. Von folgenden (typischen) Signalen sind die Fourierreihen anzugeben. Dabei sind die
Reihen nicht neu zu berechnen, sondern in Tabellenwerken zu suchen und auf die
gegebenen Signale anzupassen/zu ubertragen (Skalierung, Entnormierung, usw.)

y s(t)
5 A

., A
0 5 10 15 \4 T

h(t) x(t)
W/ SA% /\
: ) t t [ms]

lo 1T ot o 20 40

2. Folgende Integrale sind zu berechnen:

2z
_[cos(ax)cos(bx)dx, a=>Db, unda,b ganze Zahlen
0
2z

_[cos(ax)cos(bx)dx, a=b, unda,b ganze Zahlen
0

2

Isin(ax)sin(bx)dx, a=Db, unda,b ganze Zahlen
0

2z
Jsin(ax)sin(bx)dx, a#b, unda,b ganze Zahlen
0

3. VVon den gegeben Spannungen ist jeweils der Effektivwert zu berechnen:
u,(t) = -5+3-cos(wt)
u,(t) =10-cos(w,t) +15-sin(w,t), o, # o,
Uy(t) =4+5-cos(w,t)—2-cos(w,t) +2-cos(m,t), o,# o,
u,(t)=-3-4-sin(w,t +1) +2.cos(w,t + 2) + 3-cos(w,t - 3), o, # w,

4. Eine Kennlinie von der Form y(x) =a-x +b-x® ist gegeben. Zeichnen Sie die Kennlinie
im Bereich —2<x<2 mit a=1 und b=-0.05 (z.B. mit Matlab).
Als Eingangssignal wird x(t) =15-sin(wt) an die Kennlinie angelegt.
Berechnen Sie das Ausgangssignal y(t) [Resultat allgemein in Funktion von a, b].

Skizzieren Sie x(t) und y(t) zusammen in einer Figur (z.B. mit Matlab).
Weshalb entstehen im Ausgangssignal neue Frequenzen?
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Phase B : Vorschlag fir eine Hinfihrung zur Lernaufgabe
IU fur die Lektion in der die Lernaufgabe zur Anwendung kommt :

Thema

Bei der Fourierreihendarstellung eines Signals haben wir die Begriffe von Grundwelle und
Oberwellen kennengelernt und verwendet. Bei der Behandlung von Kennlinien haben wir Sig-
nalverzerrungen diskutiert. In dieser Lektion geht es um eine Anwendung der Fourierreihendar-
stellung von verzerrten Signalen, ndmlich um die Berechnung des sog. Klirrfaktors. Dabei
kommt auch die (wichtige) Berechnung des Effektivwertes nochmals zum Einsatz.

Lernziele
e lhrseid in der Lage, einem Mitstudierenden die Definition des Klirrfaktors zu erklaren und
plausibel zu machen.

e lhr kénnt daher die Formel zur Berechnung des Klirrfaktors auswendig hinschreiben und
anschaulich erklaren, warum sie genau diese Form aufweist.

e lhr konnt Klirrfaktorwerte in Werbebroschiiren und Datenbléttern (z.B. HiFi-Verstérker)
richtig einschatzen und interpretieren.

Warum?

Zur Beurteilung der Linearitéat eines Verstarkers gibt es viele Messverfahren (Klirrfaktor, Inter-
modulationsabstand, Interceptpunkt, 1dB-Kompressionspunkt, usw.). Der Klirrfaktor gibt eine
»grobe Aussage” zur Linearitat und ist daher weit verbreitet. Er ist auch relativ einfach zu erkla-
ren (beschreibt aber die Nichtlinearitat nicht hinreichend!)

Ablauf

1. Der Dozierende erinnert an die Diskussion tiber Kennlinien und l&sst die Studierenden
einige nichtlineare Kennlinien nennen. Dabei kénnten u.a. die folgenden Nichtlinearitaten
vorkommen: Begrenzung, Totzone, Hysterese. Ebenso grenzt der Dozierende nichtlineare
Kennlinien gegen nichtlineare Operationen ab.

2. Am (idealisierten) Beispiel der Kennlinie mit Begrenzung und einem sinusférmigen
Eingangssignal wird die ,,Entstehung* des Ausgangssignals ,,visualisiert®. Dabei miissen
folgende Punkte diskutiert werden:

- Grad der Verzerrung hangt von der Aussteuerung (Eingangsamplitude) ab.
- Ausgangssignal ist immer noch periodisch, also durch Fourierreihe darstellbar.
- Eingangssignal mit nur einer Frequenz, aber Ausgangssignal mit neuen Frequenzen.

AvA
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3. Der Dozierende repetiert kurz die Definition und Berechnung des Effektivwertes am
Beispiel der harmonischen Zeitabhangigkeit. Dabei kann folgende Figur Klarheit schaffen:

Wechselspannung Gleichspannung

O

O

p(t) Poc
u(t) :L D R Upe=U,, =) D R
P=p(t)

Poc :m

Man definiert also die ,,Grosse der Gleichspannung* als ,,Effektivwert der Wechsel-
spannung*, die die gleiche mittlere Leistung erzeugt (quadratischer Mittelwert,
Warmewirkung). Damit erhédlt man die bekannte Formel fiir den Effektivwert:

1 T
2 _yy2_ — 2
Uy =U =7 }[u (t)dt
Bsp.: mit u(t) =¥ cos(wt) erhalt man fir den Effektivwert: U =_\/§

[Obige Zusammenhange mussen den Studierenden schon bekannt sein
und dirfen nicht erst hier eingefihrt werden!]

4. Nun verteilt der Dozierende die Lernaufgaben.
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Thema

Ein Mass flr die nichtlineare Verzerrungen

Lernziele
e Bedeutung des Klirrfaktors erklaren konnen.

e Formel fur Klirrfaktor anschaulich interpretieren und an
einem Beispiel herleiten (Fourierreihe).

e Angaben von Klirrfaktoren in Datenblattern und
Werbebroschiren richtig interpretieren kénnen.

Warum?

In vielen Datenblattern begegnen wir unrealistischen
Werten von Klirrfaktoren. Gehort zum Ingenieurwissen.
Ist fast ,,Allgemeinwissen* (Audio-Bereich).

Ablauf

1. Repetition Kennlinien (Beispiel):  Wir

2. Repetition Effektivwert: Wir

3. Bearbeiten der Lernaufgabe: Studierende
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Lernaufgabe zum Thema : Klirrfaktor

Worum geht es ?

Viele Ubertragungsglieder und Baublécke in der Elektrotechnik (oder Technik allgemein) sind
sog. lineare Systembausteine. Es ist leicht einzusehen, dass diese (erwiinschte) Linearitét in der
praktischen Realisierung nicht vollstandig eingehalten werden kann. Als Beispiel stelle man sich
eine Verstarkerkennlinie vor, bei der die Betriebsspannungen der Transistoren oder Operations-
verstarker ganz bestimmt zu eine Begrenzung der Kennlinie fiihren. Fir kleine Aussteuerungen
ist die Kennlinie fast ,,beliebig linear”, bei zunehmender Aussteuerung wird irgendwann das
Ausgangssignal in der Amplitude begrenzt. Je nach Art der Nichtlinearitdt kann dieser Effekt
sanft, oder auch relativ abrupt einsetzen. Ebenso beeinflusst die Charakteristik der
Nichtlinearitat z.B. die Wahrnehmung der Verzerrungen durch das menschliche Ohr. So ziehen
viele Musikhorer (in der HiFi-Technik) die Rohrenverstarker den Halbleiterverstarkern vor, weil
die auftretenden Verzerrungen 3. Ordnung sind, und das Ohr diese Verzerrungen als
angenehmen Klang empfindet (im Gegensatz zu Verzerrungen 2. Ordnung).

Der Klirrfaktor ist ein Mass fur die Verzerrungen (es gibt noch andere und aussagekréfti-
gere Messungen), wobei mit einem sinusférmigen Eingangssignal das Ausgangssignal analysiert
wird: Durch die Nichtlinearitdten im Messobjekt (Verstarker) werden im Ausgangssignal neue
(harmonische) Frequenzen entstehen, sog. Oberwellen. Der Klirrfaktor macht eine Aussage tber
die gesamte Leistung dieser Oberwellen im Vergleich zur Signalleistung (Grundwelle und Ober-
wellen). In diesem Zusammenhang stellt man sich das Ausgangssignal als Fourierreihenent-
wicklung vor.

Aufgabe :

Ausgehend von der Definition des Klirrfaktors soll eine Formel hergeleitet werden. Dazu wird
das Ausgangssignal als Fourierreine dargestellt. Als Eingangssignal wird eine (rein)
harmonische Schwingung verwendet (siehe Figur):

X(t) y(®

—— 3 System [———>

NN =N

Das Ausgangssignal als Fourierreihe dargestellt:  y(t) =c, + ZCk cos(ka,t +¢,)
k=1

Nun ist der Klirrfaktor k definiert als:

Leistung der Oberwellen

k? =
Gesamtleistung (ohne DC - Anteil)

(Hier steht die Definition fir k% weil die Formel so einfacher zu interpretieren ist)
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Empfohlenes Vorgehen:

1.

Identifizieren Sie in der Fourierreihendarstellung den DC-Anteil, die Grundwelle und die
Oberwellen. Notieren Sie sich eine Darstellung der Oberwellen allein.

Uberlegen Sie sich, welche Schritte zur Berechnung der Leistung eines Signals notig sind.
Hier handelt es sich um «o-viele Summanden bei der Signaldarstellung. Welche typischen
Terme treten nach der Quadrierung auf?

Fur die Mittelwertbildung muss tber die ganze Summe ,,gemittelt* werden, also darf jeder
Summand fr sich ,,gemittelt” werden.

Die auftretenden Integrale der ,,Quadratterme* und der ,,Doppelproduktterme* unterscheiden
sich wesentlich. Wo ist der Unterschied? Welche Resultate ergeben somit diese Integrale?

Als Zwischenresultat erhalten Sie auch gerade eine Formel zur Berechnung des
Effektivwertes eines Signals, das als Fourierreihe dargestellt ist.

Wenn Sie die Formel fur den Klirrfaktor gefunden haben, so berechnen Sie damit (als
Beispiele) den Klirrfaktor eines Rechtecksignals und eines Dreiecksignals. Welche
Grossenordnung erwarten Sie? (Abschatzen gehort zur Ingenieurarbeit!)
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Was lernen die Studierenden Neues?

Fachlicher Aspekt :

Setzt sich ein Signal aus mehreren harmonischen Schwingungen zusammen (mit gleichen und
verschiedenen Frequenzen), so macht die Berechnung der Leistung (oder des Effektivwertes)
den Studierenden immer wieder enorme Mihe. Dabei ist gerade dieser Fall dusserst lehrreich
und zeigt auf, ob der Studierende die Bedeutung und Definition des Effektivwertes (mittlere Lei-
stung) wirklich verstanden hat. Die Herleitung der Formel flr den Klirrfaktor zeigt die Proble-
matik sehr schon, und liefert eine einfache Formel, die dann plétzlich ,,einleuchtet”, wenn der
Studierende die Hintergriinde verinnerlicht hat.

Methodischer Aspekt :

Die Studierenden lernen, bekannte Methoden, Verfahren und Ergebnisse zusammenzufiigen und
daraus etwas ,,Neues“ zu erkennen, das vorher noch nicht vorhanden war (Synthese). Mit einer
geeigneten Anleitung wird dieser Weg von den Studierenden allein gegangen.
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Losungen Vortest

1 3 S)

8A |sin(w,t) sin(3w,t) sin(bw,t 27
S(t):?-{ 5_21)_ (321)+ (521)_.“} o,

L JX) = 2.5—E~[Sm(wlx) L SinBox) sinGox) } 0, = 27
T

i i sin(3w, t
h(t)=E—-{Sm(wlt)  sin2oyy)  sn@o.y) ] o, =2
2 1 2 3

(O F {1+£sin(a)lt)—g'[cos(2wlt) | cos(doit) cos(boyt) H
T 2 s 1.3 35 5-7

ﬁ: 5Al a)l = 507[ S_l

T, a=Db
0, b
7, a=b
0, b

2. Tcos(ax)cos(bx)dx = {

Tsin(ax)sin(bx)dx :{

3. Uy, =+/295=5431 U,., =+/1625 =12.748
U, =+/225=4743 U,., =54983
4.

Kennlinie: y(x) = x-0.05*x°

x(t) und y(t)

b b _ 44 __

N A e e R

g
15

y(t) =[15-a + 253125- b]-sin(wt) — 0.84375-b -sin(3mt)
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Losungshinweise fir die Klirrfaktorformel
Ausgangssignal als Fourierreihe: y(t)=c,+ ZCi cos(iat + ;)
i=1

1. Schritt: Berechnung des Effektivwertes von y(t)
Vorgehen zur Berechnung des Effektivwertes: Quadrieren, Mittelwertbildung, Wurzel ziehen

;
mit der Kurzschreibweise:  x(t) = %J' x(t)dt (nur fur periodische Signale definiert)
0

Y = m = [co + ici cos(iot + goi)][co + ici cos(im,t +¢i)}

i=1

:c_§+200-Zci cos(imt + ;) + 2w 2
) I iI:lll * I I I I+ A

(Mittelung tber eine Periode)

=c.+A

Die (lineare) Mittelung uber das Produkt der Summen ist noch zu untersuchen. Typische
Summanden in A sind:

+-¢7-cos(iot +¢,)-cos(iot+¢,), p=q=i

+C,-C,-cos(pat +¢,)-cos(qait+¢,), P#q

Das Resultat des Integrals tber einen typischen Summanden hangt davon ab, ob es sich um den
ersten Fall mit p=q=1i oder den zweiten Fall mit p = q handelt.
2

Fur p=q=1 liefert der Summand (nach der Mittelung) das Resultat: %‘

Fur p =q liefert der Summand (nach der Mittelung) das Resultat: 0
o0 C2

damit erhalt man fur A: A= Z?'
i=1

© 2
und fur den Effektivwert: Y2 =c¢Z + zc—i
i=1

Als ,,Abfallprodukt® erhédlt man jetzt leicht fiir den Klirrfaktor: k=
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