EDUC

Das Bildungsportal der E

Publikation von www.educeth.ch

Kanalcodierung

Leitprogramm

Peter Friedl und Patrizia Mottl

Inhalt:

Nach Abschluss des Leitprogrammes kennen die Studierenden die Struktur von
Informationssystemen. Sie kdnnen Nachrichten mit Hilfe von unterschiedlichen Codetypen
codieren und decodieren und gegebenenfalls Fehler erkennen und beheben..

Unterrichtsmethode: Leitprogramm

Fachliches Review:
Prof. Dr. M. Meyer, Leiter SG Elektrotechnik FH Nordwestschweiz

Fachdidaktisches Review:
Prof. Dr. A. Glattfelder, Institut fir Automatik, ETH Zirich

Publiziert auf EAucETH:
24. August 2009

Rechtliches:

Die vorliegende Unterrichtseinheit darf ohne Einschrankung heruntergeladen und fir
Unterrichtszwecke kostenlos verwendet werden. Dabei sind auch Anderungen und
Anpassungen erlaubt. Der Hinweis auf die Herkunft der Materialien (ETH Zurich, EducETH)
sowie die Angabe der Autorinnen und Autoren darf aber nicht entfernt werden.

Publizieren auf EQucETH?
Méchten Sie eine eigene Unterrichtseinheit auf EQuCETH publizieren? Auf folgender Seite
finden Sie alle wichtigen Informationen: http://www.educeth.ch/autoren

Weitere Informationen:
Weitere Informationen zu dieser Unterrichtseinheit und zu EducETH finden Sie im Internet
unter http://www.educ.ethz.ch oder unter http://www.educeth.ch.

B SCIENCE MEETS SCHOOL m
Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich
EDUCETH.CH Swiss Federal Institute of Technology Zurich



Fach-Didaktik

Informationstechnologie und Elektrotechnik

Kanalcodierung

Leitprogramm

Fach

Schultyp
Voraussetzungen
Bearbeitungsdauer
Autoren

Betreuer

Fassung
Unterrichtserprobung

Kommunikationstechnik / Nachrichtentechnik
Technische Hochschule

keine

7 - 8 Unterrichtslektionen (a 45 Min.)

Peter Friedli, Patrizia Mottl

Prof. Martin Meyer, Windisch

Oktober 06, (EDUCETH 2009)

erprobt






Eidgendssische Ecole polytechnique fédérale de Zurich
Technische Hochschule Politecnico federale di Zurigo
Ziirich Swiss Federal Institute of Technology Zurich

Departement D-GESS Institut fiir Verhaltenswissenschaften

Leitprogramm zum Thema

Kanalcodierung

Codeword

L— »o
Parity-check
digits

Abbildung 1: aus [Lin04, S. 148]

Fach: Kommunikations-/Nachrichtentechnik
Adressaten: FH-StudentInnen
Vorkenntnisse: keine

Bearbeitungsdauer: 7-8 Unterrichtslektionen

Autoren: Peter Friedli, 02-924-538, D-ITET, Rosenweg 1, 5300 Turgi

Patrizia Mottl, 03-919-594, D-ITET, Débeligut 5, 4665 Oftringen
Betreuer: Prof. Dr. M. Meyer, Leiter SG Elektrotechnik FH Nordwestschweiz
Fassung vom: 1. Oktober 2006

Praxisstatus: nicht erprobt






Einfiihrung

In der heutigen Welt ist Kommunikation nicht mehr wegzudenken. Sei es nun Sprache via Mo-
biltelefon, Fernsehsignale via Satellit oder Finanztransaktionen via Internet, iiberall spielt die

Informationsiibertragung eine entscheidende Rolle.

Storungen sind jedoch allgegenwirtig. Sie fithren in vielen Fillen zu Fehlern. Die Fehlerwahr-
scheinlichkeit ist vom Ubertragunskanal und der verwendeten Ubertragungstechnik abhingig.
Treten beispielsweise ,,nur 10~/ Fehler/s auf, wiirde bei 10MBits/s (Ubertragungsrate eines
Ethernet Segments) jede Sekunde ein Bitfehler auftreten. Dies fiihrte je nach Anwendung zu
einer ungeniigenden Qualitit der Ubertragung. Dieses Beispiel verdeutlicht, dass Fehlererken-

nung und Fehlerkorrektur wichtig fiir die heutige Gesellschaft sind.

Die Kanalcodierung fiigt der urspriinglichen Nachricht zusétzliche Daten - sogenannte Redun-
danz - zu. Im Verlaufe des Leitprogrammes werden Mdoglichkeiten aufgezeigt, Fehler zu erken-

nen und gegebenfalls zu korrigieren.

Nach Abschluss des Leitprogrammes kennen Sie die Struktur von Informationssystemen. Sie
konnen Nachrichten mit Hilfe von unterschiedlichen Codetypen codieren und decodieren und

gegebenenfalls Fehler erkennen und beheben.

Zu Beginn erhalten Sie eine kurze Arbeitsanleitung. In Kapitel 1 und 4 erhalten Sie darauf das
mathematische Grundwissen. Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber die Kanalcodierung und hiilt
einige Definitionen fest. In Kapitel 3 beschiftigen Sie sich dann genauer mit zyklischen Codes
- einer Teilmenge der linearen Codes. Zu guter Letzt erarbeiten Sie - falls Ihnen noch Zeit bleibt

- in Kapitel S einen Vertreter aus den zyklischen Codes: den BCH Code.
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Arbeitsanleitung

Allgemein

Dieser Text gibt IThnen eine Ubersicht, wie Sie das Leitprogramm bearbeiten sollen. Die einzel-

nen Kapitel sind gleich aufgebaut.

1. Zu Beginn erhalten Sie jeweils eine kurzen Uberblick iiber das Thema des Kapitels.

2. Gleich anschliessend werden Thnen in einem Rahmen die Lernziele beschrieben. Die Lern-
ziele sind in drei Teile unterteilt. Die Leitidee gibt Thnen Antwort auf die Frage: ,,Wozu
wurde das Thema ausgewihlt?*. Das Dispositionsziel sagt aus, was Sie nach dem Kapitel
grundsitzlich konnen und das operationalisierte Lernziel gibt an, was Sie schlussendlich
konkret ausfithren konnen. Die Lernziele dienen IThnen zur Orientierung. Danach beginnt
der eigentliche Text. Lesen Sie ihn in Ruhe durch und 16sen Sie die eingestreuten Aufga-
ben. Sie geben Thnen gleich von Anfang an die Moglichkeit, das Gelesene zu liben. Zur

Korrektur Threr Losungen, finden Sie jeweils im Anschluss ans Kapitel Losungsvorschli-

ge.

3. Am Ende finden Sie einige Aufgaben, die mit Lernkontrolle tiberschrieben sind. Mit die-
sen Aufgaben konnen Sie selbststiandig priifen, ob Sie die Lernziele erreicht haben. Sie

finden gleich im Anschluss daran Losungen dazu.

4. Wenn Sie das Kapitel durchgearbeitet haben und das Gefiihl haben, Sie hitten die we-
sentlichen Lernziele erreicht, legen Sie beim Tutor einen Kapiteltest ab. Haben Sie ihn

erfolgreich absolviert, dann konnen Sie mit dem néchsten Kapitel beginnen.

vV



Symbole

Wir haben am linken Seitenrand Symbole stehen, die IThnen klar zeigen, was Thnen geboten wird.

Wir geben Thnen hier eine kurze Ubersicht, was die jeweilige Bedeutung ist:

. Hinweis Einen Hinweis oder eine wichtige Definition werden wir mit dieser Gliithbirne kenn-

s -

Bsp. 1 Beispiele werden wir mit nebenstehendem Symbol darstellen. Sie zeigen Thnen, wie

%/ das entsprechende Wissen in Aufgaben verwendet werden kann.

Aufg. 2 Fiir Aufgaben, die Sie selber l6sen sollen, verwenden wir das ,,Baustellen-Minnlein*.

Ganz zum Schluss der Arbeitsanleitung geben wir Ihnen noch eine kurze Ubersicht, wie lange

Sie ungefihr fiir die einzelnen Kapitel durchschnittlich benétigen:
e Kapitel 1: eine - zwei Lektionen
e Kapitel 2: zwei Lektionen
e Kapitel 3: eine - zwei Lektion
e Kapitel 4: zwei - drei Lektionen
e Kapitel 5: eine - zwei Lektionen

Nun wiinschen wir Thnen viel Spass mit dem Leitprogramm ,,Kanalcodierung*.



Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Einfiihrung und Lernziele

In diesem Kapitel geben wir Thnen einen kurzen Uberblick iiber die grundlegenden mathema-
tischen Fertigkeiten, die Sie fiir die folgenden Kapitel besitzen miissen. Wir gehen davon aus,
dass Sie schon ein Vorwissen mitbringen, dass es Ihnen erlaubt, das erste Kapitel ziigig zu ab-

solvieren. Wir gehen folgendermassen vor:

e In einem ersten Schritt betrachten wir anhand kleinerer Aufgaben verschiedene Operatio-

nen mit Matrizen und Vektoren.
e Anschliessend beschiftigen Sie sich mit bindren Zahlen und deren Rechenregeln.
e Als Drittes lernen Sie, Polynome durch andere Polynome zu dividieren.

P In diesem ,,Training* erarbeiten Sie sich also das Wissen fiir die folgenden Kapitel. Auf der
5 nédchsten Seite finden Sie die detaillierten Lernziele. Studieren Sie diese. Beginnen Sie anschlies-

send gleich mit dem ersten Thema, der Matrizenrechnung.

KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 1



LERNZIELE
Leitidee

Um Kommunikationssysteme behandeln zu konnen, bedarf es einer Darstellung der realen
Gegebenheiten mit Hilfe mathematischer Modelle. Deshalb muss fiir das Verstdndnis der fol-
genden Kapitel eine mathematische Grundlage geschaffen werden.

Dispositionsziele

Sie sind sich beim Studium der folgenden Kapitel der mathematischen Grundlagen bewusst
und konnen diese anwenden. Der Thnen teilweise vielleicht schon bekannte Stoff in diesem

Kapitel soll vertieft werden.

Operationalisierte Lernziele

Sie
e beherrschen grundlegende Operationen mit Matrizen und Vektoren
e konnen bindre Zahlen miteinander verrechnen

e konnen die Polynomdivision anwenden

1.1. EINFUHRUNG UND LERNZIELE 2




1.2 Matrizenrechnung

1.2.1 Definitionen

Wir unterscheiden grundsitzlich zwischen folgenden zwei Formen:

e Matrix: Man nennt das folgende Gebilde eine Matrix der Dimension m X n:

al ajz a3 - dip
azl ann ans AR )7

(1.1)
aml Am2 Aam3 -+ Omn

Dabei ist a;; das ij-te Element der Matrix.

o Vektor: Eine etwas schlankere Variante bezeichnet man als Vektor der Dimension m:

(1.2)

Bsp. 1.1 Eine 2x3 Matrix A sei gegeben als

1 2 3
A=
7 35
Das Element in der zweiten Zeile und der dritten Spalte bezeichnet man als a»3. Hier ist ap3 = 5.

Bsp. 1.2 Ein Vektor der Dimension 3 ist folgender Vektor b:

s
5 Ein Vektor der Dimension m ist also eine m x 1 Matrix!

1.2. MATRIZENRECHNUNG 3



Rufen Sie sich nochmals in Erinnerung, wie man die Gréssen von Matrizen bzw. Vektoren an-
gibt. Merken Sie sich, welche Grosse (Anzahl Zeilen oder Anzahl Spalten) zuerst angeben wird.

Sie ersparen sich so eine Menge an ,,Verwechslungspotential*!

1.2.2 Operationen

Da wir davon ausgehen, dass Sie die verschiedenen Rechnungsarten mit Matrizen beherrschen,

geben wir Thnen zu den jeweiligen Fillen nur je die Regel und ein Beispiel an:

Addition von Matrizen Die Matrizen werden elementweise zusammengezahlt. Bei der Addi-

tion zweier Matrizen A und B addieren sich also aj; und by, etc.

16 2 005 140 6+0 245 16 7
- = =
4 2 2 21 3 442 2+1 243 6 3 5

Skalarmultiplikation: Matrix mal Zahl: Jedes Element der Matrix wird mit der Zahl multi-

) 1 3 4 4.1 4.3 4.4 4 12 16
2 4 5) \4.2 4.4 45 \8 16 20

Matrixmultiplikation: Matrix mal Matrix: Hier miissen Sie jeweils Zeilen mit Spalten ele-

pliziert.

mentweise miteinander multiplizieren. Als Beispiel ergibt sich unten fiir A- B = C das
Element c;1 aus der elementweisen Multiplikation der zweiten Zeile aus A mit der ersten

Spalte von B.
2
1 3 2 1-243-442-(—1) 1-(=3)+3-5+2-2) 12
14 5 | = =
8 6 4 8-2+6-44+4-(—1) 8- (-3)+6-5+4-2) 36
-1 2

Multiplikation: Matrix mal Vektor Entspricht in einer vereinfachten Form der obigen Regel.

13 2 j (12434421 (12
(8 6 4>' 1 _<8-2+6-4+4-(—1)>_<36>

1.2. MATRIZENRECHNUNG 4
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Transponieren einer Matrix Die Elemente der Matrix werden an der Diagonalen gespiegelt.

Man bezeichnet diese Operation mit einem hochgestelltem .

18
1 3 —2\7
— | 3 -6
8 —6 4
2 4

Wichtig ist bei all diesen Rechnungen, dass die Grossen der Matrizen aufeinander passen!

|
5 Was heisst das fiir die Multiplikation zweier Matrizen? Genau, die Dimensionen der beiden Ma-
trizen miissen gespiegelt sein. Im Beispiel hatte die erste Matrix die Dimension 2 x 3 und die

zweite Matrix die Dimension 3 x 2!

Falls Sie sich bei einem dieser Beispiele unsicher fiihlen, schlagen Sie in IThrem Mathematik-

buch oder auf [WikiMO06] nach, oder fragen Sie Ihren Tutor!

Losen Sie nun zur Festigung Threr Kenntnisse die folgende Aufgabe:

Al.1 Gegeben sind die folgenden Matrizen

1 0 1
3 2 3 0
I -2 -1
A=10 -1 0 -1 B = C=
I -3 1
4 0 -2 O
0 -1 0

Berechnen Sie:

a) AB
b) 3C'B

¢) B-(D+E)

1.2. MATRIZENRECHNUNG 5




1.3 Polynomdivision

Bei der Beschreibung von Codewdrtern und Codierungssystemen werden wir Polynome ver-

wenden.

Definition: Polynome sind Konstrukte der Art
p(x):an'xn—kan,l~x"*l—|—...—|—a2'x2—i—a1'x—i—ao (1.3)

wobei a; der Koeffizient zur Potenz x' ist. Die Koeffizienten sind in unserem Fall reelle Zahlen.

Als Ordnung bzw. Grad eines Polynom bezeichnet man dessen grosste Potenz. Das Polynom

in (1.3) ist also vom Grad 7.

Wie bei der Division von reellen Zahlen definiert man die Division zweier Polynome p(x)
und ¢(x) als

d(x) = px) (1.4)

q(x)
Diese Rechnung bezeichnet man sinnigerweise als Polynomdivision. Dabei miissen p(x) und

q(x) nicht den gleichen Grad haben.

Machen wir dazu doch gleich ein Beispiel! Sie finden anschliessend daran die allgemeine Vor-

gehensweise. Versuchen Sie, die dort angegebenenen Schritte im Beispiel nachzuvollziehen.

1.3. POLYNOMDIVISION 6



/ Bsp. 1.3  Gegeben sind die beiden Polynome

“Z

P() :3/4X3+19/4x2—|—4x+1 q(x) =3/4x2+4x

Gesucht ist
p(x)
q(x)
Die Losung ergibt sich wie folgt:
(3/4x"3 + 19/4x"2 + 4x + 1) : (3/4x"2 + 4x) = x + 1 Rest 1

3/4x"3  + 4x"2

3/4x"2 + 4x + 1
3/4x"2 + 4x

Um die Division von Hand durchzufiihren, gehen Sie allgemein wie folgt vor:

e Sie ordnen sowohl p(x) als auch g(x) in absteigender Reihenfolge der Grosse der Poten-
zen.

Q(X) = by X" + b1 ! +--~+b2')€2+b1 -x+bg

e Sie gehen nun von links nach rechts durch p(x), und teilen jeweils immer durch das erste

Element von ¢(x). Sie arbeiten sich also gewissermassen durch p(x) durch...

Zu Beginn teilen Sie das erste Element von p(x) durch das erste Element von g(x).

n
an X an _
b - x bm

e Nun rechnen Sie zuriick, d.h. Sie multiplizieren Ihr Ergebnis mit dem ganzen (!) Polynom

1.3. POLYNOMDIVISION 7



q(x) und schreiben dieses Resultat unter p(x).

e1(x) - q(x)

e Jetzt bilden Sie die Differenz von p(x) mit dem gerade eben berechneten Produkt, und

erginzen diese wieder ganz unten.

e Nun dividieren Sie wieder das erste Element dieser Differenz durch das erste Element von

q(x)
1. Element von (d; (x))

bm‘xm

= e(x)

e Sie rechnen wieder zuriick, d.h. Sie multiplizieren e, (x) mit g(x) und schreiben dies unter

dy (x).
e2(x) - q(x)

e Sie berechnen die Differenz von d; (x) mit dem berechneten Produkt, und erginzen diese

wieder ganz unten.

da(x) = di(x) —e2(x) - g(x)

e Sie merken: Der Vorgang beginnt wieder von neuem. Sie wiederholen diese Schritte solan-
ge, bis die die jeweils neu entstehende Differenz von einer kleineren Ordnung als g(x) ist.

Falls die letzte Differenz nicht verschwindet (gleich null wird), bleibt sie als Rest zuriick.

Falls Sie das Prinzip verstanden haben, versuchen Sie sich an den Aufgaben. Sonst schlagen Sie

auf [BruennerO6] nach, wo Sie auch weitere Beispiele ausprobieren konnen.

A1.2 Berechnen Sie
X2 +3x+2
x+1

8x3 + 16x% 4+ 16x+ 10
X2 +4x+4

a)

b)

Tipp: Bei Teilaufgabe b) wird die Division einen Rest ergeben!

1.3. POLYNOMDIVISION 8



1.4 Modulo-2-Arithmetik

Bei Ubertragungssystemen wird nicht wie oben mit dem uns besser bekannten dezimalen Zah-
lensystem gerechnet. Man beschrinkt sich auf das aus dem Computerbereich bekannte binire
Zahlensystem, d.h. die Ziffern O und 1. Es ist deshalb notwendig, die Rechenvorschriften neu zu
definieren, da wir uns ja in einer neuen Basis befinden.

Wir geben als erstes die Wahrheitstabellen fiir Addition und Subtraktion an (aus [Meyer02, S.
297]):

e Addition
0+ 0 =20
0 + 1 =1
1 +0 =1 (1.5)
I + 1 =0
e Multiplikation
0 -0 =20
0 1 =0
1 -0=0 (1.6)
1 1 =1

Diese Wahrheitstafeln entstehen, indem man alle Elemente (hier: O und 1) miteinander kombi-

niert.

A1.3 Vergleichen Sie die beiden Wahrheitstafeln mit digitalen Schaltungselementen, die Sie

kennen.

Sie erkennen, dass 1+ 1 = 0. Wir rechnen also ohne Ubertrige! Deshalb bezeichnet man die-
ses Rechnen als Modulo-2-Arithmetik. Die Modulo-Rechnung miissen Sie sich wie auf einem
Kreis vorstellen: Wenn man ein Resultat erhilt, das die zur Verfiigung stehenden Ziffern iiber-

schreitet, so beginnt man einfach wieder von vorne mit zédhlen.

Bsp. 1.4 Nehmen wir mal die Modulo-6-Arithmetik: Hier ergibt zum Beispiel 3+ 5 nicht etwa

8, da 8 nicht mehr im zulidssigen Bereich liegt. Man gibt deshalb einfach den Rest an, der bei

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK 9



f

der Division von 8 durch 6 entstehen wiirde. In unserem Fall ist das 2. Also ist 3+ 5 = 2 in der
Modulo-6-Arithmetik. In der Modulo-2-Arithmetik berechnet man entsprechend den Rest bei

der Division durch 2.

Ausserdem sind Addition und Subtraktion gleichwertig, d.h. Gleichung (1.5) gilt ebenfalls fiir
die Subtraktion. Wir verwenden fiir die Modulo-2-Addition das Symbol & und fiir die Modulo-
2-Multiplikation das Symbol ®.

Achtung: Diese Operationen sind immer ziffernweise auszufiihren, wie Sie am nichsten Bei-

spiel erkennen werden. Es gibt also keine Ubertriige! Die Ziffern bezeichnet man als Bits.

Bsp. 1.5 Gegeben sind die beiden binidren Zahlen (A) = 1010111 und (B) = 0011101. Die

Addition (bwz. Subtraktion) ergibt sich zu

A+B=(190,000,1®1,061,161,160,161) = 1001010

Die Division (das Entgegengesetzte zur Multiplikation) zweier Zahlen wollen wir uns etwas
genauer ansehen. Wir dividieren 100111 durch 101. Das Resultat ergibt sich zu 1011. Wie geht

man dabei vor? Wir verwenden das selbe Schema wie bei der Polynomdivision:

100111 / 101 = 1011

0 ——> Rest O

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK 10



Al1.4 Was fillt Ihnen bei der mit einem (*) markierten Zeile auf?

Sie sehen ausserdem: Das Vorgehen ist bis auf eine Ausnahme analog zur Polynom-Division

mit reellen Zahlen. Aber welcher Unterschied besteht?

Damit haben wir die Grundoperationen Modulo-2 eingefiihrt. Losen Sie nun die folgenden Auf-

gaben.

Al1l.5 Berechnen Sie:
a) 11000101 + 1001011011
b) 11110111 /10011

Gratulation! Sie sind jetzt am Schluss dieses Kapitels angelangt. Mit der Lernkontrolle auf Seite
14 konnen Sie nun schauen, ob Sie die drei Themen verstanden haben. Wenn ja, dann melden
Sie sich beim Tutor fiir den Test.

Diese Vorgehensweise wird - wie ganz zu Beginn in der Arbeitsanleitung beschrieben - in den

folgenden Kapitel genau gleich sein.

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK 11



Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1.1
8§ —13
a) | —1 3
2 6
b) (3 -3)
3 1
1 —11
)
0 17
-1 -6
Aufgabe 1.2

a) Das Resultat ist x + 2.

Man erhilt dieses wie folgt:

(x*2 +3x +2) : (x+1) = x+ 2
X2 + X

b) Das Resultat ist: 8x — 16 Rest 48x + 74.

Man kann dies auch schreiben als 8x — 16 - -28x+74

Die Rechnung lautet wie folgt (ndchste Seite):

X2 44x+4°

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK
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(8x73 + 1l6x"2 + lox + 10) : (x"2 + 4x + 4) = 8x - 16 Rest 48x + 74
8x"3 + 32x%2 + 32x

- 1l6x"2 - 1l6x + 10
- 1lox"2 - 64x - 64
48x + 74

Aufgabe 1.3

Die Modulo-2-Addition entspricht einer EXOR-Verkniipfung (Exklusiv-Oder), die Modulo-2-
Multiplikation einer AND-Verkniipfung.

Aufgabe 1.4

Bei der mit einem (*) markierten Zeile miissen wir 011 durch 101 dividieren. Das ergibt natiirlich

0, weil das erste Element aus 011 ja O ist, und wir dieses durch das erste Element von 101
dividieren miissen!

Unterschied: Die Bildung der Differenzen erfolgt natiirlich ebenfalls nach der Modulo-2-Arithmetik.
So ist zum Beispiel 0 — 1 =041 = 1 (Subtraktion und Addition binédrer Zahlen ist ja identisch)

und nicht etwa wie im dezimalen System 0 — 1 = —1!

Aufgabe 1.5

a) 1010011110
b) 1101
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Lernkontrolle

Diese Lernkontrolle gibt IThnen zu den drei behandelten Themen je eine Moglichkeit, ithr Wis-

sen zu testen. Falls Sie auch nach mehrmaligen Versuchen nicht zur korrekten Losung kommen,

schauen Sie sich das entsprechende Unterkapitel nochmals an. Losen Sie die dort stehenden Auf-

gaben erneut, und/oder investieren Sie etwas Zeit bei den angegebenen weiterfithrenden Links.

L.1

Berechnen Sie A(BT -2C)

L.2

4ot 4+ 73 +3x2 +32/9x — 1/3

Berechnen Sie 30132138 7

L.3

Subtrahieren Sie die zweite von der ersten bindren Zahl. Gebrauchen Sie dabei Modulo-2-

Arithmetik.

a) 10111, 100

b) 110001,101100

L4

Dividieren Sie 1001000 durch 1011.

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK

14



Losungen der Lernkontrolle

L.1
2 36
10 —10
16 —12
L.2

Das Resultat ist 4/3x + 1 Rest —3.

Die Rechnung ist wie folgt:

(4x™4  + 7x*3 4+ 3x*2 + 32/9x - 1/3) : (3x*3 + 3x*2 + 8/3) = 4/3x + 1
Rest -3
4x™4  + 4x"3 + 32/9x
3x*3  + 3x"2 - 1/3
3x*3 4 3x"2 + 8/3
-3
L.3
a) 10011
b) 11101
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L4

Das Resultat ist 1010 Rest 110.

Die Losung ergibt sich wie folgt:

1.4. MODULO-2-ARITHMETIK
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Kapitel 2

Kanalcodierung

2.1 Einfiihrung und Lernziele

Zu Beginn dieses Kapitels fiihren wir ein Ubertragungsmodell ein und stellen Thnen einige
grundlegende Verfahren zur Fehlererkennung und -korrektur vor. Zu Beginn kommen wir noch
ohne mathematischen Formeln und Gleichungen aus. Im zweiten Teil werden jedoch Gleichun-
gen vorgestellt, mit denen die Anzahl Kkorrigierbarer Fehler bestimmt werden kann und es
werden mit Matrizen Codes berechnet.

Folgendes sollten Sie nach Abschluss des Kapitels erreicht haben:
e Sie haben einen groben Uberblick iiber das Thema Kanalcodierung.

e Sie kennen einige Definitionen, mit denen Sie Schranken fiir die Fehlerkorrigierbarkeit

des Codes berechnen konnen.
e Sie wissen, was ein linearer Code ist und wie Sie diesen berechen konnen.

Die notigen Vorkenntnisse fiir dieses Kapitel haben Sie sich in Kapitel 1 angeeignet.
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LERNZIELE

Leitidee

Um die einzelnen Codierungsarten zu verstehen, benotigt es ein Grundverstindnis des zugrun-
deliegenden Systems und eine Einfithrung in die Eigenschaften von unterschiedlichen Codes.
Dispositionsziele

Sie entwickeln ein Interesse fiir Ubertragungssysteme und kennen das Grundprinzip der Co-
dierungsmechanismen. Sie sind in der Lage zu entscheiden, ob es sinnvoll ist, den Mecha-
nismus so zu konstruieren, dass er auftretende Fehler korrigieren kann oder ob eine reine

Fehlerkontrolle ausreicht.

Operationalisierte Lernziele

Sie konnen
e das verwendete Ubertragungsmodell erkliren.
e cinen linearen Blockcode berechnen.

e die Anzahl Fehler bestimmen, die ein linearer Code erkennen oder korrigieren kann.
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2.2 Allgemeines Ubertragungssystem

In der Einleitung des Leitprogrammes haben wir das erste Mal von Redundanz gesprochen. Er-
innern Sie sich noch daran, was darunter verstanden wird? Dort haben wir gesagt, dass man
unter Hinzufiigen von Redundanz das Hinzufiigen von zusitzlichen Daten versteht. Im Verlaufe
des Leitprogrammes werden wir sehen, wie Redundanz gezielt genutzt werden kann, so dass

Fehler gefunden und korrigiert werden konnen.

Als Erstes betrachten wir jedoch ein Blockdiagramm eines digitalen Kommunikationssystems:

A2.1 Versuchen Sie mit Hilfe des folgenden Schemas das verwendete Modell eines digitalen

Kommunikationssystems zu verstehen.

Redundanz
nggyel Ka(;\_al- Modulation
(digital) encodierung Ubertragungskanal
+ Fehler
Fehlerkorrektur
Senke < Kanaldecodierung e Demodulation J
Redundanz

Abbildung 2.1: Modell aus [WikiK06]
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In unserem Leitprogramm sprechen wir von ,,Kanalcodierung®. In der Grafik finden sie den Be-

griff ,, Kanalencodierung®. Die beiden Begriffe konnen gleichbedeutend verwendet werden.

Es sollte Thnen klar geworden sein, dass die Funktion der Kanalcodierung ist, dem zu senden-
den Wort Redundanz hinzuzufiigen. Kénnen Sie sich eine einfache Variante vorstellen wie dies

moglich ist?

Wir werden Thnen hier zu Beginn zwei einfache Varianten vorstellen:

2.2.1 Repetitionscode

Als erstes der Repetitionscode (m,1). Jedes Bit wird m-Mal iibertragen und am Empfénger ent-
scheidet man sich fiir das Symbol, welches am meisten aufgetreten ist. Beachten Sie, dass nur
ungerade m Sinn machen. Nehmen wir an, wir mochten das Codewort 101 der Linge k=3 iiber-
tragen. Wir wihlen m=3, das heisst jedes Bit wird dreimal iibertragen. Das iibertragene Code-

wort ware somit 111000111.

Mit Matrizen lisst sich dies folgendermassen darstellen:

1 1100 00 0O
(1 0 1)G=(1 0 1)-J]0 O O 1 1 1 O O O|=(1 1 1 0 0 O 1
0000 O0O0T1T1'1

Die Matrix G bezeichnet man als Generatormatrix. Sie hat die Dimension n x k, wobei n =

m-k =3-3 =9 die Blockldnge und k£ = 3 die Anzahl Nachrichtenbits ist.

2.2.2 Parity Check

Eine weitere Moglichkeit wird in der Literatur als Parity Check bezeichnet. Hier wird jedem

Datenwort ein zusitzliches Bit so zugefiigt, dass die Anzahl der Einsen gerade wird.
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Die allgemeine Generatormatrix fiir ein Datenwort ist folgendermassen definiert:

1 0 01

0 1 01
G=

0 0 11

Multiplikation mit der letzten Zeile von G erzeugt somit das Parity Bit.

Auch hier ein Beispiel : Nehmen wir nun an, Sie mochten die Nachricht ,,100101* iibertragen.
Die Anzahl der Einsen ist, da 3mod2 = 1, ungerade. Somit sollte das erste Bit auf 1 gesetzt
werden. Wenn Sie mit der Matrix nachrechnen, erkennen Sie, dass dies der Fall ist und erhalten

folgendes Codewort: 1100101

A2.2 Bestimmen Sie den Repetitionscode (3,1) und den Parity Check des folgenden Nach-

richtenwortes: 110101

Wir werden im Folgenden noch einige raffiniertere Verfahren behandeln, doch lassen Sie uns

zuerst einige Grundlagen erarbeiten.

2.3 Verfahren zur Fehlerkorrektur und -erkennung

Es gibt zwei verschiedene Varianten zur Behandlung von auftretenden Fehlern. Die erste Va-
riante ist so konstruiert, dass der Empfianger den Sender benachrichtigt, falls Daten fehlerhaft
ibertragen wurden. Solche Systeme werden als automatic repeat request (ARQ)- Systeme
bezeichnet. Fiir ein solches Verfahren muss der zugrundeliegende Code nur Fehler erkennen
konnen. Die zweite Moglichkeit zielt darauf ab, dass der Empfianger Fehler erkennt und gleich
selbst korrigieren kann. Eine solche Fehlerkorrekturstrategie wird als forward error correction

(FEC) bezeichnet.

A2.3 Vergleichen Sie FEC- und ARQ-Verfahren anhand von Vor- und Nachteilen der einzel-

nen Verfahren.
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2.4 Klassierung von Codes

Im folgendenden Diagramm konnen Sie erkennen, dass sich zwei unterschiedliche, mathema-

tisch etwas anspruchsvollere Klassen von Codes unterscheiden lassen: Blockcodes und Faltungs-

codes.
Codeklassen
J

| |
Blockcodes Faltungscodes
{(Bindrcodes/Symbolcodes) (punktiert/ nicht punktiert)

|
Zyklische Reed-Muller Hamming Allgemeine Ungerboeck
Codes Code Verfahren Blockcodes Codes

|
Reed-Solomon BCH- Golay
Code FlreLode Code Code

Abbildung 2.2: Diagramm aus [WikiK06]

Ein Blockcode ist dadurch gekennzeichnet, dass die benutzten Codeworter alle dieselbe An-
zahl an Symbolen (in unserem Fall zweiwertig, also Bits) n haben. Faltungscodes fiihren keine
blockweise Codierung aus. Sie sind auf einem fortlaufendem Datenstrom aufgebaut. Im Rah-

men dieses Leitprogramms befassen wir uns nur mit den Blockcodes.

Desweiteren gibt Thnen das Diagramm eine grobe Ubersicht, was fiir Codetypen innerhalb der
beiden Klassen existieren. In diesem Leitprogramm liegt der Schwerpunkt bei den zyklischen
Codes. Wir werden diese im nédchsten Kapitel noch etwas genauer untersuchen und im letzten

Kapitel dann denn BCH-Code als Beispiel fiir zyklische Codes vorstellen.
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2.4.1 Defintionen

Ein Blockcode wird als linear bezeichnet, wenn die Summe zweier CodewoOrter wieder ein
Codewort ergibt.

Es sei nun der lineare Code C(n,k) gegeben (Blocklidnge n, Anzahl Nachrichtenbit k). Ein Co-
dewort ¢ eines Informationswortes i ist nun durch die Generatormatrix G (Dimension k X n)
definiert

c=1-G

Dazu ist immer auch eine Priifsummenmatrix (parity check matrix) H, der Dimension (n —

k) x n definiert. Es gilt die Beziehung
(HG") mod 2=0

Mit Hilfe der Parity Check Matrix kann im Empfinger die Richtigkeit der Codeworter festge-

stellt werden. ,,Wenn r empfangen wird, berechnet der Empfinger den folgenden Vektor:
s=rH" = (50,51, Sp—k—1)

Dieser Vektor wird als Syndrom bezeichnet. s = 0, wenn und nur wenn d ein Codewort ist. Da-
her wissen Sie, wenn s # 0, dass r kein Codewort ist und ein Fehler passiert ist. Es ist moglich,
dass die Fehler in gewissen Fehlervektoren nicht detektiert werden. Dies passiert wenn ein Feh-
lermuster identisch zu einem Codewort ist. Solche Fehlermuster werden als nichtdetektierbar

bezeichnet.“(aus [Lin04, S. 72])

A2.4 Gegeben sei folgende Parity Check Matrix aus [Lin04, Beispiel 3.3 S. 71]

1 001 011
0

Ist der empfangene Vektor r= (1,1,1,1,0,0,0) ein korrektes Codewort?

Zur Notation. Ein Code C(n,k,d) hat folgende Eigenschaften:

e nist die Liange der Codeworte.
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e kist die Liange der Datenworte.

e d ist die Mindestdistanz des Codes. (Wir werden in Kiirze festhalten, was darunter zu

verstehen ist.)

Ein Code wird systematisch genannt, falls die ersten k Bits jedes Codewortes identisch sind
mit den entsprechenden Informationsbits. Die restlichen (n — k) Bits sind Linearkombinationen
der Informationsbits, definiert durch die Matrix P. Sie werden als Priiffsummenbits bezeichnet.

Somit sieht die Generatormatrix wiefolgt aus

pir - Piak 1 0

Pkl -+ DPkn—k O 1

A2.5 Es sei folgender (5,3) Code gegeben:

1 01 0O
G=|11 0 1 O
01 0 01

Berechnen Sie zu allen moglichen Informationsworten der Liange 3 (also 000, 001, 010, O11..

)die zugehorigen Codeworter.

2.5 Einige wichtige Definitionen

Wir werden im folgenden die Begriffe Distanz, Gewicht und Hamming Distanz einfiihren. Auf
[WikiHO6] finden sich folgende Zeilen:

,In information theory, the distance between two strings of equal length is the number of positi-
ons for which the corresponding symbols are different. Put another way, it measures the number
of substitutions required to change one into the other, or the number of errors that transformed
one string into the other. The weight of a string is its distance from the zero string (string con-
sisting of all zeros) of the same length. That is for binary strings the number of elements in the

string which are not zero.*
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Ein Beispiel (dhnlich auch auf Wikipedia zu finden):
Ein Code C(n,k,d) besteht aus folgenden drei Wortern:

x=1011101,
y = 1001001,
z=0111001.

Die Distanz zwischen x = 1011101 und y = 1001001 ist 2. Die Distanz zwischen x und z ist 3.

A2.6 Berechnen Sie die Distanz zwischen y und z.

Das Gewicht eines Vektors c ist die Anzahl von O verschiedenen Elemente von ¢

1 Cj#o

n—1
)= Lownley) i witep={ 7

Die Distanz zweier Vektoren dist(a, c) ist die Anzahl der unterschiedlichen Elemente von a und
c. Somit gilt
dist(a,c) =wt(a®c)

Die Hamming Distanz d eines Codes C ist die minimale Distanz zweier unterschiedlicher Co-

deworte aus der Menge aller moglichen Codeworter
d = min{dist(a,c)} mit a und ¢ Codeworter aus C

Wenn Sie die drei Distanzen aus dem obigen Beispiel vergleichen, so sollten Sie erkennen, dass

der kleinste Wert 2 ist. Somit ist die Hamming Distanz des Codes ebenfalls gleich 2.

Ein empfangener Vektor r = ¢ @ e mit ¢ € C und Fehlervektor e wird eindeutig dem Codewort ¢

zugeordnet werden, falls fiir die Distanz zu einem beliebigen Codewort a gilt
dist(c,c B e) < dist(a,cde)

Das heisst, dass ein empfangenes Codewort demjenigen zugeordnet wird, zu welchem es die

kiirzeste Distanz hat.
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Direkt daraus kann man die Anzahl Fehler wz(e) ableiten, welche eindeutig korrigiert werden

konnen. Fiir eine linearen Code C(n,k,d) sind dies:

wi(e) < V%J

Will man nur Fehler erkennen, so erkennt der Code maximal d-1 Fehler.

Damit wiren wir bereits am Schluss des Theorieteil dieses Kapitels. Sie haben einige neue Ideen
gesehen. Blittern Sie das Kapitel nochmals durch und denken Sie jene Punkte, die Ihnen noch
nicht ganz klar sind, nochmals durch. Anschliessend konnen Sie sich der Lernkontrolle und dem

Tutortest widmen.
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 2.1

Das Wichtigste ist zu sehen, dass die Kanalcodierung dem von der Quelle gesendeten Signal
Redundanz hinzufiigt, welche dann beim Empfinger wieder entfernt wird. Nach der Codierung
wird das Signal moduliert und iiber den Kanal iibertragen. Eine fehlerfreie Ubertragung ist nicht
moglich und somit treten bei der Ubertragung der Daten unweigerlich Fehler auf. Genau hier
setzt die Kanalcodierung an. Die zu Beginn hinzugefiigte Redundanz ermoglicht es dem Emp-
fanger Fehler zu erkennen oder gar zu korrigieren. Wir werden im Verlaufe des Kapitels feststel-
len, dass bei reiner Fehlererkennung der Empfinger den Sender auffordert, ihm das Codewort
nochmals zu senden. Um das Modell jedoch einfach zu halten wurde dieser Riickfithrungska-
nal bewusst weggelassen. Falls Sie an weiteren Details interssiert sind, so konnen Sie diese in

[Lin0O4, S.1-3] nachlesen.

Aufgabe 2.2

Repetionscode:
(1t 1111100 O0T1TT1T1O0O0OO0OT1T11)

Parity Check:

Falls Sie nicht zum richtigen Resultat gekommen sind, dann schauen sie sich die vorgeldsten

Beispiele nochmals an.

Aufgabe 2.3

Durch den Vergleich sollten Sie erkennen, dass in den beiden Féllen unterschiedliche Anforde-
rungen an den Code gestellt werden.

Der Hauptvorteil eines ARQ-Verfahrens ist, dass die reine Fehlererkennung geringere Anforde-
rungen an die Codierungsverfahren stellt. Ausserdem wird den Datenworten weniger Redundanz

hinzugefiigt, weil Fehler nicht korrigiert werden miissen, sondern einfach das Paket nochmals
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gesendet wird. Bei einer niedrigen Fehlerrate, wo nur ein kleiner Teil aller Pakete erneut ange-
fordert werden muss, erweisen sich also ARQ-Verfahren als einiges effizienter.

Die Effizienz von ARQ-Verfahren ist aber bei einer hohen Fehlerrate stark eingeschrinkt, da
viele Pakete nochmals iibertragen werden miissen. Desweiteren kann eine lange Ubertragungs-
strecke bei ARQ-Verfahren zu unerwiinschten Wartezeiten fithren. Zudem muss fiir die Imple-
mentierung eines ARQ-Verfahren ein Riickkanal fiir die Bestitigungs- bzw. Fehlermeldungen
zur Verfiigung stehen. Steht kein Riickkanal zur Verfiigung, muss zwingend ein FEC-Verfahren
gewihlt werden.

Die Implementierung des FEC-Verfahrens sowie auch die Konstruktion des Senders und Emp-
fangers ist um einiges einfacher. So ist unter anderem kein kompliziertes Protokoll fiir den
Daten-/Bestidtigungs-Austausch notwendig. Ist die Einfachheit der Implementierung ein Kri-
terium fiir die Auswahl des Verfahrens, wird sicherlich ein FEC-Verfahren gewihlt. Mit den

heutigen Technologien ist dies jedoch kein wichtiges Kriterium mehr.

Aufgabe 2.4

Man erhilt den Syndromvektor s = (0,0, 1) # 0 Das empfangene Codewort enthélt somit einen

Fehler.

Aufgabe 2.5

Datenwort Codewort
(000) (00000)
(001) (01001)
(010) (11010)
(011) (10011)
(100) (10100)
(101) (11101)
(110) (01110)
(111) (00111)

Aufgabe 2.6

Die Hamming Distanz zwischen y = 1001 und z = 1001 ist 3.
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Lernkontrolle

L1

Welchem Zweck dient die Kanalcodierung? Was ist die Grundidee, mit der dies erreicht werden

soll?

L2

Gegeben sei folgende Generatormatrix

1 1.0 1 0 0 O

01101 0O
G=

1 1 1 0 0 1 O

1 01 0 0 0 1

Berechnen Sie die Codeworte der folgenden zwei Datenworte:

i= (171703 1)
i» = (1,0,0,0)
L3

Ein Code C(4,3,2) kann 2 Fehler korrigieren. Stimmt diese Aussage?
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Losungen zur Lernkontrolle

L1

Die Kanalcodierung dient der Fehlererkennung und -korrektur bei der Ubertragung von Daten.
Die Grundidee, mit der dies erreicht wird, ist das Hinzufiigen von Redundanz.

L2

c1=1i1-G=1(0,0,0,1,1,0,1)

c=1i-G=(1,1,0,1,0,0,0)

L3

Ein C(4,3,2) Code besitzt die Mindestdistanz 2. Somit konnen mit dem Code (d — 1) = 1 Fehler

erkannt werden und Ld%J =0 Fehler korrigiert. Die Aussage ist somit falsch.
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Kapitel 3

ZyKklische Codes

3.1 Einfiihrung und Lernziele

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit einer Teilmenge der linearen Codes, den zyklischen
Codes. Wir werden sehen, welche Eigenschaften ein linearer Code erfiillen muss, damit er als
zyklisch bezeichnet wird. Die zyklischen Codes finden in der Praxis grosse Anwendung und eine
weite Verbreitung. Aus diesem Grund bilden Sie einen Schwerpunkt unseres Leitprogrammes.
Eines der promineteren Beispiele ist sicherlich Ethernet. Am Ende jedes Ethernetpacket, wel-
ches versendet wird, findet sich ein 32 Bit langer zyklischer Code. Wir werden in diesem Kapitel
einige allgemeine Eigenschaften von zyklischen Codes erarbeiten und einige Moglichkeiten zur
Berechnung des Codes aufzeigen.

Nach Abschluss des Kapitels sollten Sie in der Lage sein, einige einfache zyklische Codes zu
berechnen. Desweitern vermitteln wir Thnen ein grobes Verstindnis fiir die Implementierung von

zyklischen Codes.

KAPITEL 3. ZYKLISCHE CODES 31



LERNZIELE
Leitidee
Die zyklische Codierung stellt als Teilmenge der linearen Codes eine in der Anwendung oft
verwendete Art von Code dar.
Dispositionsziele
Die Charakterisierung der zyklischen Codes ist Ihnen bekannt und Sie sind mit deren Anwen-
dung vertraut.
Operationalisierte Lernziele
Sie konnen
e zyklische Codes erstellen.

e cinen zyklischen Code erstellen, welcher sich zur Erkennung von bestimmten Fehlern

eignet.

e cinen zyklischen Code in Software implementieren.
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3.2 Definitionen

Eine spezielle Klasse der linearen Codes sind die zyklischen Codes. Fiir diese ist die Codierung

vergleichsweise einfach und es existieren auch gute Decodierverfahren.

,Ein linearer Code C(n,k) wird zyklisch genannt, wenn jede zyklische Verschiebung eines Co-

dewortes, wieder ein Codewort in C ergibt.* [Lin04, s.135]

Was heisst dies nun genau? Betrachten wir ein Codewort (co---c,—1) € C. Wir verschieben die
einzelnen Zeichen zyklisch, so dass wir mit (cn,k,co---cn_(kH)) € C das um k verschobene
Codewort erhalten. Ist das so entstandene Codewort ebenfalls ein Element von C, so wird der
Code als zyklisch bezeichnet.

Es ist nicht trivial, einem linearen Code anzusehen, ob er zyklisch ist. Es gibt jedoch mathema-

tische Verfahren, dies festzustellen. Hier verzichten wir jedoch auf eine genauere Betrachtung.

Um die algebraischen Eigenschaften eines Codes besser zu verstehen, beschreiben wir im fol-
genden ein Wort v = (vg,v; - - - v,,_1 ) durch ein Polynom v(x) = (vo+vi X +v2X? +---+v, (X" ).

Somit entspricht jedes Wort einem Polynom mit maximalem Grad n-1.

Ein Beispiel:

Aus dem Codewort 11001 erhalten wir nach obiger Regel 1 +X +0-X240-X3 +Xx*

In diesem Abschnitt wird somit das Datenwort zum Datenpolynom, das Codewort zum Code-
polynom und das empfangenen Wort zum empfangen Polynom.

Um gleich zu Beginn einige Verwirrung zu vermeiden, verraten wir Ihnen hier schon vorweg,
dass sich zyklische Codes durch Multiplikation mit einem Generatorpolynom generieren lassen.

Als Formel ausgedriickt:
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3.3 Das Generatorpolynom g(X)

3.3.1 Allgemeine Eigenschaften von g(X)

Dieses Unterkapitel beschiftigt sich mit einigen Eigenschaften des Generatorpolynoms. Es kann
gezeigt werden, dass ein zyklischer Code eindeutig durch ein Generatorpolynom generiert wer-
den kann. Falls Sie sich fiir die Herleitung dieser Eigenschaften interessieren, sind die Seiten

136-140 [Lin04] wirmstens zu empfehlen.

A3.1 Berechnen Sie die Codeworter zu iy = 101 und i = 110, welche mit g(X) = 1 + x?

erzeugt werden. (Denken Sie daran: Die Multiplikation ist modulo zwei zu verstehen.)

Es kann eine grosse Anzahl von Polynomen gefunden werden, die zyklische Codes generieren.
Einige dieser Polynome generieren Codes, mit denen Fehler besser erkannt werden konnen als
andere. Wie diese Generatorpolynome ausgewihlt werden sollen, um gute Codes zu erhalten
ist ein schwieriges Problem. Es gibt jedoch einige gute Klassen von zyklischen Codes, welche

heute praktische Anwendung finden.

Bevor Sie einige Aufgaben und Beispiele ansehen werden, stellen wir IThnen noch die syste-
matische Form von zyklischen Codes vor. Sie erinnern sich: Die systematische Form ist so
aufgebaut, dass die ersten k Bits jedes Codewortes identisch mit den entsprechenden Informati-

onsbits sind.

Um die systematische Form zu erhalten gehen Sie folgendermassen vor:

e Multiplizieren Sie das Informationspolynom i(X) mit X"~
e Berechnen Sie den Rest b(X) der Division von X" *u(X) durch g(X)

e Das codierte Polynom c(X) setzt sich aus b(X) + X" *u(X) zusammen

Machen wir ein Beispiel (aus [Lin04, p142]):

Betrachten Sie den zyklischen Code C(7,4), welcher durch das Generatorpolynom g(X) =1+
X + X3 generiert werden soll. Es sei u(X) = 1+ X> die Nachricht, die codiert werden soll.
Dividieren wir X’ ~%u(X) = X 4 X% durch g(X). Da wir finden, dass die Polynomdivision
im bindren Zahlenraum iibersichtlicher ist, verwenden wir hier diese Darstellung. Zur Erinne-

rung g = 1101 und X3u(X) = 0001001. Fiir die Polynomdivision miissen wir die Polynome
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jedoch so schreiben, dass der hochste Koeffizient zuerst kommt. Wir erhalten somit die Division

3u(X)/g(X) = 1001000/1011.

110 Rest = 110

Der Rest ergibt somit X? + X. Das Codewort ergibt sich dann zu c(x) = b(X) + X3u(X) =
X+X2+X3+X°.

A3.2 Berechnen Sie zu folgenden Nachrichtenworten die Codeworte des C(7,4) Codes mit

gX)=1+X+X3

) i(X

) i(X

)=

) i(X)=X+X>+X3
) = X 4 X3 in der systematischen Form
)=

) i(X) =1 +X 4+ X2 + X3 in der systematischen Form

3.3.2 Fehlerkorrekturfihigkeit

Wir mochten nun die Fihigkeit dieser Methode etwas genauer analysieren: Was fiir Fehler wer-

den denn eigentlich detektiert?
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Zuerst miissen Sie sich im Klaren sein, wie die Daten beim Empfinger verarbeitet werden:

Verarbeitung im Empféinger

Der Empfinger erhilt das Polynom: r(X) = ¢(X) + e(X) = i(X)g(X) + s(X). Zur Kontrolle, ob
das Polynom ein Codewort ist, dividiert der Empfinger das empfangene Polynom durch g(X).

Falls das empfangene Polynom ein Codewort ist, ist das Syndrom s(X) = 0.

Dividieren Sie das erhaltene Polynom d(X)/g(X), so erkennen Sie, dass das Syndrom dem Rest
der Division entspricht. Das Syndrom ist in zwei Fillen null. Einerseits, wie wir bereits gesehen
haben, falls das empfangene Wort einem Codewort entspricht. Andererseits ist s(X) jedoch eben-

falls null, wenn e(X) identisch zu einem Codewort ist. Solche Fehler werden somit nicht erkannt.

Trotzdem: Das Fehlermuster e(X) ist dem Empfinger unbekannt und der Empfinger muss e(X)

aufgrund des Syndroms schitzen.

Bei der Konstruktion des Generatorpolynoms ist es nun wichtig, Polynome zu finden, die so
wenig wie moglich einer ,,Fehlergruppe‘ entsprechen. Somit miissen Sie, bevor Sie eine Aussage

tiber die Korrekturfihigkeit eines g(X) machen wollen, mogliche Fehlerarten kennen.

Einzelbitfehler

Unter einem Einzelbitfehler verstehen wir folgendes Fehlermuster: E(X) = X'. Wir konnen ga-
rantieren, dass alle solche Fehler erkannt werden, wenn wir sicherstellen, dass g(X) aus minde-
stens zwei Termen aufgebaut ist. Es lédsst sich erkennen, dass durch Addition und Verschieben
von g(X) unter keinen Umstidnden ein einzelner Term erzeugt werden kann.

Doch was nun, wenn nicht nur ein Einzelbitfehler, sondern zwei auftreten? Das Fehlerpolynom
ist somit von folgender Gestalt: E(X) = X'+ X/ = X/(X"~/41). Um solche Fehler zu erkennen,
geniigt es, wenn weder X noch X* + 1 durch das Polynom g(X) teilbar sind (k entspricht dem

maximalen Wert von i — j).
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Ungerade Anzahl Bitfehler

Als néchstes betrachten wir Fehlerarten mit ungerader Anzahl Bitfehler, wie zum Beispiel E(X) =
X° +X? + 1. Ein Gegenbeispiel, bei welchem die Anzahl Fehler gerade ist, wire E(X) = X +X.
Es kann gezeigt werden, dass jedes Polynom mit ungerader Anzahl Summanden nicht durch
X + 1 dividierbar ist. Enthélt somit das Polynom g(X) (X + 1) als Faktor, werden alle Fehler mit

ungeraden Bitzahl erkannt.

Burstfehler

Als letztes betrachten wir noch Burstfehler. Dies ist wohl die wichtigste Klasse von Fehlern,
die wir hier betrachten. Ein Burstfehler der Lange k kann folgendermassen dargestellt werden:
E(X) =X/ (X*14...4+X 4 1). Wenn nun k geringer ist als der Grad von g(X), kann gezeigt
werden, dass der Rest niemals null ergeben kann und somit alle Burstfehler der Linge k kleiner

dem Grad von g(X) erkannt werden kdnnen.

Weiter kann gezeigt werden, dass nur ein gewisser Anteil von Fehlern nicht detektiert werden

kann, falls k den Grad des Polynoms iiberschreitet. Falls der Grad um eins grosser ist als der

(k=1)

Grad des Polynoms so sind es 2™ aller Fehler. Ist der Grad noch hdher sind es nur 27 aller

Fehler, die nicht detektiert werden.

A3.3 Betrachten wir nochmals das Generatorpolynom g(X) = 1 +X + X3. Werden die zu-

gehorigen Codeworte betrachtet, erkennt man, dass die minimale Distanz 3 ist.
a) Bestimmen Sie die Anzahl Einzelfehler, die mit dem Code detektiert und korrigiert wer-

den koOnnen.

b) Bis zu welcher Linge werden alle Burstfehler erkannt und wie sieht es aus, wenn diese

Liange tiberschritten wird?
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3.4 Implementierung

Kommen wir nun zur konkreten Implementierung eines zyklischen Codes. Zyklische Codes
konnen relativ gut in Hardware und Software abgearbeitet werden. Wir werden Thnen ein Hard-

warebeispiel vorstellen und Sie werden eine Software-Routine erarbeiten.

3.4.1 Hardware

Der folgende Abschnitt ist grosstenteils aus [Lin04, S. 147ff] tibernommen.

Wir haben bis anhin im Kapitel gesehen, dass fiir das Berechnen der systematischen Form fol-

gende drei Schritte notwendig sind:

e Multiplizieren Sie das Polynom u(X) mit X"*

e Dividieren Sie das Resultat durch g(X) = 1+g;X +--- g,_s_1 X" ¥ 1 4+ X"k um den Rest
b(X) =bo+b1X +brX? +---by__1X" ¥ zu erhalten

e Bilden Sie das Codewort aus b(X) + X" *u(X).

Dies kann durch die folgende Schaltung erreicht werden:

; Gate

@ @ En—k -1

by ° b, ° by [ ese b, »{ +
Message X" fa(X) : »o. Codeword

— >
Parity-check
digits

Abbildung 3.1: Hardwaremodell aus [Lin04, S. 148]

Das Codewort erhilt man nun folgendermassen:

e Schalten Sie das Gate ein. Die k Informationsbit des Polynoms u(X) = up +u; X +--- +

ur—1X*=1 werden in den Kommunikationskanal (mit Codeword gegekennzeichnet) und
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gleichzeitig liber das Gate in die Schaltung gespeist. Im Modell wird dieser Eingang mit
X"~*u(X) beschrieben. Das Einspeisen in den Kommunikationskanal mit dem hochstwer-
tigen Bit zuerst kommt einer Multiplikation mit X" ¥ gleich, wenn anschliessend noch die

Bits des Restpolynoms eingespiesen werden.
e Schalten Sie das Gate aus.

o I[st das letzte Bit des Nachrichtenworts eingespeist, entspricht der momentane Inhalt des
Shiftregister den Bits des Restpolynoms. Speisen Sie auch diese in den Kommunikations-

kanal.

Somit haben Sie eine einfache Schaltung gesehen, die die nétigen Anforderungen fiir die Codie-

rung einer Bitsequenz erfiillt.

3.4.2 Software

Um das Softwareprogramm zu entwerfen schauen wir uns nochmals die Polynomdivision etwas

genauer an: Wir hatten in Aufgabe 3.1 d) folgendes Beispiel:

111 Rest =X"2 + X + 1
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Um das Softwareprogramm zu implementieren, formulieren wir die Polynomdivision etwas um.

Im Grunde machen Sie doch Folgendes:

Sie nehmen 1111000 und falls sich an der ersten Stelle eine 1 befindet, so addieren Sie dazu
1011. Dasselbe machen Sie mit dem Resultat der Addition, bis nur noch drei Datenbits iibrig

sind.

A3.4 Formulieren Sie das Ganze in Pseudocode
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Losungen der Aufgaben

Aufgabe 3.1.
Das Codewort erhalten Sie mit ¢(X) = i(X) - g(X). Somit sollten Sie c; = (1+X?)- (1 +X?) =
(14+X*) =1001und c; = (1+X)-(14+X?) = (1+X +X>+X>) = 1111 erhalten haben.
Aufgabe 3.2.

a) c(X)=i(X)g(X)=X+X>+Xx*

b) c¢(X)=i(X)g(X) =X +X>+X°

¢) i(X) =X +X? in der systematischen Form

1010000 / 1011 = 1001

011 Rest =$0\cdot X*2 + X + 1S

Der Rest ergibt somit X + 1. Somit sollten Sie ¢(X) = b(X) +i(X)X3 =1 +X +X*+X°©

erhalten.

d) i(X) =1+X+X?+ X3 in der systematischen Form

1111000 / 1011 = 1101
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111 Rest =SX"2 + X + 1§

Der Rest ergibt somit X2 +X + 1. Somit sollten Sie ¢(X) =b(X) +i(X)X> =1+X +X>+
X3 +X*+ X3 + X erhalten.

Aufgabe 3.3

a) Aus Kapitel 2 wissen Sie: Die Anzahl der erkannten Einzelfehler ist: d — 1 = 2. Fiir die

Anzahl der korrierbaren Fehler gilt: % =1.

b) Es konnen alle Burstfehler mit einer Lénge bis zum Grade des Polynoms erkannt werden.
In unserem Fall wire das die Linge 3. Falls die Linge grosser als 3 ist, gilt dass ebenfalls

ein grosser Anteil der Fehler erkannt werden.

Aufgabe 3.4

Laden Sie in ein Register das Datenwort mit den angehéngten Nullen.
Laden Sie das Generatorpolynom ebenfalls in ein Register
for (i;i<n-k;i++)
Schieben Sie das Datenegister ein Bit nach links.
Falls Sie eine 1 finden, so bilden Sie die Addition zwischen dem Daten- und dem

Generatorpolynomregister und speicheren Sie diese im Datenregister.

End
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Die ersten k Bits des Datenregisters erhalten nun den Rest.

3.4. IMPLEMENTIERUNG

43



Lernkontrolle

L1

Berechnen Sie zu folgenden Nachrichtenworten die Codeworte des C(7,4) Codes mit g(X) =
1+X+X°

a) i(X)=1+X
b) i(X) = 1+X?+X? in der systematischen Form

d) i(X) =1 in der systematischen Form

L2

Welche Eigenschaften muss g(X) haben, um

o Einzelfehler

e cine ungerade Anzahl an Fehlerbits

zu erkennen?

L3

Aus [Lin04]: Zeichnen Sie die in Kapitel 3.4 gegebene Schaltung fiir das Polynom g(X) =
1+X+X3.
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Losungen zur Lernkontrolle

L1
a) c(X)=iX)g(X)=1+X>+X3+x*

b) i(X) = X +X? in der systematischen Form

1101000 / 1011 = 1111

Der Rest ergibt somit 1. Somit sollten Sie ¢(X) = b(X) +i(X)X3 = 1+ X3+ X> + X

erhalten.

¢) i(X) = 14X +X?+X? in der systematischen Form

0001000 / 1011 = 0001
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011 Rest = 011

Somit sollten Sie ¢(X) = b(X) +i(X)X? = 1 + X + X? erhalten.

L2

e Um solche Fehler zu erkennen, geniigt es, wenn weder X noch X* + 1 durch das Polynom

g(X) teilbar sind. k entspricht dem maximalen Wert von i — j.

e Enthilt das Generatorpolynom g(X) X + 1 als Faktor, werden alle Fehler mit ungerader

Bitzahl erkannt.

L3

Gate =

. _@_> - ;(i)

Message X" fu(X) Codeword

o\o—>

 ———
Parity-check
digits

Abbildung 3.2: aus [Lin0O4, S. 148]
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Kapitel 4

Erginzende mathematische Grundlagen

4.1 Einfiihrung und Lernziele

Was geschah bisher? In den vergangenen Kapiteln haben Sie die Rechnungen in der Modulo-
2-Arithmetik bzw. mit Polynomen gelost. Fiir die Modulo-2-Arithmetik hatten wir zwei Wahr-
heitstafeln eingefiihrt. Diese Tafeln legten den Grundstein fiir die Modulo-2-Arithmetik und
zeigten, wie man binire Zahlen miteinander zu verrechnen hat.

Was geschieht jetzt? Wir beschreiten nun einen neuen Weg: Wir verallgemeinern diese Metho-
den. Dies wird es uns im Kapitel 5 erlauben, bessere Codes zu verstehen und anzuwenden! Bei
der Modulo-2-Arithmetik handelt es sich ndmlich nur um einen Spezialfall einer allgemeinen
Arithmetik.

Wie geschieht das? Wir werden
e in einem ersten Schritt die Modulo-2-Arithmetik allgemeiner darstellen und definieren.
e cine spezielle Art dieser Konstrukte genauer behandeln.
e den Umgang mit dieser speziellen Art iiben.

Wir wollen Thnen vor allem ein Verstdndnis vermitteln und uns weniger auf mathematische

Details konzentrieren.
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LERNZIELE
Leitidee

Bei den bis jetzt besprochenen Codes reichten wenige mathematische Grundlagen wie
Polynom- oder Matrizenrechnung aus. Zur Verbesserung der Effizienz und Sicherheit von Co-
des sind weitere mathematische Kenntnisse von Noten. Hier soll deshalb in die Theorie der

Galois-Korper eingefiihrt werden.

Dispositionsziele
Wir verfolgen zwei Dispositionsziele:

e Sie erweitern [hr Zahlenverstindnis um die Klasse der Galois-Kdorper. Damit lernen Sie

eine neue Art von Algebra kennen.

e Sie erarbeiten sich die Grundlagen fiir das Kapitel 5.

Operationalisierte Lernziele

Sie
e konnen die Eigenschaften von Korpern nennen und iiberpriifen
e kennen die Eigenschaften von Galois-Korpern und von ihren Elementen.
e sind in der Lage, einfache Galois-Korper herzuleiten.

e konnen Gleichungen iiber bestimmten Galois-Korpern 16sen und Formeln vereinfachen.
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4.2 Korper

4.2.1 Definition

Ein Korper ist definiert als eine Menge von Objekten (Zahlen), die mit zwei Operationen (Rech-
nungsarten) miteinander verkniipft sind. Im Normalfall geht man hier von Addition und Multi-
plikation aus. Ausserdem miissen diese beiden Operationen umkehrbar sein. Die fast wichtigste
Eigenschaft ist aber, dass jede Verkniipfung von Objekten aus der Menge wieder ein Objekt

dieser Menge ergeben muss (Abgeschlossenheit).

Bsp. 4.1 Ein Beispiel fiir einen Korper ist die Menge der reellen Zahlen mit den Verkniip-
fungen Addition und Multiplikation R(+, x). Egal, welche reellen Zahlen Sie mit den beiden
Operationen verkniipfen, Sie werden wiederum eine reelle Zahl erhalten. Die Addition ldsst sich
mit Subtrahieren, die Multiplikation mit Dividieren invertieren. Unser ,,normales* Zahlenver-

standnis basiert also auf Korpern!

A4.1 Uberlegen Sie sich kurz, ob auch die rationalen Zahlen einen Korper bilden. Ergibt das
Verrechnen zweier rationaler Zahlen wiederum eine rationale Zahl? Zeigen Sie dies anhand
einiger Beispiele, argumentieren Sie also ohne grosse Mathematik.

Zur Erinnerung: Rationale Zahlen sind all jene Zahlen, die sich als Bruch darstellen lassen,

3

Im Gegensatz zu Bsp. 4.1, wo wir Thnen einen unendlich grossen Korper vorgestellt hatten,
verwendet man in der Codierungstheorie endliche Korper. Diese besitzen eine definierte An-
zahl an Elementen. Man nennt diese Korper zu Ehren des franzosischen Mathematikers Evariste

Galois Galois-Korper.

Notation: Den Galois-Korper mit q Elementen bezeichntet man mit GF (¢) oder F,,.

Bsp.4.2 Dieim Kapitel 1 eingefiihrte Modulo-2-Arithmetik bildet ebenfalls einen Korper! Wir
rechneten damals mit 2 Elementen, nimlich O und 1. Als Verkniipfungen haben wir Addition und

Multiplikation verwendet, die wir beide mit Wahrheitstafeln eingefiihrt hatten.
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4.2.2 Eigenschaften

Anhand dieser Modulo-2-Arithmetik erldutern wir Thnen nun die Eigenschaften eines (endli-

chen) Korpers. Wir geben zu den Definitionen (aus [Sweeney91]) immer gerade das Entspre-

chende aus der Modulo-2-Arithmetik an.

. Es sind zwei Operationen definiert.

Das sind in unserem Fall die Addition und Multiplikation aus den Wahrheitstafeln.

. Die Verkniipfung zweier Elemente mit diesen Operationen ergibt wieder ein Element des

Korpers (Abgeschlossenheit).

Dies erkennt man leicht an den Wahrheitstafeln, so ist z.B. 1 +1 = 0, also wieder ein

Element des Korpers.

. Ein Element ist das Null-Element, so dass a+ 0 = a fiir alle a aus dem Korper.

Wir haben hierfiir das Element 0. Soistz.B. 1 +0=1.

4. Ein Element ist das Eins-Element, so dass a-1 = a fiir alle a aus dem Korper.
In der Modulo-2-Arithmetik ist das Eins-Element gleich 1. Ein anderes Beispiel wére bei
Matrizen die Einheitsmatrix als Einselement.

5. Fiir jedes Element a aus dem Korper existiert ein additiv inverses Element —a, so dass
a+(—a)=0.
In der Modulo-2-Arithmetik ist jedes Element auch gleich sein inverses, so ist z.B. 1+
(-)=1-1=1+1=0.
Wir erinnern Sie daran, dass Addition und Subtraktion ja genau gleich sind!

6. Fiir jedes Nicht-Null Element a existiert ein multiplikativ inverses Element a=', so dass
a-al=1.
Das einzige Nicht-Null Element in der Modulo-2-Arithmetik ist 1. Auch hier ist das mul-
tiplikativ inverse Element genau gleich dem Element, 1-1 = 1.
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7. Es gelten die drei folgenden Gesetze:

Assoziativgesetz  a+(b+c¢) = (a+b)+c und a-(b-c) = (a-b)-c
Kommutativgesetz a+b = b+a und a-b = b-a

Distributivgesetz  a-(b+c¢) = a-b+a-c

Alle diese Gesetze gelten ebenfalls fiir die Modulo-2-Arithmetik. Als Beispiel das Kom-
mutativgesetz: 1 +0=1=0+1und 1-0=0=0-1.

» Nur endliche Korper, deren Grosse eine Primzahl oder ein Vielfaches einer Primzahl ist, konnen

5 ’% diese 7 Eigenschaften erfiillen.

A4.2  Zeigen Sie, dass die Menge {0,1,2,3,4,5} kein endlicher Korper beziiglich Addition

und Multiplikation ist. Beachten Sie, dass die Operationen natiirlich modulo 6 zu verstehen

a’ sind, z.B. 5+ 1 =0!
Tipp: Schauen Sie sich z.B. die additiv inversen Elemente an.

Sie sehen, dass es sich bei der Modulo-2-Arithmetik genau genommen um einen Galois Korper
der Grosse 2 mit den Verkniipfungen Addition und Multiplikation handelt, also {0, 1}(®,®).
Achtung: Sie miissen klar zwischen logischen und algebraischen Operationen unterscheiden.
Wihrend wir bei Gattern logische Operationen wie AND oder EXOR verwenden, sind es bei
den Galoiskorpern algebraische Operationen wie Addition oder Multiplikation.

Bei der logischen Operation AND handelt es sich z.B. um die algebraische Operation Multipli-

kation, und bei der logischen Operation EXOR um die algebraische Operation Addition.

» Wir fassen nochmals zusammen:

5’% e Korper miissen die oben genannten 7 Eigenschaften erfiillen.

e Die Grosse von endlichen Korpern ist entweder eine Primzahl oder ein Vielfaches einer

Primzahl.
e Ein Galois-Korper GF (gq) ist ein endlicher Korper der Grosse g.

e Die uns mittlerweile gut bekannte Modulo-2-Arithmetik bildet den Galois-Korper GF (2).
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4.3 Galois-Korper GF(2%)

4.3.1 Motivation

Endliche Korper konnen neben den uns bekannten ,,Ziffern* auch andere Elemente enthalten.
Um diese Elemente zu veranschaulichen, machen wir einen Vergleich:

Die Gleichung 4X? + 1 = 0 besitzt keine reelle Losung. Um sie trotzdem losen zu konnen,
erweiterte man den Korper der reellen Zahlen zu jenem der komplexen Zahlen, indem man
i = v/—1 und weitere Rechenregeln einfiihrte.

Wechseln wir nun in den biniren Zahlenraum und betrachten uns die Gleichung X> +X +1=0.
Obwohl wir als Koeffizienten bindre Zahlen genommen haben, existiert keine Losung im biniren
Zahlenbereich 0,1. Das kann man durch Einsetzen leicht erkennen. Um diese Gleichung 16sen
zu konnen, muss man auch hier eine ,,neue‘ Zahl einfithren. Wir nennen diese o, . Wir wissen

nun aber nicht viel iiber «, sondern nur, dass o die Gleichung o3 + o+ 1 = 0 erfiillt...

4.3.2 Konstruktion

Wir erweitern jetzt den Galois-Korper GF(2). Anhand der Gleichung
o +at+1=0

lasst sich schrittweise der Galois-Korper GF(8) herleiten (siehe Tabelle 4.1). Dieser Korper
verfiigt iiber 8 = 23 Elemente, weshalb wir ihn in Zukunft als GF (2*) bezeichnen. Mit der 2
zeigen wir so gleichzeitig, dass dieser Korper nichts anderes als eine Erweiterung der Modulo-2-
Arithmetik ist. Die im Kapitel 1 eingefiihrten Wahrheitstafeln gelten also weiterhin! Ausserdem
sind natiirlich O und 1 ebenfalls Elemente dieses Galois-Korpers.

Die weiteren Elemente des Galois-Korpers GF(2*) kann man nun durch fortlaufendes Poten-

zieren von o konstruieren. So erhalten wir zu 0, 1 und o also

0062

o o
Dieses Element konnen wir aber weiter vereinfachen, denn wir kennen ja die Gleichung

o +a+1=0.
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Wie bereits bei der Modulo-2-Arithmetik ist auch in den Galois-Korpern die Addition
und Subtraktion gleich, so z.B. a+oa=0o-(1+1)=0o-(0) =0.

Diese Eigenschaft gilt fiir alle Elemente. Die urspriingliche Gleichung ldsst sich also um-

schreiben zu

o =a+1

Somit koénnen wir o auf eine Summme von kleineren Elementen zuriickfiihren. Man

bezeichnet diese Darstellung als Polynomdarstellung.

e Das niichste Element o* wird zu (Einsetzen von o = o+ 1)

at=o-o’=a-(a+1)=0’+o

die weiteren Elemente o und o lassen sich analog herleiten.

o =... =0 +o+1 4.1)

a®=.. . =a’+1 4.2)
o Als niachstes Element erhilt man

7

o =a-al=a-(2+)=c+o=(a+1)+a=1

Dieses Element ist aber bereits Bestandteil des Galois-Korpers. Also kann man hier ab-

brechen, da alle weiteren Potenzen sich auf die 8 Elemente zuriickfithren lassen.

0

1

o

o

o} = o+1
ot = ol+a
o> = ol+a+l
o = o?+1

Tabelle 4.1: Elemente des Galois-Korpers GF (2°)
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+ Wir wiederholen nochmals die bei der Herleitung offensichtlich gewordenen Tatsachen:

NP
5 e Addition und Subtraktion sind gleich!

e Alle Potenzen von o grosser als a” lassen sich auch als Polynome kleinerer Ordnung
darstellen. So lisst sich auch die Addition einfach durchfiihren, z.B. o+ o’ = (o) + (o> +

a+1)=0’+1=ab.

e o/ =1, d.h alle hoheren Potenzen von o lassen sich auf die 8 angegebenen Elemente

reduzieren.

& A4.3 Berechnen Sie in GF(2?)

a) die Polynomdarstellung von o und o, leiten Sie also die Gleichungen (4.1) und (4.2) her.

b) & +a+1

Sie finden weitere Galois-Korper, die Sie im Rest des Leitprogrammes brauchen werden, im

Anhang A.

4.3.3 Eigenschaften
Primitive Elemente, Ordnung eines Elementes

Ein Element eines Galois-Korpers ist primitiv, wenn man aus ihm durch Potenzieren ausser 0

alle anderen Elemente konstruieren kann.

o

/ Bsp.4.3 Im Galois-Korper GF(23) ist o® ein primitives Element. Sei 3 ein beliebiges Element

des Galois-Korpers. Wenn wir B = o setzen, so ergibt das fortlaufende Potenzieren von B:

B2 = 0l = o -0 = o3
pP=al’=0o’-a’-a=qa
B* = 020 = o
B5 — 05 — ot
B6 = 030 = o2

57 =o = (067)5 =1
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Es lassen sich also alle Elemente, abgesehen von 0, aus o’ herleiten.
Ob ein Element eines Galois-Korpers primitiv ist, ldsst sich auch aus seiner Ordnung herleiten,

wie wir gleich zeigen werden.

Definition: Sei 3 ein beliebiges Element eines Galois-Korpers. Dann definiert man die Ord-

nung n dieses Elementes als die kleinste natiirliche Zahl, so dass " = 1.

Es gilt fiir alle primitiven Elemente aus GF (2™), dass ihre Ordnung 2" — 1 ist.

Bsp.4.4 Die Ordnung von o im Galois-Kérper GF (2°) ergibt sich zu 7, denn erst (o)7 = o
ergibt 1. Da7 =2" — 1 =23 — 1 =7 ist, wissen wir auch gleich, dass o® ein primitives Element

ist!

A4.4 Berechnen Sie die Ordnung der restlichen Elemente (ausser 0) von GF (23). Was fillt

Ihnen dabei auf?

Minimales Polynom

Wichtiger Bestandteil der Galois-Korper sind die minimalen Polynome. Wir werden diese im
nichsten Kapitel verwenden, um Codes zu konstruieren. Zu jedem Element eines Galois-Korpers
existiert ein solches minimales Polynom. Ausserdem konnen mehrere Elemente das gleiche mi-
nimale Polynom haben.

Wir zeigen Thnen das allgemeine Vorgehen gleich zusammen mit einem Beispiel:

/ Bsp. 4.5 Wir bestimmen das minimale Polynom von . Das Vorgehen ist sehr systematisch:

1. Sei B ein beliebiges Element eines Galois-Korpers. Wir wihlen = o

2. Man suche nun die konjugierten Elemente von . Das sind diejenigen Elemente, die aus

B durch fortlaufendes Quadrieren entstehen, also:

[327 [347 [387 [316’
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Abgebrochen wird das Quadrieren, wenn man wieder das urspriingliche Element, also 3

erhilt. In unserem Fall ergibt sich

BZ — (062)2 = ot
B4:(a2)4 — OL8:OL7-O(:OC
582(062)8 — 0616:067'OL7~(12:(12:B

Die konjugierten Elemente von o sind also o und o/*.

3. Nun kann man bereits das minimale Polynom mg bilden, mit:
mp(X) = (X +B) (X +B7)- (X +B) - (X +B) - ..
Fiir uns heisst das
mee(X) =my(X) =X +a)- X+a?) - X+oH)=...=X>+X+1

Dabei kiirzen wir hier die Schreibweise ab mit my; = m;.

%/ Bsp. 4.6 Wir setzen o in sein minimales Polynom ein:

m(o) =0’ +o+1=(a+1)+at+l=(at+a)+(1+1)=0

Genau gleich wiirde sich durch Einsetzen von o und o die Losung 0 ergeben. Man bezeichnet
das minale Polynom deshalb als minimal, weil es das kleinste Polynom ist, dass die konjugierten

Elemente als Nullstellen hat.

A4.5 Wir haben also fiir drei Elemente bereits das minimale Polynom hergeleitet. Abgesehen
von den beiden minimalen Polynomen von 0 und 1 existiert noch ein zusétzliches minimales

Polynom im Galois-Korper GF (23). Bestimmen Sie dieses! Gehen Sie dabei vom Element o®

aus.
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4.4 Losen von Gleichungen in Galois-Korpern

Um Ihnen die Galois-Korper noch etwas nédher zu bringen, werden Sie in diesem Kapitel Glei-
chungen in Galois-Korpern 16sen. Sie werden in diesem Kapitel die Gemeinsamkeiten erkennen,

die unser ,,ganz normaler* Zahlenkorper R mit den Galois-Korpern hat.

Bsp.4.7 Wir losen die Gleichung o - X + 1 =0 in GF (2%).

AR

e
Il

1
Hier haben wir im Zihler 1 durch o’ ersetzt und anschliessend gekiirzt.

Bemerkung: Man bezeichnet jene Elemente, deren Einsetzen in eine Formel O ergibt, als

Wurzeln oder Nullstellen der Formel. Hier ist also o* eine Wurzel der Formel o - X + 1.

A4.6 Losen Sie die Gleichung o - X 4 o = a?.

Zum Abschluss dieses kurzen Kapitels haben Sie noch die Gelegenheit ein Gleichungssystem 2.

Ordnung in GF (23) und eine Gleichung in GF(2%) zu 16sen.

A4.7 Losen Sie in GF(2%) das Gleichungssystem

oX +atY = o
X +a’y =all

Tipp: Losen Sie die zweite Gleichung nach X auf und setzen Sie sie in die erste Gleichung ein.

4.4. LOSEN VON GLEICHUNGEN IN GALOIS-KORPERN 57




a 4.8 Losen Sie in GF(2*) die Gleichung
X+’ +ox+al®=0.

Tipp: Versuchen Sie die Losung durch Einsetzen zu berechnen. Sie finden den Galois-Korper
GF(2*) im Anhang A.
Beachten Sie, dass in GF (24) gilt: o' = 1.

Voila! Widmen Sie sich nun der Lernkontrolle. Sie werden dort insbesondere den Umgang mit
GF (2%) etwas weiter vertiefen. Nach dem bestandenen Tutortest sind Sie somit reif fiir Kapitel

5!
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Losungen der Aufgaben

Aufgabe 4.1 Welche rationalen Zahlen Sie auch immer miteinander verkniipfen, Sie werden
als Resultat eine rationale Zahl erhalten. Zum Beispiel ergibt % . % = % = %. Sie sollten mit
ihren Beispielen zum gleichen Schluss gekommen sein. Also bilden auch die rationalen Zahlen

einen Korper.

Aufgabe 4.2 Es lassen sich viele Argumente finden, warum GF(6) nicht existiert. So hat zum
Beispiel 2 kein multiplikativ inverses Element. Es gibt also kein Element X in der Menge, so

dass2-X =1.

Aufgabe 4.3

A =o-ot=a-(?+a)=}+o? =’ +a+1

ab=a-o® =0 (> +a+)=c+a?+o=(a+1)+0?+a=0’+1
b) &+ +1=(+a+1)+a’+1=a
Aufgabe 4.4 Ausser 1 haben alle Elemente die Ordnung 7, sind also primitiv!

Wir geben Thnen fiir 2 Elemente, o> und o den Losungsweg an: Links fiir B = o und rechts

fiir p = ot

B=a? B=a

B2 = ot B=ad=a-a=a

B3 = af B=a?2=a"-a5=0o

Br=of =0 -a=a B = a6 = (a7)? o2 = o

B =l = o o = o B = a2 = (o7)2- o = af

Bo=a?2=a’ o=’ BO = a2 = (o)} o = o

Bl =a4=a -’ =1 B7 = a2 = (o) =1
Aufgabe 4.5

1. Wir wihlen B = o.
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2. Durch fortlaufendes Quadrieren ergibt sich

BZ — ((13)2 — of
B4 — (063)4 = oa2=07-a®°=¢°
BS — ((XS')S = o= =0a3

Die konjugierten Elemente von o® sind also o und o

3. Das minimale Polynom ergibt sich zu

mp=mz=(X+0)- (X+0a)- (X+a®)=... =X +X>+1

Zur Ubersicht finden Sie in Tabelle 4.2 nochmals alle Elemente aus GF (2*) mit ihren minimalen

Polynomen.

Element(e) Minimales Polynom

0 X

1 X+1

oo, 0t X34X+1

o, 00,08 X34X2+1

Tabelle 4.2: Minimale Polynome des Galois-Korpers GF (2°)

Aufgabe 4.6

o X =+

4 3

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass o + o die Polynomdarstellung von a* ist. Es sind

aber natiirlich beide Resultate richtig.

Aufgabe 4.7 Wir l6sen die zweite Gleichung nach X auf und vereinfachen Sie. Beachten Sie,
dass o/ =1

X=oY+o!' =y +a
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Wir setzen nun in der ersten Gleichung ein.

a- (Y+ot)+aty =a’
oY+’ + oty =o
(a*+a) Y =’ 403
(> +oata) Y=o +a’
oY =o’ +a

Y=c’+o=(a+1)+oa=1

Wir gehen wieder zur Gleichung 2 und setzen Y = 1 ein
X=Y+o*=14+a*=14+c’+a=0o’
Die Losungen sind also X = o und ¥ = 1.

Aufgabe 4.8 o, o und o. Die Losung ergibt sich durch Einsetzen. Fiir z.B. x = & berechnet

sich die Gleichung wie folgt:

4o +ox+ol? = (o) + 0’ (af)? + aaf) + !’ = ¥ + ol + ol + a0 =

=+l +a’+al =+l + (P +a+ 1)+ (e +a+1)=0
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Lernkontrolle

L.1

Berechnen Sie in GF(23) die Formel d(X) = X’ 4+ X° + X* + 1 fiir

a) X=u
b) X =ao?
L.2

Losen Sie die Gleichung aX? 4+ o?X + o> 4+ 1 = 0. Suchen Sie die Losung durch Einsetzen der
Elemente des Galois-Korpers GF(23).

L.3

Es existieren natiirlich weitere Galois-Korper, so zum Beispiel GF (2*). In Bsp. 4.3 haben wir
Ihnen gezeigt, wie sich aus einem primitiven Element der ganze Galois-Korper herleiten lasst.
Versuchen Sie nun selbst, mit Hilfe der Tabelle ,,Elemente* auf Seite 79 im Anhang A, die Ord-
nung der Elemente in GF (2%) herzuleiten. Bestimmen Sie ausserdem, welche dieser Elemente
primitiv sind.

Hier 2 Tipps:

e Formeln lassen sich vereinfachen, indem man Elemente mit ihrer Polynomdarstellung

schreibt, z.B. in GF (2*) fiir a® den Ausdruck o + o verwendet.

e Die Ordnung der primitiven Elemente eines Galois-Korpers GF (2™) ist 2" — 1.

L.4

Losen Sie in GF(23) das Gleichungssystem

o’X + oY = o

X +aY =0
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Losungen der Lernkontrolle

L.1
a) dla)=o’+a’+ot+1=(1)+(®+o+1)+(+1)+1=..=a
b) do?) = +alP+al?+1= () +(a)+ () +1=...=c>+1 =0

Beachten Sie, dass man Ausdriicke wie o' umschreiben kann zu o!3 = o7 - 00 = 1 - = a®.
L.2
o2 und o.

L.3

Die primitiven Elemente haben in GF(2%) alle die Ordnung 2* — 1 = 15. Die folgende Tabelle

zeigt die Ordnung aller Elemente.

Element(e) Ordnung
1 1
a, o2, o, od 15

o, 00,0, al2 3
o, ol0 5

ol ol o3 ot 15

Also sind o, o2, o, o’, o8, a!!, oo!3 und a4 primitiv.

L4

Die Losungen sind X = o* und ¥ = 0. Diese ergeben sich zum Beispiel wie folgt:
Wir 16sen die zweite Gleichung nach Y auf: ¥ = o>X. Dies setzen wir nun in die erste Gleichung

ein: 02X + o - (02X) = 02X + o’X = o>X + X = (o> + 1)X = a8X = o®. Daraus folgt X =

% =a 3 =a 3 o’ = o Nun konnen wir dieses Resultat in die zweite Gleichung einsetzen

und erhalten: o’ + oY = 1+Y =0. AlsoistY = 1.
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Kapitel 5

Additivum: BCH-Codes

5.1 Einfithrung und Lernziele

Was geschah bisher? In Kapitel 4 haben Sie die Galois-Korper kennengelernt. Sie konnen mit
Elementen aus Galois-Korpern mathematische Gleichungen und Formeln berechnen.

Was geschieht jetzt? In diesem Kapitel benutzen Sie die Galois-Korper, um eine neue Klasse
von Codes zu konstruieren. Diese Codes sind bekannt unter dem Namen BCH-Codes. BCH
steht fiir die Entwickler dieses Codes, namentlich Bose, Ray-Chaudhuri und Hocquenghem.
Wie geschieht das? Wir gehen genau so vor, wie Sie in einem Ubertragungsysteme ein Wort

senden wiirden:

e In einem ersten Schritt zeigen wir Thnen, wie man aus einem gegebenen Galois-Korper

fiir eine verlangte Anforderung einen passenden Code konstruiert.
e Anschliessend werden Sie selber einen solchen Code konstruieren

e Diesen konstruierten Code verwenden Sie dann zur Codierung, indem Sie nach den in

Kapitel 3 vorgestellten Verfahren vorgehen.

e Wir zeigen Thnen dann, wie Sie die empfangene Sequenz wieder decodieren und korri-
gieren konnen und geben Ihnen die Gelegenheit, dies anhand eines empfangenen Code-

wortes zu iiben.

BCH-Codes werden zum Beispiel bei DAB (Digital Audio Broadcasting) verwendet. DAB soll

bis Ende 2008 in der ganzen Schweiz zu empfangen sein.
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LERNZIELE

Leitidee

Oft ist es wichtig, fiir gegebene Spezifikationen einen genau passenden Algorithmus zu ent-
wickeln. BCH-Codes erlauben es, ganz spezifische Anforderungen zu erfiillen.
Dispositionsziele

Sie erkennen, wie sich anhand mathematischer Konstruke praktikable Codes erstellen lassen.

Operationalisierte Lernziele

Sie konnen

mit einem gegebenen Galois-Korper einen BCH-Code fiir eine verlangte Spezifikation

konstruieren.

diesen Code zur Codierung verwenden.

Fehler bei der Decodierung erkennen und korrigieren.

die zusitzlichen Eigenschaften von BCH-Codes nennen.
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5.2 Konstruktion

Nach der vorangegangenen Einfithrung in endliche Korper wollen wir diese nun das erste Mal
anwenden. Die BCH-Codes gehoren zu den zyklischen Codes. Sie werden so konstruiert, dass
sie eine definierte Anzahl von Fehlern korrigieren konnen. Und darin besteht auch ihr grosser
Vorteil!

Es gilt, dass fiir jeden positiven Wert m und ¢ ein BCH-Code mit folgenden Eigenschaften

existiert:
e Blockldange: n =2" —1
e Anzahl korrigierbare Fehler: t < 2!

Aus m folgt direkt der zu verwendende Galois-Korper GF (2™).

Uberlegen Sie kurz: Was sagt die Bedingung ¢ < 2"~ ! aus? Genau: Um mehr Fehler korri-
gieren zu konnen, muss man grossere Galois-Korper nehmen. Sie konnen sich gut vorstellen,

dass die Sache also mit zunehmender Fehleranzahl nicht einfacher wird!

Das Generatorpolynom g(X) dieses Codes ist das Polynom mit tiefstem Grad, das als Null-
stellen o, o?, o3, ..., o* hat. Man definiert das Polynom dabei natiirlich iiber dem gleichen

Galois-Korper GF (2™).

Nimmt man m;(X) als das minimale Polynom fiir die obigen o, dann ist g(X) das kleinste ge-

meinsame Vielfache der einzelnen minimalen Polynome (least commom multiple (LCM)):
g(X)=LCM(my(X), my(X),...,my(X))

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist hier bezogen auf Polynome. D.h. wenn 2 Polynome

m;(X) und m;(X) gleich sind, so werden sie nur einmal verrechnet.
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Dies ldsst sich weiter vereinfachen zu
g(X) = LCM (m(X), m3(X), ..., my-1(X)), (5.1

was wir aber nicht beweisen werden. Die Betrachtung der m;(X) fiir i ungerade reicht also aus.

So: Das Ganze wirkt vom praktischen Standpunkt her eigentlich ziemlich einfach, oder? Um
Thnen das zu ermdglichen, haben wir Sie im Kapitel 4 auch etwas gefordert. Jetzt wird die Kon-
struktion von Codes ndmlich schon fast , bahnbrechend* einfach! Sie miissen nur die Formel

(5.1) im Hinterkopf behalten.

Zur Erinnerung: Sie finden alle in diesem Kapitel verwendeten Galois-Korper im Anhang A

zum Nachschlagen.

Bsp. 5.1 Wir illustrieren Ihnen anhand eines Beispieles Schritt fiir Schritt das Vorgehen, um
einen BCH-Code zu konstruieren. Wir wollen mit dem Galois-Korper GF (23) einen 1-Fehler-

korrigierenden Code herleiten.

1. Wir wollen 1 Fehler korrigieren, d.h. wir wihlen t = 1.
2. Der Galois-Korper GF (23) ist in der Tabelle 4.1 angegeben. Sei o das primitive Element.
3. Aus Gleichung 5.1 folgt: g(X) = LCM(m; (X))

4. In Tabelle 4.2 sind die minimalen Polynome des Galois-Korpers GF(23) angegeben. Es
folgt my(X) = X3+ X + 1, also

5.8X)=X34+X+1

Das Generatorpolynom dieses Codes sollte Ihnen bekannt vorkommen: Genau diesen Code ha-
ben Sie im Kapitel Zyklische Codes schon angetroffen. Er hat eine Blockldnge von 7 und eine

Informationslinge von maximal 4 Bit. Wir bezeichnen ihn jetzt als (7,4)-BCH Code.
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AS.1 Konstruieren Sie einen 2-Fehler-korrigierenden BCH Code iiber dem Galois-Korper
GF (2%) (siche Anhang A, Seite 79). Welche Blocklinge und maximale Informationslinge
besitzt er?

Um welchen BCH-Code handelt es sich?

(Blockldnge, Informationslange): ......ccccoveeviiniiniiinicncnecece e

Generatorpolynom: e e

Tipp: Die Blocklidnge n berechnet sich nach der Formel n = 2™ — 1, wobei m aus dem

verwendeten Galois-Korper GF (2™) folgt.

5.3 Codierung

Wir repetieren in diesem Abschnitt nochmals das Vorgehen aus Kapitel 3. Dort haben Sie ge-
lernt, wie man bei den zyklischen Codes mit dem Generatorpolynom Codeworter erzeugt.

Wir halten uns bewusst kurz, denn das Augenmerk in diesem ganzen Kapitel 5 soll auf der
Konstruktion des Codes und auf der Decodierung liegen.

Das Codewort ¢(X) bildet man mit

wobei i(X) das Informationspolynom ist.
Bsp.5.2 Sei i(X) =X + 1. Dann ergibt sich mit dem (7,4)-BCH Code c¢(X) zu
c(X)=iX)-gX)=(X+1)- (X*+X+1)=X*+X3+X>+1

Wir verzichten hier auf eine weitere Aufgabe. Schauen Sie in Kapitel 3 nach, falls Sie sich nicht

mehr sicher sind!
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5.4 Decodierung und Fehlererkennung

Zur Decodierung und Fehlererkennung von empfangenen Wortern stehen uns mehrere Metho-
den zur Verfiigung. Wir verwenden die Einleuchtendste. Die Idee dahinter ist einfach zu ver-
stehen: Aus dem empfangenen Wort bildet man mit gegebenen Regeln ein weiteres Polynom.

Dieses fiihrt schliesslich zur Position der Fehler.

Sei ¢(X) das gesendete Codewort. Das beim Empfinger eingetroffene Wort bezeichnen wir mit
r(X). Es sei nun

r(X) = c(X) +e(X),

d.h. das empfangene Wort besteht aus dem eigentlichen Codewort ¢(X) und dem Fehler e(X).

Das wissen Sie bereits aus Kapitel 3.

Das Generatorpolynom eines BCH-Codes, der ¢ Fehler korrigieren kann, hat ja als Nullstel-
len o, o2, &, ..., . Daraus folgt, dass auch c¢(a’) = 0 ist. Zur Erinnerung: ¢(X) = i(X) - g(X).

Also sind die Nullstellen von g(X) auch Nullstellen von c(X).

Setzen wir also o in r(X) ein. Wir erhalten
r(a') = c(o) +e(a) = 04e(o) = e(ar)

Also wird r(a) nur dann fiir alle o null sein, wenn kein Fehler aufgetreten ist. Aus diesen

Fehler-Syndromen lisst sich nun die Position der/s Fehler/s eindeutig bestimmen.

A5.2  Uberlegen Sie sich, wann diese Methode wohl nicht mehr funktioniert.

Fehlerbestimmung fiir BCH-Codes mit r=1

Wir nehmen als Beispiel den bekannten 1-Fehlerkorrigierenden (7,4)-BCH Code mit dem Gene-
ratorpolynom g(X) = X> + X + 1. Ein Codewort davon ist, wie Sie in Kapitel 3 erfahren haben,
ca(X)=X>+X+1.
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Sei nun der Fehler ¢(X) = X%, d.h. das empfangene Wort ist 7(X) = X* + X3+ X + 1.
Setzen wir nun die Nullstellen des Generatorpolynoms o und o in (X)) ein, so folgt bereits aus
o

rla)=ot+o’+o+1=..=a

r(o) gibt die Stelle des Fehlers an! Hier also a* = X*. Dieses System versagt natiirlich, wenn

mehr als 1 Fehler auftritt.

+ Wir fassen zusammen: Bei 1-Fehlerkorrigierenden Codes gibt (o) direkt die Position des

"
5 Fehlers an!
Wenn man sich nun aber mit Codes beschiftigt, die 2 oder mehr Fehler korrigieren konnen, ist

das Ganze nicht mehr so einfach. In diesen Fillen weisen die (o) nicht mehr direkt auf den
Fehler hin.

Fiir + = 2 ist die Vorgehensweise aber machbar. Wir beschrianken uns deshalb bei der Deco-
dierung auf BCH-Codes, die maximal 2 Fehler korrigieren konnen. Wir geben Thnen direkt die

Methode an, wie sich die Fehlerpositionen bestimmen lassen.

Fehlerbestimmung fiir BCH-Codes mit r=2
1. Das empfangene Wort sei (X ). Bestimmen Sie a = r(a) und b = r(a?).
2. Suchen Sie durch Einsetzen die Nullstellen der Fehlergleichung

a3+b_
— =

X% +a X+ 0.

3. Die (max. 2) Losungen der obigen Gleichung geben Ihnen die Position des Fehlers an.

Versuchen Sie es gleich selbst:

a Aufg. 5.3 Wir verwenden den (15,7)-BCH Code. Sie empfangen das Wort r(X) = X! +
X101+ x84 X7 + X%+ X3. Suchen Sie die 2 aufgetretenen Fehler. Aus [GravanoO1, S. 194f].
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Losungen der Aufgaben
Aufgabe 5.1
1. Wir wollen 2 Fehler korrigieren, d.h. wir wihlen ¢t = 2.

2. Der Galois-Korper GF (24) ist auf Seite 79 angegeben. Wir wihlen o als primitives Ele-

ment.
3. Aus Gleichung 5.1 folgt: g(X) = LCM (m(X), m3(X)).

4. Ebenfalls auf Seite 79 sind die minimalen Polynome des Galois-Korpers GF (24) angege-
ben. Daraus folgen m(X) = X>+X +1und m3(X) = X*+ X3 + X2+ X + 1.

5. Das Generatorpolynom ergibt sich zu g(X) = X8+ X7+ X® + x4 +1.

Die Blocklinge ist dabei n = 2% — 1 = 15. Die Informationslinge ergibt sich zu 15 - (Grad des
Generatorpolynoms) = 15 — 8 = 7. Es handelt sich hier also um den (15,7)-BCH Code.

Aufgabe 5.2

Es gibt zwei Moglichkeiten: Wenn mehr als # Fehler im empfangenen Wort auftreten. Oder wenn

sich durch den Fehler ein anderes giiltiges Codewort ergibt.

Aufgabe 5.3

Wir gehen nach der auf Seite 71 beschriebenen Methode vor. Der verwendete Galois-Korper ist

natiirlich GF (2%).

1. Als Erstes berechnen wir die beiden Syndrome

rla) =...=a’
rad)=..=al?
3 . . _
2. “T“’ — ... = o!2. Beachten Sie hier, dass z.B. % =02 =aqal.
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Also heisst die Gleichung
X’ +a'Xx+a?=0.

3. Mit Einsetzen erhalten wir die Losungen o und o!°.

4. Das gesendete Codewort war also ¢(X) = r(X) — (X> +X'0) = X" - X8 4+ X7 + X6+ X3+
X2,
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Lernkontrolle

L.1

Konstruieren Sie einen 1-Fehler-korrigierenden Code iiber GF (2*) und geben Sie das Genera-

torpolynom an.

L.2

Geben Sie an, ob folgende zwei Worter mit dem (7,4)-BCH Code korrekt empfangen wurden.
Falls nicht, geben Sie das korrekte Codewort an.

Zur Erinnerung: Das Generatorpolynom ist g(X) = X3 +X + 1.
a) X0+Xx4+Xx3

a) X°+X3+X%2+1

L.3

In dieser Aufgabe verwenden wir den (15,7)-BCH Code. Sie empfangen das Wort d = X8 + 1.

Wurde dieses Wort richtig empfangen? Wenn nicht, wie heisst das korrekte Codewort?

5.4. DECODIERUNG UND FEHLERERKENNUNG 73



Losungen der Lernkontrolle
L.1

Das Generatorpolynom ist g(X) = X*4+X + 1.

L.2

a) Das Wort wurde korrekt empfangen.

a) Das Wort wurde fehlerhaft empfangen. Das richtige Codewort ist X° + X3 + X2.

L.3

Wir gehen nach der auf Seite 71 beschriebenen Methode vor. Der verwendete Galois-Korper ist

natiirlich GF (2%).

Als Erstes berechnen wir die beiden Syndrome

rod)=..=o+a+1=a

Die Fehlergleichung ergibt sich zu

X2+ o2Xx+at=0.

Aus den Nullstellen dieser Gleichung folgt das Fehlerwort e(X) = X3 + 1 Das heisst, dass gar

nichts gesendet wurde, da ¢(X) = r(X) —e(X) =0.

5.4. DECODIERUNG UND FEHLERERKENNUNG
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Anhang A

Galois-Korper
GF(2%)
Elemente

0

1

o

(12

o = a+l

ot = ol+a
o0 = al+o+1
of = oZ+1

Minimale Polynome

Element(e) Minimales Polynom
0 X

1 x+1

a, 02, 0t P Hx+l

o}, 0,0 X4+t +1

ANHANG A. GALOIS-KORPER
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GF(24)

Elemente
0
1
o
o2
o2
ot = a+l
o = o’+a
o — odio?
o = o’+o+l
ad = o?+1
o = o+a
al® = oZ+a+l
al! = d+a’+a
a2 = o’+ol+o+l
a3 = oP+a’+1
at = od+1

Minimale Polynome

Element(e) Minimales Polynom
0 X

1 x+1

a, o2, at, o x4l

o, olf X 4x+1

o, af, o, a2 AP+ +x+1

ol ol o3 ot it

78



GF(2°)

Elemente
0
1
o
o2
o3
ot
o’ o+
al o’ +a
o’ ot + o2
ab o +o?+1
o’ ot +o’ +a
o !0 ot +1
all o2+ o+1
al? o +o+a
al3 ot + o’ +o?
o4 PV S S

ot o+ ol +a+1
ot +od +a+1
ot +a+1
o+1

o+ o

o3 4+ o

ot + o

ot +a?+1

o’ +o?+a+l
ot +od+ o’ +a
ot + o’ +1

ot ol +a+1
o’ +o+1

ot + o2 +a
o+ 1

ot +a
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Anhang B

Tutortests

ANHANG B. TUTORTESTS
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Tutortest Kapitel 1

Aufgaben

Diesen Tutortest sollten Sie ohne Miihe 16sen konnen. Es geht darum, dass Sie die vorgestellten

Verfahren fiir die kommenden Themen beherrschen.

Aufgabe 1

Gegeben seien a und B. Berechnen Sie B a.

4 2 0

1 I -2
a = B:

0 I -3

2 0 -1

Erkldren Sie, warum B - a keine giiltige Rechnung ist.

Aufgabe 2

Berechnen Sie 11101101/1101 (Modulo-2-Arithmetik).

Aufgabe 3

Dividieren Sie 4x° — x* + 4x3 — 14x% + 8x — 14 durch —5 — 2x% + x° + 2x*. Achten Sie auf die
Sortierung der Polynome!

Aufgabe 4

Wir haben fiir die Modulo-2-Arithmetik zwei Wahrheitstafeln eingefiihrt. Erstellen Sie fiir die
Modulo-3-Arithmetik die Wahrheitstafel fiir die Addition. Als Hilfe hier nochmals jene der
Modulo-2-Arithmetik:

0O+ 0 =20
0 + 1 =1
I + 0 =1
I + 1 =0
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Losungen Tutortest Kapitel 1

Aufgabe 1 (K2)
9

Das Resultat ergibt sich zu
—4

B - a ist keine giiltige Rechnung, weil die Dimensionen des Vektors und der Matrix nicht auf-

einander abgestimmt sind! Bei der Rechnung B - a miisste B die Dimension ¢ x 4 haben, wobei

c eine natiirliche Zahl ist. Als Beispiel hat bei der giiltigen Rechnung BT a die Matrix B die

Dimension 2 x 4.

Aufgabe 2 (K1)

Die Losung ist 10101. Der Losungsweg lautet wie folgt:

11101101/1101 = 10101

0 ——> Rest 0
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Aufgabe 3 (K1)

Die Losung lisst sich auf zwei Arten angeben:
2 3x—4

2 —x 24 s

oder anders geschrieben:

2x* —x+2 Rest 3x — 4.

Der Losungsweg sieht wie folgt aus:

(4x°6 - x4+ 4x"3 - 14x"2 + 8x - 14) : (2x™ + x"3 - 2x"2 - 5)
= 2x"2 - x + 2 Rest 3x - 4
4x"6 + 2x*5 - 4x™4 - 10x"2
- 2x"5 4+ 3x% + 4x*3 - 4x"2 + 8x - 14
- 2x"5 - x4 4+ 2x"3 + 5x
4x™4  + 2x*3 - 4x*2 + 3x - 14
4x™4 4+ 2x"3 - 4x"2 - 10
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Aufgabe 4 (K3)

o o O
+ + + + + o+ +

[\CT SR \}

—_ O N

S
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Tutortest Kapitel 2

Aufgaben

Aufgabe 1

Warum wird fiir Broadcast und fiir Echtzeitanwendungen ein FEC- und nicht ein ARQ-Verfahren
verwendet?

Aufgabe 2

Bestimmen Sie von den zwei Datenworten i = (1,0,1) und i = (0,0, 1) die durch einen (2,1)-

Repetitionscode generierten Codeworte.

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die 2¢ moglichen Codewdérter durch den ,,single-paritiy check® entstandenen

Code fiir k = 3.

Aufgabe 4

Wieviele Fehler kann der lineare Blockcode C(7,4,3) korrigieren, respektive erkennen?
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Losungen
Aufgabe 1 (K3)

ARQ-Verfahren sind fiir Punkt-zu-Punkt-Verbindungen gedacht. Bei einem Broadcast hingegen
sendet 1 Sender an mehrere (viele) Empfinger. Da diese nun aber jedes Paket einzeln bestétigen
miissen, wire der Sender gar nicht in der Lage, alle Bestétigungen zu verarbeiten.

Fiir Echtzeit-Anwendungen wie z.B.Videoiibertragung ist ein ARQ-Verfahren kaum verwend-
bar. Entscheidend ist bei hier vor allem, dass die Verdnderung der Verzdgerung klein bleibt.
Trite nun bei einem ARQ-Verfahren ein Fehler auf, so miisste man auf das erneute Eintreffen
des Paketes warten. Bei einem FEC-Verfahren treffen hingegen die Pakete immer mit der glei-
chen Verzogerung ein und allfillige Fehler konnen direkt im Empfinger behoben werden. Diese

lokale Behebung der Fehler zieht kaum Verzogerungen mit sich.

Aufgabe 2 (K1)

c1 =(1,1,0,0,1,1) ¢, = (0,0,0,0,1,1)

Aufgabe 3 (K2)
1 1.0 0
c=i-H=i-11 0 1 O
1 0 0 1

Somit erhilt man:

000 0000
001 1001
010 1010
011 0011
100 1100
101 0101
110 0110
111 1111
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Aufgabe 4 (K2)

Ein C(7,4,3) Code besitzt die Mindestdistanz 3. Somit konnen mit dem Code (d — 1) = 2 Fehler

erkannt werden und Ld—glj = 1 Fehler korrigiert werden.
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Tutortest Kapitel 3

Aufgaben
Aufgabe 1

Was ist die Definition eines zyklischen Codes?

Aufgabe 2

Was ist ein Burstfehler und wann kann ein Code, generiert mit einem Polynom vom Grad 4,
solche Fehler korrigieren?

Aufgabe 3

Berechnen Sie zu folgenden Nachrichtenworten die Codeworte des C(7,4) Codes mit g(X) =
1+X+X°

a) i(X)=1+X+X>
b) i(X) = 1+X + X3 in der systematischen Form

d) i(X) = X? in der systematischen Form

Aufgabe 4

Bestimmen Sie mit der im Kapitel 3.4 gegeben Schaltung das Codewort ¢(X) wenn u(X) =
1+X?+X*und g(X) = 14+X + X3 gegeben sind.
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Losungen Tutortest Kapitel 3

Aufgabe 1 (K1)

Ein linearer Code C(n,k) wird zyklisch genannt, wenn jede zyklische Verschiebung eines Code-
wortes wieder ein Codewort in C ergibt.

Aufgabe 2 (K2)

Ein ,.Burst“-Fehler der Linge k kann folgendermassen definiert werden: E(X) = X/(X*~! +
.-+ 4+ 1). Im Kapitel haben Sie gesehen, dass ein Code mit Generatorpolynom vierten Grades
alle Burstfehler der Linge 4 und kiirzer erkennen kann. Uberschreitet die Linge des Burst den

Grad des Polynoms, wird trotzdem noch ein relativ grosser Anteil der Fehlerpolynome erkannt.

Aufgabe 3 (K1)
a) c(X)=i(X)g(X)=1+X>+X°

b) i(X) = 1+ X + X3 in der systematischen Form

1011000 / 1011 = 1000

Der Rest ergibt somit 0. Somit erhilt man ¢(X) = b(X) +i(X)X? = X> + X* + X°.
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¢) i(X) = X? in der systematischen Form

0100000 / 1011 = 0101

111 Rest = 111

Der Rest ergibt somit X2 +X + 1. Somit sollten Sie ¢(X) =b(X) +i(X)X} =1+X +X>+

x> erhalten.

Aufgabe 4 (K2)
Input Registerinhalte
000(Startzustand)
) o ) 1 110 (erster Shift) )
Die Registerinhalte berechnen sich folgendermassen: Der vierte
1 101 (zweiter Shift)
0 100 (dritter Shift)
1 100 (vierter Shift)

Shift entspricht dem Rest der Polynomdivision. Somit ergibt sich fiir das Codewort: ¢(X) =
1+X3+ X7+ X6
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Tutortest Kapitel 4

Aufgaben
Aufgabe 1

Konstruieren Sie einen endlichen Kérper aus der Gleichung x> + x4+ 1 = 0. Tipp: Gehen Sie von

der Modulo-2-Arithmetik aus.

Aufgabe 2

Losen Sie in GF (2*) die Gleichung
O o +alx+al®=0.
Tipp: Lassen Sie beim Berechnen o* und o aus.

Aufgabe 3 (aus [Gravano(1, S.183])

Losen Sie in GF (2*) das Gleichungssystem

x+(x4y = o

owx+ory = ol

Erkliren Sie ausserdem, warum die Losung in GF(23) nicht eindeutig wire. Tipp: Setzen Sie
die zweite Gleichung in die erste ein.
Aufgabe 4

Berechnen Sie die Ordnung der Elemente 1, c, o?, o, a* aus GF (25). Was fillt Ihnen dabei

auf?
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Losungen Tutortest Kapitel 4

Aufgabe 1 (K3)

Weil wir von der Modulo-2-Arithmetik ausgehen, wissen wir, dass O und 1 sicher Elemente
dieses neuen Korpers sind. Wir fithren ein neues Element o ein, das eine Losung der Gleichung
x2+x+1=0 sei, also &> + a.+ 1 = 0. Ein endlicher Korper lésst sich ja konstruieren, indem
man dieses Element o fortlaufend potenziert. Als Erstes folgt ai>. Unsere Ausgangsgleichung
lisst sich umschreiben zu o> = o+ 1. Dies ist die Polynomdarstellung von 2. Wir haben also

bis jetzt zwei neue Elemente gefunden, o und o?. Als nichstes Element folgt

C=o-a’=a-(a+1)=0+o=a+1+o=1

Wir erhalten kein neues Element mehr. Alle weiteren Potenzen von o lassen sich auf die bishe-
rigen vier Elemente reduzieren.
Unser Korper lautet also: GF (4) = GF(2?) = {0,1,a,,0> = o+ 1}.
Aufgabe 2 (K1)
1, o und o’. Die Losung ergibt sich durch Einsetzen. Fiir z.B. x = o berechnet sich die Glei-
chung wie folgt:
Bro+or+al®=o®+a’+0o°+al0=
= (o) + (0 +o?+ 1)+ (0 +a)+ (e +a+1)=0
Aufgabe 3 (K3)

In GF (2*) ergibt sich x =0 und y = q..
In GF (23) folgt 0 = 0, wenn man die erste Gleichung nach x auflost und in die zweite Gleichung

einsetzt. Die beiden Gleichungen sind also gleichbedeutend. Es existieren mehrere Losungen.

Aufgabe 4 (K2)

Alle diese Elemente haben die gleiche Ordnung 31, sind also primitiv.
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Tutortest Kapitel 5

Die folgenden Angaben konnten Ihnen niitzlich sein in diesem Test. Weitere Tabellen finden Sie

im Anhang A.

e Auszug aus den minimalen Polynomen des Galois-Kérpers GF (2°)

Element Minimales Polynom
o ©4+x2+1
o’ N S T |

e Generatorpolynom des (15,7)-BCH Codes: g(x) = x% +x7 +x% +x* 41

Aufgaben
Aufgabe 1

Sie miissen auf einem etwas schlechteren Kanal Daten iibertragen. Dazu reichen Codes, die nur
1 oder 2 Fehler korrigieren kdnnen, nicht aus. Konstruieren Sie deshalb einen Code, der bis zu
3 Fehler korrigieren kann. Wihlen Sie den Galois-Korper GF (2%). Geben Sie das Generatorpo-

lynom an.

Aufgabe 2

Die BCH-Codes sind Teil der zyklischen Codes. Nennen Sie eine weitere Eigenschaft der BCH-
Codes, die allgemeine zyklische Codes nicht erfiillen. Zihlen Sie ausserdem zwei Gemeinsam-

keiten auf.

Aufgabe 3

Wir méchten nun gerne grosse Blocke auf einmal iibertragen. Deshalb wollen wir einen BCH-
Code konstruieren, der eine Informationsldange von 26 Bit aufweist. Der Code soll 1 Fehler
korrigieren konnen und eine minimale Blocklidnge aufweisen. Geben Sie das Generatorpolynom

an.

93



Aufgabe 4

Sie empfangen mit dem (15,7)-BCH Code das Wort

d:x7—|—x6—i—x5—|—x4—|—1

Zeigen Sie, dass d zwei Fehler enthélt. Geben Sie das Fehlerpolynom und das korrekte Codewort

zu d an.
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Losungen Tutortest Kapitel 5

Aufgabe 1 (K1)

Da ¢t = 3 ist, miissen wir die minimalen Polynome der Elemente o, o3 und o miteinander mu-
litplizieren und das LCM davon nehmen. In diesem Fall ist das LCM gerade gleich das Produkt
der drei Polynome, da keines ein Teiler eines anderen ist.

Das Generatorpolynom ergibt sich zu
g(x) = LCM (m (x),my(x),ms(x)) = my (x)-ma(x) -ms(x) = ... = x'O4+ 2%+ +x* + > 4 x+ 1.

Aufgabe 2 (K4)

Gemeinsamkeiten:
e Beide werden durch ein Generatorpolynom beschrieben.
e Die Fehler lassen sich durch Syndrome bestimmen.

Im Gegensatz zu den allgemeinen zyklischen Codes in Kapitel 3, wo wir das Fehlersyndrom
durch Division des empfangenen Wortes durch das Generatorpolynom erhalten haben (r(x)/g(x)),
konnen wir bei den BCH-Codes einfach die Nullstellen des Generatorpolynoms ¢ in das emp-
fangene Wort r(x) einsetzen: r(o).

Ein Pluspunkt der BCH-Codes ist, dass man direkt mit vorgegebenen Fehlereigenschaften einen
passenden Code sehr einfach konstruieren kann, wihrend es bei allgemeinen zyklischen Codes

einiges schwieriger ist.

Aufgabe 3 (K3)

Die Blockldange des Codes muss grosser als die Informationslidnge sein, also ist 2" — 1 > 26.
Als erster Galois-Korper ermoglicht uns also GF (2°) eventuell eine Konstruktion. Wir wihlen
t = 1. Daraus ergibt sich das Generatorpolynom g(x) = x> + x> + x? + 1. Die Kontrolle ergibt,
dass 31 —5 = 26. Dieser (31,26)-BCH Code hat also tatsédchlich eine Informationslidnge von 26
Bit.
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Aufgabe 4 (K1)

Wir gehen nach der auf Seite 71 beschriebenen Methode vor.

Die beiden Fehler-Syndrome ergeben sich zu
d(o) =ot

dod) = +a+1

Daraus folgt die Gleichung x> +a - x + =0zu

aA+b
a

Ptot-xt+al?=0

mit den beiden Wurzeln o’ und a®. Das Fehlerpolynom lautet damit e(x) = x> +x%. Das korrekte

Codewort ist also

c(x) =8 +x" a0+ x 1.
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