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Stellen Sie sich einen feinen English Cake vor, in den viele Rosinen und kandierte Friichte eingebacken sind.
Nun nehmen Sie ein diinnes Réhrchen und stossen es irgendwo in irgend eine Richtung durch den Cake. Von
dieser Probe bestimmen Sie die mittlere Dichte (indem Sie ihr Gewicht und ihr Volumen messen und den
Quotienten ausrechnen). Geben Sie danach die Probe in den Kuchen zuriick, sodass er wieder hergestellt ist.
Fuhren Sie sodann analog viele weitere solche " "Probebohrungen” durch, bis der Kuchen kreuz und quer
vermessen ist!

Die Frage ist: Kann man aufgrund der Kenntnis der mittleren Dichten von vielen Probebohrungen ermitteln
(“rekonstruieren”), wie es im Innern des Kuchens aussieht, das heisst, wo (ungefahr) Rosinen, wo kandidierte
Frichte sind, wo Teig ist?

Mit dieser Geschichte versucht S. K. Stein in einem Buch zu erlautern wie eine der wichtigsten modernen
medizinischen Diagnosetechniken im Prinzip funktioniert: Die Computertomografie (CT).

Statt ein Kuchen wird ein Stlick Gewebe untersucht. Anstelle der Probebohrungen mit dem Rohrchen treten
Rontgenstrahlen, die an vielen Orten und in viele Richtungen durch das Gewebe hindurch geschickt werden
und man misst wie stark sie dabei jeweils abgeschwacht werden.

Die Computertomografie ist ein Beispiel, wie man aus einer Wirkung (der Abschwichung von
Rontgenstrahlen beim Durchgang durch Gewebe) auf die Ursache (die Dichteverteilung im Gewebe) zurlick
schliessen will. Es handelt sich dabei um ein so genannt (moderat) schlecht gestelltes Problem.

Um aus einer Wirkung die Ursache bestimmen zu konnen, muss der Ursache-Wirkungs-Zusammenhang
umgekehrt werden. Schlecht gestellt bedeutet, dass der Wirkungs-Ursache-Zusammenhang von der Art ist,
dass schon geringfugige Veranderungen der Wirkung bedeutende Anderungen der Ursache hervorrufen.

Das ware nicht weiter schlimm, wenn man die Wirkung genau bestimmen konnte. In der Praxis ist man aber
auf Messungen angewiesen. Und Messungen sind grundsatzlich mit (Mess-)Fehlern behaftet.

Der russische Mathematiker A. N. Tikhonov (1906-1993) hat eine Idee entwickelt, wie schlecht gestellte
Probleme durch etwas weniger schlecht gestellte Probleme ersetzt werden kdnnen, sodass sich (kleine)
Messfehler weniger fatal auswirken. Seine Ideen haben grossen praktischen Nutzen: Sie ermoglichen es, dass
gewisse Probleme ohne extrem genaue (lies: extrem kostspielige) Messungen geldst werden kénnen, andere
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sind Uberhaupt nur dank Tikhonovs Methode |6sbar, weil die ansonsten notwendige Messtechnik (noch?) gar
nicht zu Verfugung steht.
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Oft steht man vor der Aufgabe, eine Grosse bestimmen zu miussen, die einer direkten Messung nicht
zuganglich ist. Zum Beispiel der Radius der Erde oder ihre Masse. In einer solchen Situation muss man ein
indirektes Vorgehen wahlen: Man benutzt einen Effekt, durch den sich die interessierende Grosse
manifestiert.

Die Leserinnen und Leser lernen dieses Vorgehen an einigen Beispielen kennen. Sie befassen sich mit der
dabei  auftretenden  charakteristischen ~ mathematischen  Schwierigkeit ~ (der  sogenannten
,Schlechtgestelltheit”) und sie lernen eine Idee von A. N. Thikonov kennen, die die Schwierigkeit zwar nicht
gerade behebt, aber ihre Auswirkungen mildert. Sie begegnen dabei einer wichtigen und aktuellen
Anwendung der Mathematik.
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Von gut und schlecht gestellten Problemen

oder
Von Ursachen zu Wirkungen und zuriick
oder

Computertomografie und Co*

U. Kirchgraber’ und D. Stoffer
Departement Mathematik, ETH Ziirich
kirchgra@math.ethz.ch

Zusammenfassung

Stellen Sie sich eine feinen English Cake vor, in den viele Rosinen und kandierte Friichte
eingebacken sind. Nun nehmen Sie ein diinnes Réhrchen und stossen es irgendwo in
irgend eine Richtung durch den Cake. Von dieser Probe bestimmen Sie die mittlere
Dichte (indem Sie ihr Gewicht und ihr Volumen messen und den Quotienten ausrech-
nen). Geben Sie danach die Probe in den Kuchen zuriick, sodass er wieder “heil” ist.
Fiihren Sie sodann analog viele weitere solche “Probebohrungen” durch, bis der Kuchen
kreuz und quer vermessen ist!

Die Frage lautet: Kann man aufgrund der bestimmten mittleren Dichten von vielen
“Probebohrungen” ermitteln (“rekonstruieren”), wie es im Innern des Kuchens aus-
sieht, das heisst, wo (ungeféihr) Rosinen, wo kandidierte Friichte sind, wo Teig ist?

Dieses vielleicht merkwiirdig anmutende Spiel (wer mochte schon mit einem feinen
Kuchen so umgehen!) zeigt ganz gut wie eine der wichtigsten modernen medizinischen
Diagnosetechniken im Prinzip funktioniert!: die sogenannte Computertomografie (CT).

Statt ein Kuchen wird ein Stiick Gewebe untersucht. Anstelle der “Probebohrungen”
mit dem Rohrchen treten Rontgenstrahlen, die an vielen Orten und in viele Richtungen
durch das Gewebe hindurch geschickt werden und man misst wie stark sie dabei jeweils
abgeschwécht werden.

Die Computertomografie ist ein Beispiel, wie man aus einer Wirkung (der Abschwéchung
von Rongenstrahlen beim Durchgang durch Gewebe) auf die Ursache (die Dichtevertei-
lung im Gewebe) schliessen will. Sie ist iiberdies ein Beispiel fiir ein (moderat) schlecht

“Uberarbeitete und um das Kapitel 5 erweiterte Version eines Vortrags, den der erst genannte Autor unter
dem Titel Von gut und schlecht gestellten Problemen und ihrer Bedeutung (zum Beispiel fiir die Gesundheit)
am 18. April 2002 an der Kantonsschule Ziircher Unterland in Biilach gehalten hat.

"In Zusammenarbeit mit A. Kirsch, Universitit Karlsruhe. Wir danken P. Spindler fiir die Herstellung
der Zeichnungen.

!Die oben gegebene metaphorische Erliuterung der Grundidee, die hinter der Computertomografie ver-
borgen ist, stammt von S. K. Stein “The Strength of Numbers”, 1996.



gestelltes Problem. Sogenannt schlecht gestellten Problemen ist eine Schwierigkeit ei-
gen, die mit einem Phénomen zusammenhéngt, das jeder aus der Schulgeometrie kennt:
Das Problem der schleifenden Schnitte.

Wenn man mit einem nicht allzu gut gespitzten Bleistift zwei zueinander (fast) senk-
recht verlaufende “Linien” zeichnet ist ihr “Schnittpunkt” zwar nicht exakt, aber
doch einigermassen genau feststellbar. Ganz anders ist die Situation, wenn die bei-
den geraden “Linien” flach zueinander verlaufen. Je stumpfer der Bleistift und je klei-
ner der Offnungswinkel der beiden geraden “Linien” ist, desto grosser ist der sich
iiberschneidende Bereich der beiden “Linien”, was es zunehmend schwierig macht, von
einem Schnittpunkt zu reden. In der Schule verlangen Lehrerinnen und Lehrer, dass
mit scharf gespitzten Bleistiften gezeichnet wird und sie sorgen durch geschickte Dis-
positionen dafiir, dass allzu “flache Schnitte” nicht vorkommen.

Dem nicht perfekt gespitzten Bleistift im Geometrieunterricht entspricht in der Welt, in
der Messungen durchgefiihrt werden miissen, die niemals vermeidbare Messungenauig-
keit. Der russische Mathematiker A. N. Tikhonov (1906-1993) hat eine Idee entwickelt,
wie schlecht gestellte Probleme durch etwas weniger schlecht gestellte Probleme ersetzt
werden konnen, sodass sich (kleine) Messfehler weniger fatal auswirken. Dass man al-
so, um im Bild der Schulgeometrie zu sprechen, keinen (nicht existierenden) idealen
Bleistift ben6tigt um schlecht gestellte Probleme zu 16sen, sondern auch mit einem nur
einigermassen gut gespitzten Bleistift niitzliche Resultate erhlt!

Zum Inhalt dieses Artikels. Nach einleitenden Bemerkungen werden in Abschnitt 2 drei
Paare zueinander, wie man sagt, “inverser Probleme” vorgestellt. In Abschnitt 3 lernt
die Leserin, der Leser die Begriffe “gut” und “schlecht” gestellte Probleme etwas genau-
er kennen. In Abschnitt 4 wird zunéchst ein wahrhaft schlecht gestelltes Problem ein-
gefiihrt, rechnerisch untersucht und geometrisch analysiert. Dann wird Tikhonovs Idee
vorgestellt und anhand von einigen Rechnungen wird illustiert, dass sie funktioniert.
Der Kern der Abschnitte 1-4 ist Abschnitt 4. Thn zu verstehen setzt zunéchst nur Ver-
trautheit mit linearen Gleichungssystemen mit 3 Unbekannten und etwas Kenntnisse
in elementarer Algebra voraus. Die Analyse des Phanomens der “Schlecht-Gestelltheit”
in Abschnitt 4. 3 verlangt etwas Vertrautheit mit dem Begriff der Ebenengleichung im
Raum.

Abschnitt 5 richtet sich an Leserinnen und Leser, die noch etwas tiefer in die Thematik
eindringen moéchten. Voraussgesetzt werden jetzt Kenntnisse aus der ebenen Vektor-
rechnung bis hin zum Skalarprodukt. Darauf aufbauend werden in ganz elementarer
Weise die Elemente der Linearen Algebra in zwei Dimensionen bis hin zum entspre-
chenden Eigenwertproblem entwickelt (Abschnitte 5.1-5.2). Abschnitt 5.3 bringt die
Anwendung auf das in Abschnitt 4.1 eingefiihrte Beispiel eines schlecht gestellten Pro-
blems im 2-dimensionalen Fall. Abschnitt 5.4 schliesslich gibt Verallgemeinerungen auf
hoherdimensionale Versionen.

1 Die Rolle der Mathematik in den Anwendungen

In den Naturwissenschaften versucht man, Phanomene zu verstehen. Wie entsteht das Wet-
ter? Wieso fliegt ein Diskus weiter, wenn man ihn gegen, statt mit dem Wind wirft? Welchen
Einfluss iibt der Mond auf die Erde aus?

Der Kern naturwissenschaftlicher Erkenntnisse sind



Ursache-Wirkungs-Beziehungen.

Beispiel: Der Wechsel von Tag und Nacht ist eine Folge der Rotation der Erde um ihre eigene
Achse.

Wir glauben heute nicht mehr, dass wir abschliessend verstehen konnen, wie “die Welt funk-
tioniert”. Aber es zeigt sich, dass wir uns doch Vorstellungen und Bilder machen kénnen, die
mindestens zum Teil tragfahig sind. Unser Leben wére sehr anders, wenn das nicht so wire!

Solche Bilder nennen wir

Von besonderem Interesse sind quantitative Ursache-Wirkungs-Beziehungen. Also funktiona-
le Zusammenhénge zwischen Grossen.
Ein Beispiel: Zwischen Energie und Masse, so entdeckte Einstein, gilt:

E = md.

Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit.

Auf der Grundlage quantitativer Ursache-Wirkungs-Beziehungen konnen wir

‘ mathematische Modelle ‘

entwickeln. Das sind Modelle, die in der Sprache der Mathematik formuliert sind. Sie sind
deshalb so interessant, weil sie mit mathematischen Instrumenten bearbeitet werden konnen.
Das gesamte mathematische Instrumentarium steht zur Verfiigung, um sie zu untersuchen.
Das ist aus zwei Griinden wichtig.

1. Aus einem Modell Schliisse ziehen heisst

Moglichkeiten entdecken, Prognosen machen.

2. Der springende Punkt dabei ist:

Die Mathematik ist das sicherste Instrument, um aus
gewissen Tatsachen neue zu gewinnen.

So kénnen wir sagen:

Mathematische Modelle sind gedachte Laboratorien, in
denen verlésslich probegehandelt werden kann.




2 Zwillinge: Direkte und Inverse Probleme

Zu vielen Fragen gibt es eine “Umkehrfrage”. Manche Probleme treten paarweise auf: in
einer direkten und einer dazu umgekehrten, inversen Form.

Ein erstes Beispiel. Wer multiplizieren kann, kann quadrieren. Das direkte Problem besteht
darin, zu einer gegebenen Zahl x ihr Quadrat y zu bilden, also y = 2%. Das dazu inverse
Problem lautet: Gegeben eine Zahl y, man finde eine Zahl z, deren Quadrat gleich y ist.
Oder anders gesagt: Man soll aus y die Wurzel ziehen.

Bei diesem Beispiel ist das inverse Problem schwieriger zu losen als das direkte. Das sieht
man daran, dass das direkte Problem in den natiirlichen Zahlen, also den Zahlen 1, 2, 3,

.., immer ausfithrbar ist. Hingegen ist die (positive) Wurzel aus einer natiirlichen Zahl nur
ausnahmsweise eine natiirliche Zahl. Damit dieses und viele weitere inverse Probleme immer
l6sbar sind, erfand man die reellen Zahlen.

In der Mathematik begegnen einem solche Zwillingsprobleme héufig. Immer wenn eine Ope-
ration

K

gegeben ist, die aus einer Grosse x eine “neue” Grosse y “macht”, so dass also
y=Kzx (1)

gilt, kann man die zugehérige Umkehrfrage stellen: Gegeben ein y, man finde ein x so dass die
Gleichung (1) erfiillt ist. In (1) représentiert x die Ursache, y die Wirkung, und K vermittelt
den Ursache- Wirkungs-Zusammenhang. Das inverse Problem besteht darin, aus der Wirkung
auf die Ursache zuriickzuschliessen.

Es folgen mehrere Beispiele von Paaren zueinander inverser Probleme.

2.1 Wie tief ist der Ziehbrunnen, wie hoch der Turm?

Inverse Problem entstehen in der Praxis aus der Aufgabe, eine Grosse ermitteln zu wollen,
die sich nicht unmittelbar, nicht direkt bestimmen lédsst. Die Idee ist, sich in einer solchen
Situation auf einen FEffekt zu stiitzen, bei dem sich die unbekannte Grésse manifestiert.

Die Frage nach der Tiefe eines Sodbrunnens oder Schachts oder der Héhe eines Turms ist
eine solche Aufgabe. Ausgangspunkt ist folgende Feststellung. Wenn man einen Gegenstand,
zum Beispiel einen Stein, in einen Schacht fallen lassen, hort man nach einer gewissen Zeit,
dass er aufschlidgt. Dieses Phanomen beruht auf folgenden Ursache-Wirkungs-Beziehungen.

a) Wenn ein Gegenstand losgelassen wird, fillt er zu Boden.

b) Durch den Aufprall des Gegenstands am Boden entsteht ein Gerdusch, das sich in der
Luft ausbreitet.

Man erwartet, dass zwischen der Tiefe H des Schachts und der (Warte-)Zeit T', die zwi-
schen dem Loslassen des Steins und dem Horen des Aufschlags vergeht, ein quantitativer
Zusammenhang besteht.



Stellen wir uns die Aufgabe, ein mathematisches Modell fiir diesen Zusammenhang aufzu-
stellen. Dazu bendtigen wir quantitative Versionen der Ursache-Wirkungs-Beziehungen a),

b).

a) Galilei hat vor etwa 400 Jahren den sogenannten Freien Fall eines Gegenstands auf
der Erdoberflache untersucht und gefunden, dass zwischen Fallzeit ¢; und durchfallener
Hohe s; bei Vernachléassigung der Bremswirkung durch die Luft die Beziehung

= 5t§
gilt. Dabei wird die Zeit in Sekunden und der Weg in Metern gemessen.
b) Fiir die Ausbreitung eines Gerédusches in der Luft gilt
s9 = 340ts.
Dabei ist sy der zuriickgelegte Weg, t5 die dafiir bendtigte Zeit.

Legt man diese beiden quantitativen Ursache-Wirkungs-Beziehungen zu Grunde, folgt fiir
den Zusammenhang zwischen Schachttiefe H und Wartezeit T' die Formel:

1 1
T=\/-H+-—H 2
3 +340 2)

340
die verstreicht, bis das durch den Aufschlag erzeugte Gerdusch das Ohr des Experimentators

oben erreicht.

v/ %H ist die Zeit, die der Gegenstand braucht, bis er am Boden aufschligt. == H ist die Zeit,

Die Formel (2) leistet folgendes. Wenn die Tiefe H des Schachts bekannt ist, liefert sie eine
Prognose fiir die Wartezeit T'. Das ist die Losung des direkten Problems. Wenn die Tiefe H
des Schachts nicht bekannt ist, kann aus der Kenntnis der Wartezeit T" eine Prognose fiir H
gewonnen werden. Dazu ist Gleichung (2) nach H aufzulosen. Das Resultat lautet:

g 340772
344+ T + /1156 + 68T

Das ist die Losung des inversen Problems.

(3)

2.2 Ein antikes Designproblem: Wasseruhren

Die “Idee der Zeit” ist etwas faszinierendes. Auch ihre “Materialisierung” in Form von Uhren
zur Zeitmessung ist ein interessantes Problem und der Motor fiir viele schone, geniale und
manchmal verriickte Ideen gewesen. Sonnen-, Sand- und Wasseruhren kennt man seit der
Antike. In diesem Abschnitt geht es um Wasseruhren.

Eine Wasseruhr ist ein Gefiss mit einer kleinen Offnung im Boden oder an der Seite. Zu
Beginn ist das Geféass ganz mit Wasser gefiillt. Dann entleert es sich allméhlich durch die
Offnung. Im Hinblick auf die Zeitmessung interessiert der Zusammenhang zwischen verflos-
sener Zeit und Hohe des Wasserstandes: Wie sinkt der Wasserstand im Laufe der Zeit? Die

5



Abbildung 1: Verschiedene Geféssformen.

Antwort hingt von der Form der Wasseruhr ab. Bei einem zylindrischen Gefiss verlauft das
Absinken des Wasserstandes anders, als wenn die Wasseruhr die Form eines Kegelstumpfes
oder einer Vase hat, siche Abbildung 1.

Eine antike Uhrendesignerin hat sich vielleicht folgende Frage gestellt: Welche Form muss
die Wasseruhr haben, damit der Wasserstand in vorgegebener Weise sinkt? Zum Beispiel so,
dass er in gleichen Zeiten um gleich viel abnimmt?

Wieder haben wir ein Paar zueinander inverser Probleme. Das direkte Problem lautet: Ge-
geben die Gestalt der Wasseruhr, wie sinkt der Wasserstand im Laufe der Zeit? Das inverse
Problem heisst: Bei welcher Gestalt der Wasseruhr fillt der Wasserstand in einer ganz be-
stimmten, im voraus festgelegten Weise?

Beschrinken wir uns auf Wasseruhren, die “rotationssymmetrisch” sind. Wenn wir ein sol-
ches Geféss mit einer Ebene schneiden, die durch die Rotationsachse geht, erhalten wir die
“Profilkurve” der Wasseruhr, sieche Abbildung 2. Umgekehrt kann man sich das Gefiss durch
Rotation der Profilkurve um die Achse entstanden denken.

Wir miissen die Profilkurve der Wasseruhr mathematisch erfassen kénnen. Dazu machen
wir die Symmetrie- oder Rotationsachse zur y-Achse eines Koordinatensystems, siche Ab-
bildung 2, und denken uns den im 1. Quadranten liegenden Teil der Profilkurve durch eine
Funktionsgleichung

= f(y).

gegeben. Gelidufiger ist, wenn y in Abhéngigkeit von x gegeben ist. Die hier gewéhlte Version
ist jedoch bequemer. Mit der Wahl f(y) = ,/y erhélt man eine Parabel, und das Gefiss hat
die Form eines Paraboloids.

Nun kommt ein wichtiger Punkt. Auch der Auslaufvorgang muss mathematisch erfasst wer-
den konnen. Das geschieht mit folgender Grosse:

Es sei g(y) die Zeit, die es braucht, bis die Wasseruhr
ganz entleert ist, falls sie am Anfang bis zur Hohe y mit
Wasser gefiillt war.

Falls H die maximale Fiillhéhe der Wasseruhr bezeichnet, ist

g(H) —g(y)

6
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Abbildung 2: Die Profilkurve der Wasseruhr ist durch die Gleichung z = f(y) gegeben. Das
Gefiiss entsteht durch Rotation der Profilkurve um die y-Achse.

die Zeit, die vergeht, bis der Wasserstand auf die Hohe y abgesunken ist.

Es sind jetzt also zwei Funktionen im Spiel: Die Funktion f, die die Profilkurve, und damit
die Form der Wasseruhr, definiert. Und die Funktion g, die den Auslaufvorgang erfasst.

Nun konnen wir das direkte und das dazu inverse Problem so formulieren. Beim direkten
Problem geht es darum, aus der Kenntnis der Funktion f, also des Profils, die Funktion g,
also den Auslaufvorgang, zu bestimmen. Beim inversen Problem ist die Funktion g gegeben
und die Funktion f ist gesucht.

Was ist der Unterschied zum Beispiel mit dem Schacht? Bei jenem Beispiel hatten wir es
mit zwei Zahlen zu tun: Die Tiefe H des Schachts und die Wartezeit T', die zwischem dem
Loslassen des Steines und dem Hoéren des Aufschlagens verstreicht. Der Zusammenhang wird
durch die Formel (2), also durch eine Funktion, vermittelt.

Im Vergleich dazu ist das neue Beispiel komplizierter. Jetzt miissen wir uns mit zwei Funktio-
nen befassen: f und g. Die interessante Frage lautet: Welches ist in diesem Fall die Ursache-
Wirkungs-Beziehung? Wie lautet der Zusammenhang zwischen f und ¢?

Das Auslaufen einer Fliissigkeit aus einem Gefiss mit einer Offnung ist ein physikalischer
Vorgang. Er ist schon im 17. Jahrhundert von Evangelista Torricelli (1608-1647), einem
Schiiler von Galilei, untersucht worden. Dabei hat Torricelli folgendes entdeckt.



Bezeichnet y die Hohe des Wasserstandes in einem Geféss, so ist die Geschwin-
digkeit v, mit der Wasser aus einer kleinen Offnung im Boden des Gefisses
austritt, gleich

v = +/20y. (4)

Dabei wird die Hohe in Metern, die Zeit in Sekunden gemessen.

Wenn man nun bilanziert, dass bei einem geringfiigigen Absinken des Wasserstandes dieses
Wasser ja mit der nach (4) bestimmten Geschwindigkeit aus der kleinen Offnung im Boden
austritt, erhédlt man (mit den Mitteln der sogenannten Differentialrechnung) den folgenden
Zusammenhang zwischen den Funktionen f und g¢:

) = L))

vy V200

()

Dabei bezeichnet a die Fliche der Offnung im Boden des Gefisses und ¢/(y) ist die sogenannte
erste Ableitung der Funktion g(y).

Gleichung (5) ist die Ursache- Wirkungs-Beziehung in diesem Beispiel. Da man aus der Funk-
tion f geméss (5) die Ableitung von g erhélt, muss man, um g zu finden, die Funktion auf
der rechten Seite von (5), wie man sagt, integrieren.

Ein Beispiel: Wahlt man als Profilfunktion f(y) = /y, erhélt man aus (5) fiir den Auslauf-

vorgang
9
9(y) = gk\/ y3.

Nun zum inversen Problem. Es lautet: Gegeben g, gesucht f. Seine Losung ist

f(y) = %@ e (6)

Um sie zu erhalten, muss man die Funktion g differenzieren.

2.3 Computertomografie

Die bisher diskutierten Beispiele von direkten und dazu inversen Problemen haben keine gros-
se praktische Bedeutung. Das ist ganz anders beim nun folgenden Beispiel, der sogenannten

‘ Computertomografie. ‘

Es handelt sich hierbei um eine der wichtigsten neueren medizinischen Diagnosetechniken.
Sie, und Varianten davon, wie etwa die ‘Kern—Spin—Tomograﬁe‘ (englisch MRI fiir Magnetic
Resonance Imaging) beruhen auf einem cleveren Zusammenspiel von

High-Tech, Informationstechnologie und Mathematik.
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Abbildung 3: Diinne Gewebeschicht, Rontgenstrahl

Dass es sich bei einem Computertomografen um ein High-Tech-Gerét handelt, sieht man auf
Anhieb, und dass der Computer eine wichtige Rolle spielt, erkennt man, wenn man sieht, wie
die Bilder, fiir die man sich interessiert, auf dem Computerschirm entstehen. Dass alles ohne
Mathematik nicht funktionieren wiirde, erschliesst sich dem blossen Auge hingegen nicht so
unmittelbar — es bleibt verborgen. Aber es lidsst sich im Prinzip leicht erkldren.

Im Jahr 1895 hat Wilhelm Conrad Rontgen in Wiirzburg seine berithmten Strahlen ent-
deckt. Rontgenstrahlen sind unsichtbar. Sie konnen aber Gegenstinde durchdringen. Wie
Lichtstrahlen schwérzen sie Filme. Deshalb kann mit Hilfe von Rontgenstrahlen das Innere
des Korpers sichtbar gemacht werden. Rontgenbilder sind jedoch nicht so leicht zu “lesen”,
weil sich die Bilder von Knochen und Organen iiberlagern.

Diese Problematik vermeiden Techniken wie die Computertomografie, weil sie Bilder von
diinnen Gewebeschichten liefern. Ein solches Bild zeigt, was man sehen wiirde, wenn man
den Korper oder Gegenstand, den man untersuchen mochte, durchschneiden und die Schnitt-
fliche anschauen wiirde. Um einen rédumlichen Bereich zu erfassen und Erkrankungen wie
Blutungen oder Tumore ausschliessen oder erkennen und lokalisieren zu kénnen, miissen
allerdings viele parallele und nahe nebeneinander liegende Schichten abgebildet werden.

Wie entsteht ein Schichtbild?

Um es deutlich zu sagen - es handelt sich nicht um eine Fotografie! Das Bild wird vielmehr
Punkt fiir Punkt aufgrund von Messungen errechnet.

Das Verfahren beruht darauf, dass Knochen, Fliissigkeiten, gesundes und krankes Gewebe
unterschiedlich dicht sind. Durchdringt ein Rontgenstrahl einen Stoff, wird er abgeschwécht
und zwar umso mehr, je dichter das Material ist.

Stellen wir uns eine diinne inhomogene Gewebeschicht vor, siche Abbildung 3. Inhomo-
gen heisst, dass die Gewebeschicht an verschiedenen Stellen unterschiedlich dicht ist. Der
eingezeichnete Rontgenstrahl wird bei seinem Gang durch das Gewebe sukzessive mehr ab-
geschwiicht, stéarker in Zonen hoher Dichte, weniger stark in Gegenden geringerer Dichte.

Der angedeutete Rontgenstrahl hat vor Eintritt in die Gewebeschicht eine bekannte An-
fangsintensitdt 7. Nach dem Austritt aus der Gewebeschicht kann die noch vorhandene
Restintensitéit 7¢ gemessen werden. Wenn die Dichte des Gewebes entlang der Strahlrich-
tung homogen wére, kénnte man aus dem Verhéltnis von I¢ zu I* die Dichte des Gewebes

9



ermitteln. Da dies typischerweise nicht der Fall ist, beinhaltet das Verhéltnis von ¢ zu I
nur eine “mittlere Information” iiber den Dichteverlauf entlang des betrachteten Strahls.

Die Grundidee ist, sehr viele Rontgenstrahlen in viele verschiedene Richtungen durch die Ge-
webeschicht zu schicken. Bei jedem Strahl wird die Verminderung der Intensitéit gemessen,
siehe Abbildung 4. Dann besteht die Aufgabe darin, aus dieser Information die Dichtevertei-
lung in der Gewebeschicht durch Rechnung zu bestimmen, zu rekonstruieren, wie man sagt.
So erhélt man ein “Dichteprofil” der untersuchten Gewebeschicht, die bildlich dargestellt
wird, wobei hellen Stellen in Anlehnung an klassische Rontgenbilder hohe Dichten, dunklen
Stellen geringe Dichten entsprechen.

Abbildung 4: Diinne Gewebeschicht, viele Rontgenstrahlen.

Wir haben es auch bei diesem Beispiel mit einem Paar zueinander inverser Probleme zu
tun. Das direkte Problem lautet: Gegeben die Dichteverteilung einer diinnen Gewebeschicht,
gesucht die Intensitéitsabschwéachung, die durch die Schicht verlaufende Rontgenstrahlen er-
fahren. Das inverse Problem besteht in der Bestimmung der Dichteverteilung, wenn man
weiss, wie stark Rontgenstrahlen, die durch die Schicht verlaufen, abgeschwécht werden.

Eigentlich kéme jetzt der Moment, ein mathematisches Modell fiir die Computertomografie
zu entwerfen. Das soll jedoch nicht geschehen. Es geht in dhnlicher Weise wie bei den vorher
besprochenen Beispielen?.

Sobald ein mathematisches Modell vorliegt, ist die Frage, ob das inverse Problem losbar ist.
(Nicht jedes inverse Problem ist 1osbar.) Und falls die Antwort positiv ausfillt, stellt sich die
Frage, wie die Losung praktisch gewonnen werden kann.

Erstaunlicherweise hat sich der osterreichische Mathematiker
Johann Radon (1887-1956)

schon im Jahre 1917 mit dieser Aufgabe beschéftigt, zu einer Zeit also, als eine Anwendung
a la Computertomografie noch ganz und gar ausserhalb der Reichweite war. Er untersuchte
das Problem ohne konkreten Grund, einfach aus intellektueller Neugier. Er fand eine posi-
tive Antwort, indem er eine Formel herleitete, mit der man die gesuchte Dichteverteilung
jedenfalls theoretisch berechnen kann.

2Ein sehr einfaches mathematisches Modell zur Computertomografie findet sich im letzten Kapitel des
Leitprogramms Lineare Gleichungssysteme. Dieses Leitprogramm steht auf dem Bildungsserver EducETH
der ETH-Ziirich 6ffentlich zur Verfiigung: http://www.educeth.ch/mathematik
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Die Fragestellung von Radon und seine Losungsformel wurden ein halbes Jahrhundert spéter,
als A.M. Cormack und G.N. Houndsfield die Computertomografie erfanden, wieder aktuell.
1979 erhielten die beiden dafiir den Nobelpreis fiir Medizin. 1991 wurde auch der Vater der
Kern-Spin-Tomografie, der ETH-Chemiker R. Ernst, mit einem Nobelpreis ausgezeichnet.

Es geniigt nicht, wenn ein inverses Problem wie die Computertomografie “theoretisch” gelost
werden kann. Die Losung muss dariiber hinaus

o zuverlissig

und
o cffizient

ermittelt werden kénnen. Der zweite Punkt ist klar: Da ja die Bilder von vielen parallelen
Gewebeschichten benotigt werden, muss die Berechnung eines einzelnen Bildes schnell erfol-
gen kénnen. Man méchte nicht tage- oder gar monatelang auf den Befund warten, und es
sind auch 6konomische Gesichtspunkte zu beriicksichtigen.

Im folgenden setzen wir uns mit der Frage der Zuverldssigkeit der Rekonstruktion auseinan-
der, weil hier ein wichtiger und interessanter neuer Gesichtspunkt ins Spiel kommt.

3 Gut und schlecht gestellte Probleme

Rekapitulation der Ausgangslage: Ausgangspunkt ist ein mathematisches Modell eines Ursa-
che-Wirkungs-Zusammenhangs. Das heisst, dass einer Ursache, représentiert durch eine ma-
thematische Grosse x, in ganz bestimmter Weise eine Wirkung, reprasentiert durch eine
mathematische Grosse y, entspricht. z, y konnen dabei Zahlen, Funktionen, Vektoren oder
weitere mathematische Objekte sein. Die “Operation”, die aus dem x das y “macht”, wollen
wir

K

nennen. Man bezeichnet K auch als Operator. Die Losung des direkten Problems besteht
darin, aus einem gegebenen z durch Anwenden der Operation K das y zu bestimmen, also

y=Kzx
zu berechnen. Das inverse Problem verlangt, zu einem gegebenen y das x zu finden, so dass
Kr=y (7)

gilt. D.h. es muss die Gleichung (7) bei gegebenem y nach = aufgelost werden. Nehmen wir
an, dass das geht.

Bei der Aufgabe mit dem Schacht entspricht = der Tiefe des Schachts und y der Wartezeit,
also der Zeit zwischen dem Loslassen des Steins und dem Horen des Aufschlags. Bei der Was-
seruhr entspricht x dem Profil f des Gefésses und y der Funktion g, die den Auslaufvorgang
erfasst. Beim Computertomografie-Problem schliesslich bedeutet x die Dichteverteilung der
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untersuchten Gewebeschicht und y die Intensitét, die Rontgenstrahlen noch haben, wenn sie
durch das Gewebe hindurchgegangen sind.

Nun ist ein weiterer Aspekt zu berticksichtigen. In der Welt mathematischer Modelle kénnen
wir natiirlich die Annahme machen, dass vorkommende Grossen ezakt bestimmbar sind.
Im ersten Beispiel heisst das, dass entweder die Schachttiefe x oder die Wartezeit y exakt
bestimmt werden kann. Wir kénnen eine solche Annahme als Teil der Idealisierung betrach-
ten, die mit der Bildung eines mathematischen Modells sowieso immer einhergeht. In vielen
Situationen ist das gerechtfertigt.

Gewisse inverse Probleme haben leider die unangenehme Eigenschaft, dass genau diese An-
nahme zu ganz ungenauen Rekonstruktionen fithrt. In solchen Situationen muss man daher

das Phédnomen der Messungenauigkeit

mit in die Betrachtung einbeziehen, also mit modellieren. Das kann auf verschiedene Weise
geschehen, zum Beispiel wie folgt.

Wir stellen uns vor, der Brunnen habe die “theoretische” oder “wahre” Tiefe x*. Zu ihr
gehort geméss unserem Modell die “theoretische” oder “wahre” Wartezeit y*, und der Zu-
sammenhang zwischen beiden wird durch das mathematische Modell der Ursache-Wirkungs-
Beziehung gegeben, also durch eine Beziehung des Typs

Y= Kz*.

Modellieren wir nun zuerst das direkte Problem unter Beriicksichtigung von Messungenauig-
keit. Die Vorstellung ist, dass die Grosse x* nicht exakt bestimmbar ist, dass vielmehr nur
eine Ndherung

X

zur Verfiigung steht, die man in der Praxis durch Messung gewinnt, und die sich mehr
oder weniger von x* unterscheidet, je nach Qualitéit der verwendeten Messgeréite und dem
Aufwand, der beim Messen getrieben wird.

Statt der “theoretischen” oder “wahren” Wartezeit y* = Ka* wird aus der Messung = von

*

! Kz (8)

berechnet, in der Hoffnung, dass Kz eine gute Naherung fiir y* ist. Die entscheidende Frage
ist, was die Operation K mit einem kleinen Fehler in x macht, ob sie den Fehler

a) vergrassert, “aufbliht”
oder
b) mehr oder weniger unverdndert “weitergibt”, oder vielleicht sogar vermindert.

Im ersten Fall erhalten wir voraussichtlich eine unbrauchbar schlechte Approzimation fiir y*,
wiahrend im zweiten Fall das Resultat sehr wohl zufriedenstellend sein kann.

Fiir die Praxis wichtiger ist die analoge Betrachtung fiir das inverse Problem. Ausgangspunkt
ist eine “theoretische” Ursache x* und ihre “theoretische” Wirkung y*, und eine durch Mes-
sung ermittelte Naherung

*

y fir y”.
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Indem wir die Losung & der Gleichung
Kr=y

bestimmen, erhalten wir eine approzimative Rekonstruktion der “theoretischen” Ursache x*.
Analog zu oben stellt sich die Frage, wie der Operator K wirkt. Ob K

a) die Abweichung von y zu y* aufbliht und die approximative Rekonstruktion & somit
stark von der “theoretischen” Ursache x* abweicht,

oder

b) ob sich der Rekonstruktionsfehler * — z in akzeptablen Grenzen hilt.

Die beunruhigende Tatsache ist: Es gibt einen fatalen Zusammenhang zwischen dem Verhal-
ten des direkten und des inversen Problems, eine Art “Unschérfe-Relation”. Es gilt ndmlich:
Je “gutartiger” das direkte Problem ist, desto “bosartiger” wverhdlt sich das dazu inverse
Problem. Man sagt dann, das inverse Problem sei

“schlecht gestellt™

Was kann man tun, wenn ein schlecht gestelltes inverses Problem vorliegt?

Man befiirchtet natiirlich, dass eine drastische Erhéhung der Messgenauigkeit, das heisst
eine massive Verkleinerung des Messfehlers y* — 4, der einzige Ausweg ist, wenn iiberhaupt.
Bei realen Problemen wird man allerdings oft rasch an Grenzen stossen, weil die bendtigte
Messgenauigkeit gar nicht zu erreichen ist, oder nur um einen Preis, den man nicht bezahlen
mochte.

Die Pointe ist, dass die Schwierigkeit durch eine verbliiffende mathematische Idee zwar nicht
eliminiert, aber immerhin gemildert werden kann, wodurch die Anspriiche an die Messtech-
nologie substantiell reduziert werden.

Bevor diese schone Idee des russischen Mathematikers
A. N. Tikhonov (1906-1993)

vorgestellt wird, soll noch ein weiteres inverses Problem eingefiihrt werden, an dem sich das
Phénomen der Schlecht-Gestelltheit und den Umgang damit besonders gut demonstrieren
léasst.

Es ist ndmlich so, dass inverse Probleme unterschiedlich schlecht gestellt sind. Wie gut oder
schlecht gestellt das Brunnenproblem ist, konnte der Leser, die Leserin, wenn er, sie Lust
dazu hat, selber untersuchen. Das Wasseruhr-Designproblem erweist sich als ziemlich schlecht
gestellt. Das Computertomografie- Problem hingegen ist nur moderat schlecht gestellt.

3Der englische Begriff heisst “ill-posed”.
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Pr obekoer per

Anzi ehungskr af t

Abbildung 5: Anziehungskraft der Erde auf einen Probekorper

4 Die Dichteverteilung der Erde oder Ein richtig schlecht
gestelltes Problem!

Welche Gestalt hat die Erde?

Jedermann weiss natiirlich, dass die Erde grosso modo eine Kugel ist. Sie ist aber an den
Polen etwas abgeplattet, und die Dichteverteilung im Innern ist keineswegs homogen. Beides
wirkt sich aus, zum Beispiel auf die Bahnen von Satelliten, also auf die Bewegungen von
Kommunikations-, Wetter-, Vermessungssatelliten, usw. Es besteht daher nicht zuletzt auch
ein wirtschaftliches Interesse, die Dichteverteilung unseres Planeten recht genau zu kennen,
um zum Beispiel Satellitenbahnen prézise voraus berechnen zu koénnen.

Dieses Problem ist offensichtlich nicht auf direktem Weg losbar — wir kénnen die Erde ja nicht
einfach auseinander schneiden, dann iiberall Dichteproben nehmen und wieder zusammen
setzen!

Wir sind auf ein indirektes Vorgehen angewiesen, a la Computertomografie. Bei der Compu-
tertomografie offenbart sich die Dichteverteilung einer Gewebeschicht durch die Abschwéch-
ung, die Rontgenstrahlen erfahren, wenn sie durch das Gewebe hindurchgehen.

Fiir die folgenden Uberlegungen stiitzen wir uns auf einen anderen Effekt. Nach Newton
ziehen sich zwei Korper an. Wenn die zwei Korper geringe Ausdehnung haben (man spricht
dann von Massenpunkten), ist die Anziehungskraft F', die sie aufeinander ausiiben, gleich

dem Produkt der beiden Massen, dividiert durch das Quadrat ihres
Abstandes, multipliziert mit -

Das ist der Inhalt des sogenannten Gravitationsgesetzes. v bezeichnet die Gravitationskon-
stante. Wir denken uns die physikalischen Einheiten so gew#hlt, dass v den Wert 1 hat.

Das Newtonsche Gravitationsgesetz hat zur Folge, dass ein kleiner Probekorper, den man
irgendwo ausserhalb der Erde platziert, durch die Erde eine gewisse Anziehungskraft F'
erfihrt, sieche Abbildung 5. Dieser Effekt soll ausgenutzt werden.

Das direktes Problem lautet: Gegeben die Dichteverteilung der Erde, zu berechnen ist die
Anziehungskraft I, die ein Probekorper an einem beliebigen Ort ausserhalb der Erde durch
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Abbildung 6: Dreigliedrige “Kette” von Massenpunkten mit Massen xg, x1, s.

sie erfiahrt. Das inverse Problem besteht darin, aus der Kenntnis der Anziehungskraft F', die
ein Probekorper an einem beliebigen Ort ausserhalb der Erde erfihrt, die Dichteverteilung
der Erde zu rekonstruieren.

Es ist nicht wichtig, ob dieses Vorgehen eine wirklich praktikable Methode ist, um die Dich-
teverteilung der Erde zu bestimmen. Fiir die grundsétzlichen Uberlegungen dieses Artikels
ist sie interessant.

Allerdings soll die Fragestellung vereinfacht, und auf ihren wesentlichen Kern reduziert wer-
den.

4.1 Eine Kette von Massenpunkten

Statt der komplizierten dreidimensionalen Erde betrachten wir ein viel einfacheres Objekt:
Einen (vielleicht inhomogenen) Stab, den wir uns idealisierenderweise eindimensional denken.
Und weil man sich einen Stab als Perlenkette von Massenteilchen vorstellen kann, vereinfa-
chen wir die Aufgabe weiter und schauen uns eine “Kette” von zunéchst nur 3, spater mehr
Massenpunkten an. Die 3 Massenpunkte mit Massen

Zo, T1, T2

seien geradlinig im Abstand % von einander angeordnet, siche Abbildung 6. Dieses einfache
Objekt iibernimmt also jetzt die Rolle der Erde.

Weiter werden wir die (Gravitations-)Wirkung der Kette nicht {iberall im Raum, sondern
nur an drei Punkten
P07 P17 P2

betrachten, siehe Abbildung 7. Wir nennen diese Punkte Messstellen.

Die Massen x, x1, x5 und die Punkte Py, P;, P, liegen auf derselben Geraden. Der Abstand
zwischen dem Massenpunkt mit der Masse z¢ und dem Punkt Fy ist 1, der Abstand zwischen
den Punkten Py und Py, bzw. zwischen P; und P; ist jeweils %

Es soll die Anziehungskraft bestimmt werden, die ein Probekoérper der Masse 1 durch die
Kette erfahrt, wenn er sich im Punkt F,, bzw. P;, bzw. P, befindet. Berechnen wir zuerst
die Anziehungskraft der Masse x5 auf den Probekorper, wenn er sich im Punkt P; befindet.
Der Abstand der beiden Massen betragt
1 1
2-—+1+1-=.
2 T 2
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Abbildung 7: Eingezeichnet ist die Anziehungskraft yy, bzw. y1, bzw. yo, die die dreigliedrige
Kette auf einen Probekorper der Masse 1 am Punkt Py, bzw. P, bzw. P, ausiibt.

WEeil die Gravitationskonstante den Wert 1 hat und auch die Masse des Probekorpers 1 ist,
folgt fiir die gesuchte Kraft

1'372 2

1- = 22y,
2- 141411y G e

Analog erhélt man fiir die Anziehungskraft der Masse x; auf den Probekérper der Masse 1,
wenn er am Punkt P; platziert ist

2 2

().

J+2+1
Die Gesamtkraft y;, die die Probemasse am Punkt P; durch die dreigliedrige Kette erfihrt,
ist die Summe der Krifte, die die Massenpunkte xg, x1, x5 auf sie ausiiben. Man erhélt, je
nachdem ob sich die Probemasse im Punkt F,, oder im Punkt P;, oder im Punkt P, befindet,
der Reihe nach

Yo = (3)%xo+ (%)21’1 + (3)%2,
Yy = (g)zxo +($)%x1 + (%)2902 (9)
v = ()P0 + ()21 + (2)22

Die Gleichungen (9) sind die Ursache- Wirkungs-Beziehung fir dieses Problem.

4.2 Ein Rechenexperiment

Es ist aufschlussreich, ein Zahlenbeispiel durchzurechnen. Ausgangspunkt (oder Hintergrund)
ist eine “theoretische” oder “wahre” Kette mit den Massen zj, x7, 5. Fiir die Rechnung
nehmen wir an, dass alle drei Massen gleich gross sind und dass die Gesamtmasse 1 ist, das
heisst wir setzen:

xh =) =25 =1=03333...

Diese Kette erzeugt Gravitationskrifte y;, vy, y5 an den Messstellen Fy, P;, P,. Man erhélt
sie, indem man in den Gleichungen (9) x¢ durch zf, z; durch z7, zo durch x} ersetzt. Das
Resultat ist:

Yo = o A~ 0.564815, yi = 79 ~ 0.284815, y5 = g9 ~ 0.173704
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Und nun zum Rekonstruktionsproblem. Wir gehen davon aus, dass die an den Messstellen P,
Py, P, wirkenden Gravitationskriafte durch Messung ermittelt werden. Das heisst man hat,
je nach Qualitdt der Messung, von v, y;, y5 mehr oder weniger abweichende Messwerte

Yo, Y1, Y2
zur Verfiigung.

Wir simulieren solche Messwerte, indem wir die exakten Werte v, y7, y5 geringfiigig verédndern.
Wir wihlen zum Beispiel folgende Werte:

| 1
Y = 15 — 71000 ~ 0.563815
- 1769 1
Ui = 55 + o5 ~ 0.285815
— 469 1
Yo = 395 — Toos ~ 0.172704

Jetzt setzen wir in (9) fiir yo, y1, y2 die Werte o, U1, 92 ein und lésen das entstehende
Gleichungssystem nach z(, z1, xo auf — was sollten wir sonst tun? Das Ergebnis lautet:

To ~  0.207622
T, A~ 0.999437
Ty ~ —0.352005

Dieses Resultat ist eine bose Uberraschung. Es ist nicht nur ungenau — es ist sogar unphysikalisch,
weil es eine negative Masse liefert!

4.3 Analyse
Wie ist das moglich?

Man erinnert sich vielleicht an eine Schwierigkeit beim Konstruieren im Geometrieunter-
richt? Wenn zwei Geraden sich unter einem flachen Winkel schneiden, ist es schwierig, den
Schnittpunkt genau zu lokalisieren, besonders, wenn der Bleistift nicht gut gespitzt ist und
die Linien ein wenig “dick geraten” sind. Man spricht dann von “schleifenden Schnitten”.
Die Behauptung: Wir haben es genau mit diesem Phédnomen zu tun.

Durch die drei Gleichungen in (9) werden 3 Ebenen im Raum definiert. Man betrachte
die erste Gleichung. Sie definiert eine Ebene im xg-x1-z2-Raum. Die Koeffizienten von x,
1, To sind die Komponenten ihres Normalenvektors 1ig. Durch 71y ist die Ebene bis auf
Parallelverschiebung festgelegt. Die Konstante yo in der Ebenengleichung bestimmt, um
welche dieser zueinander parallelen Ebenen es sich handelt. Analoges gilt fiir die 2. und die
3. Gleichung von (9).

Mit Hilfe des Skalarproduktes kann man die Winkel zwischen den Normalen berechnen. Man
findet folgende Ergebnisse:

Winkel(ﬁo, ﬁl) ~ 6.9°
Winkel(ﬁo, ﬁg) ~ 11.3°
Winkel(7iy,m2) ~  4.4°

Die Winkel sind recht klein, die Ebenen sind in der Tat fast parallel. Das wére nicht weiter
schlimm, wenn die Konstanten g, y1, y3 in den Ebenengleichungen ezakt bekannt wéren.
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Abbildung 8: Schnitte von parallelen Geraden. a. Die Geraden stehen senkrecht, b. Die
Geraden sind fast parallel.

Das ist aber gerade nicht der Fall, weil sie durch Messung gewonnen werden und daher mit
Fehlern behaftet sind.

Man muss daher eigentlich drei Scharen von parallelen Ebenen betrachten und sie tripelweise
mit einander schneiden. Wenn nun die Ebenenscharen fast parallel sind, kénnen verschiedene
Schnittpunkte recht weit auseinander liegen, selbst wenn die drei “Pakete” paralleler Ebenen
eher “diinn” sind. Disen Sachverhalt illustriert eine Dimension tiefer Abbildung 8.

Machen wir weiter folgendes Experiment: Wir varriieren die Werte von yo, y1, y2 im Glei-
chungssystem (9) geringfiigig und schauen, wie gross die Schwankungen in den Losungen o,
x1, 2 werden konnen. Fiir die obigen Werte von yg, y1, y5 und mit § = 0.001 findet man:

Yo € [yg—0,y5+ 0] zo € [0.20,0.46]
y € [yr—06,yf+60 = x1 € [-0.34,1.0]
yo € [ys—9d,ys+ 0] Ty € [—0.36,1.1]

Man sieht, dass eine sehr kleine Schwankungsbreite bei den y’s eine etwa um den Faktor
1000 grossere Schwankungsbreite bei den z-Werten nach sich zieht.

In der Numerischen Mathematik sagt man, das lineare Gleichungssystem (9) sei

‘ schlecht konditioniert. ‘

In der Theorie der Inversen Probleme spricht man, wie gesagt, von einem

‘schlecht gestellten Problem. ‘

Ein andere gute Formulierung ist: Die Losungen x(, x1, x2 des linearen Gleichungssystems
(9) héngen , d.h. , von den Daten yg, 1, y2 ab. Gemeint ist, dass
geringfiigige Verdinderungen der y’s zu vergleichsweise sehr verschiedenen Losungen des Glei-
chungssystems (9) fithren.
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4.4 Ein gute Idee

Die Frage ist, ob die Erhohung der Messgenauigkeit der einzige Ausweg ist, um bei einem
schlecht gestellten Problem eine brauchbare (N#herungs-)Losung zu erhalten. Das hitte dann
zur Folge, dass solche Probleme in der Praxis héufig de facto unlésbar wéren, weil die notige
Messgenauigkeit aus technischen Griinden gar nicht erreichbar ist, oder nur mit einem Autf-
wand, der zum Beispiel aus Kostengriinden nicht in Kauf genommen werden kann.

Im Jahr 1963 hatte der russische Mathematiker
A. N. Tikhonov (1906-1993)

eine gute Idee. Sein Grundgedanke:

Man wverfilsche das schlecht gestellte inverse Problem ein wenig, so dass es “weniger
sensitiv” ist. Allerdings darf man es nicht zu stark verfédlschen, damit es noch “geniigend
nahe” beim urspriinglichen Problem ist.

Das verfalschte Problem wird als reqularisiert bezeichnet. Die Hoffnung ist, dass die Losung
des regularisierten Problems eine akzeptable Ndiherungslosung fir das schlecht gestellte in-
verse Problem ist. Es ist klar, dass es sich hier um ein riskantes Manover handelt, das darauf
setzt, dass die Sensitivitdt zuriickgedréngt werden kann, ohne dass der Bezug zum eigentli-
chen Problem zu sehr verloren geht.

Die entscheidende praktische Frage ist, wie das gegebene Problem “verfilscht” werden soll,
und wie stark. Tikhonovs Vorschlag, angewandt auf unsere Kette, lautet so: Man ersetze die
Diagonalelemente im Gleichungssystem (9) durch etwas grossere Zahlen. Statt (9) betrachten
wir also das folgende System:

yo = ((3)?+|[a)zo+ (3)%21 + ()2
o= (3)%x0+ ()7 +|[a] )1 + (3)°x2 (10)
yo = (§)’x0+ (322 + ((3) +|[a])zs

Dabei soll « eine kleine positive Zahl sein. o heisst Regularisierungsparameter.

Damit das Konzept ganz klar ist, hier nochmals die Logik. Ausgangspunkt ist die zugrunde-
liegende Kette mit den drei Massen

* % ok 1

Sie erzeugen an den Messstellen Py, P;, P, nach (9) die Gravitationskréfte

Yo = ok &~ 0.564815, yf = o0 ~ 0.285815, y5 = s &~ 0.172764.

Diese sind aber nicht exakt bekannt: Man verfiigt lediglich iiber mit (kleinen) Fehlern be-
haftete Messungen:

6l 1~ 769 i 169 1
Yo = 10s ~ 000’ Y1 = 2700 T 1000’ Y2 = 3700 — Tooo-
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Die Idee ist, in (10) yo, y1, yo durch 4o, y1, Y2 zu ersetzen, fiir o eine kleine positive Zahl zu

wéhlen und dann das Gleichungssystem (10) nach zg, x, xe aufzuldsen, in der Hoffnung,

dass seine Losung, die mit z{, =7, 7§ bezeichnet werde, eine akzeptable Néherung fiir z§ =
1

* ¢ 1
x] = x5 = 3 1st.

Wir benétigen ein Mass fiir die Fehler. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Fehler zu

messen. Eine geht so: Man bestimmt die sogenannten Absolutbetrige der Differenzen

(6% * 0] *

* = e
Lo — Lo, T3 — Ty, Ty Iy
und nimmt die grdsste der drei Zahlen. Wir bezeichnen sie mit error(«).

Hier sind die Resultate eines Computerexperiments. Fiir verschiedene Werte von o wird der
Fehler error(a) berechnet. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 1, 2 wiedergegeben.

a | error(a) a | error(a)
0.00 0.69 0.024 | 0.1169
0.01 0.15 0.025 | 0.1168
i S o T SR
0.04 0.12 0.028 | 0.1169
0.05 0.13 0.029 | 0.1170
0.06 0.13 0.030 | 0.1172

Fiir den offenbar giinstigen Wert o = 0.025 findet man:

70~ 0.338276 xy =1 =0.33333...
79~ 0.366629 t :% —0.33333...
79 ~ 0.216546 ¥y =1 =0.33333...

Die Tikhonov-Idee “funktioniert” also bei unserem Beispiel ganz gut. Jedenfalls kann man
feststellen:

a) Das Resultat ist nicht aphysikalisch!

b) Der Fehler, insbesondere fiir die Massen xj und x7, ist mit unter 10% respektabel klein.
Schlechter sieht es bei der dritten Masse der Kette aus, hier liegt der Rekonstruktions-
fehler bei 35%.

4.5 b5-gliedrige Kette

Eigentlich sollte ja die Dichteverteilung der Erde rekonstruiert werden oder mindestens die-
jenige eines Stabes. Die 3-gliedrige Kette ist nur eine sehr grobe Néherung fiir einen Stab.
Betrachten wir wenigstens noch eine Kette mit fiinf Gliedern, siche Abbildung 9. Die “theo-

retischen” Massen seien |
* * * * * .
:1:0—3:1—3:2—3:3—3:4—5_0.2.
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Abbildung 9: Analog zur 3-gliedrigen Kette betrachten wir nun ein 5-gliedrige Kette.

Aus einem zu (9) analogen Gleichungssystem mit 5 Gleichungen fiir die Beziehung zwischen
den Massen xg, r1, T2, x3, T4 und den Gravitationskriften yo, y1, ¥2, y3, ¥4 an den 5 Mess-
stellen Py, P;, P>, P, Py, erhédlt man die “theoretischen” Gravitationskrafte

v =0.532.., yF = 0.371.., y3 = 0.275.., yi = 0.213.., yi = 0.170..

Daraus “simulieren” wir wieder Messungen, indem wir zum Beispiel

Yo=Yo—0, =Y +0,Yo=Yys—0,Ys=y3 +0, Ya=y; — 0

setzen. Wieder ist § ein Mass fiir die Messgenauigkeit: Grosses ¢ bedeutet, dass ungenau
gemessen wird. Kleines § bedeutet hohe Messgenauigkeit.

a) Beginnen wir mit
§ =10"%=0.001

wie bei der 3-gliedrigen Kette. Unregularisiert, das heisst fiir o = 0, erhélt man als Rekon-
struktion von xg, ..., z):

—79.2779, 733.555, —2237.01, 2767.58, —1196.55.

Diese Resultat ist noch viel katastrophaler als dasjenige, das wir im Fall der 3-gliedrigen
Kette erhalten hatten! Wenn man mit

a = 0.045
nach Tikhonov regularisiert, erhélt man hingegen als Rekonstruktion
0.201822, 0.235736, 0.169533, 0.191348, 0.126361.
Das sind halbwegs akzeptable Ndherungen. Die prozentualen Fehler betragen

0.92%, 17.9%, 15.2%, 4.3%, 36.8%.

b) Stellen wir uns vor, dass man die Messgenauigkeit um eine Grossenordnung erhéhen kann.
Das heisst es sei jetzt

5 =10"* = 0.0001.
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Unregularisiert findet man als Rekonstruktion
—7.74779, 73.5355, —223.521, 276.938, —119.475,
ein immer noch vo6llig unbrauchbares Resultat. Indem man mit
a = 0.005
Tikhonov regularisiert, findet man als Rekonstruktion
0.191257, 0.228835, 0.185026, 0.21565, 0.163105.
Die prozentualen Fehler sind nun reduziert auf recht akzeptable

4.4%, 14.4%, 7.5%, 7.8%, 18.4%.

c) Erhoht man die Messgenauigkeit noch um eine Grossenordnung, das heisst, es werde
§ = 107" = 0.00001.

gesetzt. Unregularisiert erhélt man weiterhin drei negative Massen, also ein physikalisch
unsinniges Ergebnis. Tikhonov regularisiert mit

a = 0.001

ist das Ergebnis jetzt recht brauchbar. Die prozentualen Fehler schwanken zwischen 1.5%

und 7.5%.

d) Man kann sich fragen, wie hoch die Messgenauigkeit sein miisste, um unregularisiert zu
einem dhnlich genauen Resultat zu gelangen. Fiir

§=10"%
schwanken die Fehler zwischen 0.4% und 14%. Fiir
§=10"°

liegen sie zwischen 0.04% und 1.4%. Das heisst: Unregularisiert miisste man mehrere Grissenordnungen
genauer messen!

5 Elemente einer mathematischen Analyse

Dieses Kapitel ist fiir mathematisch interessierte Leserinnen und Leser geschrieben, die noch
etwas genauer verstehen mochten, was ein schlecht gestelltes inverses Problem ist, und warum
und unter welchen Bedingungen die Idee von Thikonov funktioniert. Es setzt ein wenig Ver-
trautheit mit Vektorrechnung in der Ebene voraus. An einigen Stellen wird das Skalarprodukt
beniitzt.
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5.1 Matrizen und Vektoren

Um die Schwierigkeiten mit inversen Problemen und den Nutzen des Vorschlags von Tik-
honov besser verstehen zu konnen benétigt man einige Grundbegriffe aus der sogenannten
Matrizenrechnung. Es handelt sich zunéchst nur um eine neue Schreibweise fiir lineare Glei-
chungssysteme und ihre Losungen.

Es wird alles am Beispiel von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten erklédrt. Die Verallgemeine-
rung auf fiir 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten oder 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten, usw
ist nicht besonders schwierig und versteht sich (fast) von selbst.

Stellen Sie sich unter a, b, ¢, d.e, f sechs zwar nicht bekannte aber bestimmte Zahlen vor und
betrachten Sie das (lineare) Gleichungssystem

ar +by = e
{c:p+dy = f (11)

Die Aufgabe besteht darin, Zahlen x und y zu finden, die das Gleichungssystem (11) erfiillen.

In den meisten Féllen findet man exakt ein solches Zahlenpaar x, y. Unter Umsténden kann es
aber auch unendlich viele derartige Zahlenpaare geben, oder, wenn man Pech hat, iiberhaupt
keines. Welcher Fall eintritt, hdngt von den sechs Zahlen a,b,c,d.e, f ab, den Daten des
Gleichungssystems, wie man manchmal sagt.

5.1.1 Matrizen und Vektoren

Die ersten vier Zahlen, also a, b, ¢, d, nennt man die “Koeffizienten” des Gleichungssystems
(11). Aus ihnen bildet man eine sogenannte

2x2-Matrix,

indem man sie zu 2 Zeilen und 2 Kolonnen anordnet und zwischen eckige oder runde Klam-

mern setzt:
a b dor: a b
e d oder: e d

Damit man sich bequem auf das neue “Gebilde” beziehen kann, beniitzt man zur Abkiirzung
einen grossen Buchstaben, z.B. ein A, B oder M, und schreibt

A:[‘CL H (12)

Neben den Koeffizienten des Gleichungssystems (11) spielen auch zwei Zahlenpaare eine
wichtige Rolle: Einerseits die beiden Unbekannten x und y, und andererseits die beiden
Zahlen e und f auf der rechten Seite des Gleichungssystems (11).

Fiir diese fithrt man sogenannte 1-kolonnige Matrizen ein, nennt sie Vektoren, und bezeichnet
sie mit (unterstrichenen) Kleinbuchstaben:

=3 em[7] @

Eine 1-kolonnige Matrix aus zwei Elementen nennt man auch 2x1-Matrix (weil sie aus 2
Zeilen und 1 Kolonne bestehen), oder 2-Vektor.
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5.1.2 Matrizenoperationen

Es hat sich als sehr zweckméssig erwiesen fiir Matrizen gewisse Rechenoperationen zu defi-
nieren.

Beispielsweise multipliziert man eine Matrix mit einer Zahl, indem man jedes Element der
Matrix mit der Zahl multipliziert.

Beispiel 1

35 3:3 35 9 15
‘4::[—2 4} , 3-A=34= { 4} {—6 12}

L e T

Des weiteren kann man “gleichartige” Matrizen addieren, indem man entsprechende Elemen-
te addiert.

Beispiel 2 Aus

3 5 6 —2
S R I
erhdlt man
[ 35 6 2] [ 3+6 5-2] [9 3
A+B_{—24}+{3-3}_{—2+34—3]—[11}'
Fiir

erqgibt sich
+h—4+_1—4_1—3
ITRT |5 2| " |5+2] | 7|
Spannender ist die Definition der Multiplikation einer 2x2-Matrix mit einem 2-Vektor und
mit einem 2-Vektor als Ergebnis. Die Definition lautet wie folgt. Es sei:

w31 e[

wwome [ 0[] [me]

Es folgen ein paar Beispiele mit konkreten Zahlen zur Illustration.
1 2 5 1-5+2-6 17
3 4 6 3-5+4-6 39
-3 3 -2 | (=3)-(=2)+3-3 | |15
-5 -2 31 | (=5 (-2)+(-2)-3| | 4
10 7 1-74+0-8 7
01 8 0-7+1-8 8
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Die Matrix

o]

nennt man iibrigens 2x2- Finheitsmatriz und bezeichnet sie mit I oder I5. Ein anderer Name
ist Identitét, oder Identitdtsmatrix, weil fiir jeden beliebigen 2-Vektor w gilt

Tw=w,
das heisst die Multiplikation mit I lasst den Vektor w unveréndert.

Warum ist die Multiplikation einer 2x2-Matrix mit einem 2-Vektor so definiert, wie For-
mel (14) angibt? Die Antwort lautet: Mit den eingefiihrten neuen Objekten (2x2-Matrizen,
2-Vektoren) und der geméss (14) definierten Multiplikation ldsst sich das (lineare) Glei-
chungssystem (11) wunderbar einfach schreiben. Mit

=lea] =[] el "

_la b x| | ar+by
Az_[c d}{y}_[cx—%dy} (16)
Nun muss man nur noch vereinbaren, dass (gleichartige) Matrizen gleich sind, wenn entspre-
chende Elemente gleich sind, das heisst

a b] J[a 8] a=a,b=0 .
{c d]_[W 5_genauwenncz%d:5 gilt

folgt

beziehungsweise

o a | enau enna:a ilt
b | ﬁ_g W c fyg'

Dann kann man das durch Gleichung (11) gegebene Problem in der folgenden Form “schrei-
ben”:

Az =y, (17)
wobei A, z, g durch (15) festgelegt sind.
Was ist gemeint?

Aus den Zahlen a,b, ¢, d, e, f bildet man die 2x2-Matrix A und den 2-Vektor g gemiss (15).
Dann gilt:

e Sind z, y zwei Zahlen, die das lineare Gleichungssystem (11) erfiillen, so erfiillt der

2— \/(EklOI'
|: :|
=
y

3]

die (Matrix-)Gleichung (17), so erfiillen die beiden Zahlen z, y von z (die sogenannten
Komponenten oder Elemente des Vektors z) das lineare Gleichungssystem (11).

die (Matrix-)Gleichung (17).
o Erfiillt umgekehrt der 2-Vektor
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Vielleicht fragen Sie: Lohnt sich dieser Aufwand? Neue Objekte (Matrizen, Vektoren) und
neue Operationen (Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl, Addition von (gleichartigen)
Matrizen, Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor) definieren, nur um das (lineare)
Gleichungssystem (11) in der Form (17) anschreiben zu kénnen?

Die Antwort ist: Es lohnt sich, vielleicht nicht sofort, aber a la longue. Lohnt es sich fiir eine
(bescheidene) Einfithrung in schlecht gestellte inverse Probleme? Lassen Sie sich darauf ein
und urteilen Sie spéter.

Die Niitzlichkeit von Matrizen und Vektoren beruht u.a. darauf, dass fiir die eingefiihrten
Rechenoperationen ein paar Rechenregeln gelten. Die fiir uns wichtigste ist folgende. Sind A
eine 2x2-Matrix, w, z zwei 2-Vektoren, und r, s Zahlen, so gilt:

A(rw + sz) = rAw + sAz (18)

Die Richtigkeit dieser Formel zeigt man durch Nachrechnen: Wir setzen

e[ el ]
c d v Y
und bilden der Reihe nach:

MR MR IR e
l.rw+sz=r + s = + =

v Y TV sy TV + Sy

a b ru+sr | | aru+ asx + brv + bsy
c d ro+sy | | cru+csx + drv+dsy

| a b w | | au+bu
3'Aw_[c d][@}_[cudev]

au + bv ] B [mu+rbv]

2&@+@={

rceu + rdv

ar +by | | sax + sby
| scx + sdy

6. rAw + sAz = [mu+rbv+saw+sby]

reu + rdv + scx + sdy
Der Vergleich des Resultats in 2. und in 6. zeigt die Richtigkeit von Formel (18).

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren: Ein Beispiel
5.2.1 Erste Begegnung

In diesem Abschnitt lernen Sie sogenannte Figenwerte und Figenvektoren von Matrizen ken-
nen. Sie sind ein ausserordentlich niitzliches Instrument, wie Sie schon im néchsten Abschnitt
erfahren werden. Ausgangspunkt ist die 2x2-Matrix

A:[}j} (19)

=7 (20)
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Dass u fiir die Matrix A eine besondere Bedeutung hat, sehen Sie, wenn Sie Au berechnen:

Agzﬁ ‘i} [—ﬂ:{1.1(}2_)2;542.)1-1}:[_;1]

Wie man sieht, ist der Vektor Au gerade gleich 2u, denn es ist

wms[4)-[]

Au = 2u. (21)

Mit anderen Worten, es gilt

Man sagt: Die Zahl 2 ist Figenwert der Matrix A und u Figenvektor zum Eigenwert 2.

Betrachten Sie als nachstes den Vektor

o=l ] )

Offenbar gilt

e[ ][ =[RS =[5

Wegen

kénnen wir sagen: Es gilt
Av = 3v (23)

Das heisst: Die Zahl 3 ist ebenfalls Eigenwert der Matrix A und v ein Eigenvektor zum
Eigenwert 3.

Es stellen sich mindestens zwei Fragen:
i) Wie findet man Eigenwerte und Eigenvektoren fiir eine gegebene Matrix?

ii) Was niitzen Eigenwerte und Eigenvektoren?

5.2.2 Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Die Antwort auf die erste Frage ist nicht besonders schwierig. Kehren wir zum Anfang dieses
Abschnittes zuriick. Gegeben ist die Matrix

A:“ _ﬂ (24)

Einen Eigenwert und einen dazu gehérigen Eigenvektor der Matrix A bestimmen heisst, eine
Zahl X und einen Vektor e (“e” um an Eigenvektor zu erinnern)

o= [g] (25)
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bestimmen, so dass, vergleichen Sie (21) und (23), gilt

Ae = de (26)

Verwandeln wir die (Matrix-)Gleichung (26) in ein konventionelles Gleichungssystem. Aus

e[t (31558 e f3]- (5]

erhélt man an Stelle von (26)
{ a—20 = Al (27)

a+460 = A0

Das sind (nur!) zwei Gleichungen fiir 3 Unbekannte «, 3, A! Es ist an dieser Stelle vorteilhaft
zuerst einmal so zu tun, als wiirde man A schon kennen, und als ginge es nur darum « und
[ zu bestimmen. Nach der iiblichen Strategie fiir das Losen von Gleichungen ist man dann
bestrebt die Unbekannten, also o und 3, nur an moglichst wenigen Orten zu haben. Zu diesem
Zweck wird man auf beiden Seiten der ersten Gleichung von (27) den Term A« subtrahieren
und die beiden a-abhéngigen Terme zusammenfassen und analog bei der zweiten Gleichung
(27) den Term A3 subtrahieren und dann die beiden [-abhéngigen Terme zusammenfassen.

Man findet ( )
a(l—=X) =28 = 0
{ a+(4—N3 = 0 (28)
Nun kann man zum Beispiel die zweite Gleichung nach o auflésen:
a=(AN—=4)p (29)
und das Resultat in die erste Gleichung (28) einsetzen:
A=4)(1-XNB—-26=0
[ ausklammern ergibt
[(A=4)(1=A)=2]6 =0,
oder, wenn man schliesslich den Term in der eckigen Klammer vereinfacht
[~A% +5X—6]3 =0. (30)

Eine Moglichkeit wére 5 = 0 zu setzen; dann folgt aus (29) auch av = 0, das heisst der Vektor
e wire der sogenannte Nullvektor

e= [ 0 } =0

e 0 Y

Wenn man diese Wahl weiter verfolgt, stellt sich heraus, dass sie ganz uninteressant ist.
Deshalb verabredet man:

Der Nullvektor 0 = [ 8 } gilt nicht als Eigenvektor! (31)
Kehren wir daher zur Gleichung (30) zuriick. Wenn ( nicht gleich 0 sein darf, muss
“A 45N —6=0 (32)
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gelten. Das ist die sogenannte Eigenwertgleichung und das Polynom Py(A\) = =A% + 5\ — 6
heisst charakteristisches Polynom. Seine Nullstellen liefern die Eigenwerte. In der Tat erhélt
man aus der quadratischen Gleichung (32)

—5+tv25—-24 —5+£1

Ny oy —
1,2 _9 ) 9

also A} = 2, Ay = 3. Hinsichtlich der Wahl von § und « folgt zunichst aus (30), dass fiir
A = A oder A = Ay die eckige Klammer den Wert 0 hat, man fiir § also jede beliebige Zahl
(ausser 0) wihlen kann, zum Beispiel 5 = 1 oder f = —1. Fiir A = 2,5 = 1 folgt aus (29)
a = (2—4)1 = —2. Somit finden wir:

e[

ist Eigenvektor zum Eigenwert 2, in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (20), (21). Ana-
log findet man fiir A = 3,5 = —1, dass

e (]

Eigenvektor zum Eigenwert 3 ist, ebenfalls in Ubereinstimmung mit fritheren Betrachtungen.

5.3 2-gliedrige Kette von Massenpunkten im Lichte von Eigen-
werten und Eigenvektoren

Betrachtet man beim im Kapitel 4 untersuchten Problem der Gravitationswirkung einer
Kette von Massenpunkten nur eine 2-gliedrige Kette, das heisst die Wirkung von nur 2
Massenpunkten der Massen zy und z1, findet man anstelle der Ursache-Wirkungsbeziehung

(9) die folgende
Yo = Tot ifﬁ
33
{y1 = 1%+ 52 (33)
die wir nun mit einer Matrix und Vektoren schreiben konnen. Es sei

y:{yo]. (34)

- Y1

s
I
—
= =
O = =
| |
8
I
—
8 K
)
1

Sel etwa

I8
*

Il
—
H&* o&*
| |

I
—
DN [0 [ =

] (36)

*

die “exakte” Massenverteilung. Dann folgt fiir die “exakte” Wirkung y* = Az

o= )= L)

N[ D [ =

] (37)

W= =
|
N sseolen



5.3.1 Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren der Matrix A

Als néchstes werden die Eigenwerte und Eigenvektoren zur Matrix A von Gleichung (34)
bestimmt. Das Pendant zur Gleichung (26) lautet:

1 1 « «
6] (o
oder PR
a—+ 0 = Aa
EAR Y %

Sie erinnern sich an die Strategie? Man tut so, als sei A schon bekannt, und nur «, § seien
zu bestimmen. Dazu formt man (39) wie folgt um:

(I-Na+13=0
40
P (40)
Auflésen der 2. Gleichung nach « liefert
4
a=(1h-35)p (41)

und Einsetzen in die 1. Gleichung (40) und Umformen ergibt

(1= X)(aA ) + 715 =0

Daraus zieht man den Schluss, dass
4 1
1—=XNdN—=)4+-=0
(1= DA - 5) +

gelten muss (weil 5 = 0 auch a = 0 nach sich ziehen wiirde, das heisst es wire e = 0; der
Nullvektor ist jedoch nach Vereinbarung kein Eigenvektor, siehe (31)). Umgeformt lautet die
letzte Gleichung

144)% — 160X 4+ 7 =0 (42)

Die Formel fiir die Losungen einer quadratischen Gleichung liefert

160 £ /25600 — 4032 160 £8v377 5 1
V337

b2 288 288 9 36 (43)
Auf einige Dezimalen genau erhélt man
A1~ 1.06549 o ~ 0.045623 (44)

Es fallt auf, dass der zweite Eigenwert recht klein ist. Es wird sich zeigen, dass genau deshalb
das Problem der Rekonstruktion von z* aus einer Messung von y* erschwert wird. Fiir die

Eigenvektoren zu A; bzw. Ay, die wir mit ¢, bzw. ¢® bezeichnen, finden wir aus (41)

o) = { (4A1ﬁ—1§)51 } e { Wzﬁ;%)@ } (45)
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dabei sind 3y, (B, zwei Zahlen ungleich 0, fiir deren Wahl wir sogleich einen Vorschlag machen
werden.

Erinnern Sie sich an den Begrift des Skalarprodukts zweier Vektoren a und b in der Ebene?
Man definiert
(a,b) = |al|b| cos &,

dabei bezeichnen |a| und |b| die Lingen der Vektoren a und b und ¢ ihren Zwischenwinkel.
Wenn a und b in Komponenten gegeben sind

o|n] e[

dann gilt

und
(a,b) = ar1by + azb,

Berechnet man das Skalarprodukt zwischen e und e® erhilt man

4 4
(e, e?) = [(4\ — 5)(4>\2 - 5) + 1]81 32 (46)
Fiir die eckige Klammer gilt
16 97
16A A — — (A + A —
1A2 = 5 (A1 + ) + 31
Da Aj, Ay die Wurzeln der quadratischen Gleichung (42) sind, folgt nach dem Satz von Vieta
160 7
)\1+)\2—m ) )\1)\2—m

Demzufolge erhélt man fiir die eckige Klammer in (46)

16 7 16 160 . 97
144 9 144 81
was ausgerechnet 0 ergibt. Das heisst: Die Figenvektoren e und e® stehen senkrecht auf-
einander.

Der Vorschlag ist nun, die Zahlen (; und [, so zu wihlen, dass e und e® auch noch
Einheitsvektoren sind, also die Lénge 1 haben. Das wird erreicht wenn man setzt

1 1
B = , o= (47)
\/1+(4A1—g)2 \/1+(4)\2—§)2
Auf einige Stellen genau erhiilt man dann fiir e, e
w [ 0.967361 o . [ 0253401 48)
= 0.253401 o= 0.967361

Zusammengefasst: Die Matrix A aus (34) hat die Eigenwerte A;, Ao, siehe (43), wobei A\;
nahe 1 ist, wihrend Ay vergleichsweise klein ist, siche (44). Zu diesen Eigenwerten gehoéren
Eigenvektoren e und e, siehe (45), (47), (48). Fiir sie gilt:

Ae®D = e 4e® = A, (49)

Uberdies sind e und e® Einheitsvektoren und sie stehen senkrecht aufeinander.
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Abbildung 10: Zerlegung eines Vektors.

5.3.2 Darstellung eines Vektors als Linearkombination von e und e®

Der Vorteil von in der Ebene zueinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren eV, e(®) ist,
dass jeder beliebige Vektor @ sich in einfacher Weise “als Linearkombination” von e, e
darstellen lasst. Es gilt:

a=(a,eM)e™ + (g, e?)e (50)
Diese Gleichung ldsst sich geometrisch erkldren, siehe Abbildung 10. Wegen (a,eV)) =
lal|leM)| cos ¢, = |a| cos ¢y ist (a,e™)) gerade die Linge der Projektion von g auf e (mit

Vorzeichen), (a,e™)e™ also die Projektion von a auf e™, und (a,e®)e® entsprechend die
Projektion von @ auf e®.

5.3.3 Eigenwerttheorie und schlecht gestellte Probleme

Kommen wir nun zur Anwendung auf das schlecht gestelle inverse Problem (35). Nach Kon-
struktion gilt

Nun sei § = Yo I = y* + de eine Messung fiir y*. Dabei sei ¢ irgend ein Einheitsvektor.

1
Wie frither ist 0 ein Mass fiir die Messgenauigkeit.

a) Naive Rekonstruktion
Die “naive” Rekonstruktion Z entsteht als Losung der Gleichung

A

1=l

=y=y +oe=Azx" +de. (51)
Diese Gleichung kann man auch in folgender Form schreiben
AT — Az* = de

und mit der Rechenregel (18)
Az —z7) = d¢ (52)
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Zur “Losung” der Gleichung (52) wird nun a := de mit Hilfe der Formel (50) als Linearkom-
bination der Eigenvektoren eV, e® der Matrix A dargestellt*:

de = (de, €M) + (de, €®)e® = (e, eM)el) + (e, e?)e® (53)
Unter Verwendung von (53) erhilt man folgende Gleichung fiir den Fehler

_g*

1]

der Rekonstruktion:
A —z*) = (e, eM)e™ + 6(e, e®)e® (54)

Behauptung: Die Losung von Gleichung (54) lautet?:

Kl
Y

_g*:

1=l
Q

5 =)
(e, €M™ + (e, e)e® =3 (e, e)e (55)
2

k=

[y

In der Tat: Nachrechnen unter Verwendung der Formeln (18) und (49) ergibt:

) 1) ) 1)
Az —z*) = A_1<§’ e A + )\_2<§’ e?)Ae® = A_1<§’ eMAe® + A—Q(g, @) Age?

Der Rekonstruktionfehler (55) besteht aus zwei Termen. Die Skalarprodukte (e, e), (e, e®)
sind irgend welche Zahlen zwischen -1 und +1. Von entscheidender Bedeutung sind die
Faktoren 5 5

DY

A1 hat ungefdhr den Wert 1 (siehe (44)), also ist )\% ungefdhr so gross oder so klein wie 9.
(Man erinnere sich, dass § ein Mass fiir die verwendete Messgenauigkeit, also klein, ist.)

Ein wenig anders ist die Situation beziiglich des Faktors /\%. Da Ay recht klein ist (siehe (44))
tiberwiegt der zweite Summand in der Formel (55) fiir den Fehler der Rekonstruktion im
allgemeinen und zwingt einem die Messgenauigkeit zu erhchen, also ¢ zu verkleinern, um
ohne andere Massnahmen eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen.

b) Tikhonov-Rekonstruktion

4 Seien @, b zwei Vektoren und r eine Zahl. Dann gilt

(ra,b) = r(a,b), (a,7b) = r(a,b)

SWir benutzen hier und im folgenden ab und zu das sogenannte Summenzeichen. Es bedeutet

2
E ar = a1 + ag,
k=1

wobei a1, as zwei Zahlen bedeuten koénnen, oder irgend welche Ausdriicke. Analog gilt:

3 n
g ar = a1 +as +as g ar =a1+ a2+ ... +an—1+ ay
k=1 k=1
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Eine solche andere Massnahme ist die Anwendung der Regularisierung nach Tikhonov. Sie
soll nun in analoger Weise mit Hilfe der Eigenvektoren der Matrix A analysiert werden. Statt
gemiéss (51) wird die Rekonstruktion % nun aus folgender Gleichung gewonnen, vergleiche
(10):

az® + Az™ = Ax* + de (56)

Dabei ist a der Regularisierungsparameter. Man rechnet nach, dass fiir den Rekonstrukti-
onsfehler 7% — x* nun folgende Darstellung gilt

-zt = -zt eM)el) — o (zr, e)e®

(57)

+=2- (e, eM)e® + (e, e®)e®

Es ist interessant diese Formel mit (55) zu vergleichen. Fiir a = 0 erhélt man aus (57) die
Formel (55), wie es sein soll. Im {ibrigen sieht man, dass die Tikhonov-Regularisierung zwei
Effekte hat. Einerseits kommen Terme dazu, die « als Faktor enthalten. Damit sie klein sind,
ist man bestrebt « klein zu wihlen (ideal wére oo = 0!). Andererseits werden die Nenner )\
und A, in (55) jetzt durch

a+ N, a+ X

ersetzt. Um die entsprechenden Terme moglichst klein zu machen, méchte man o moglichst
gross wihlen (ideal wire o “unendlich gross” zu machen).

Offenbar besteht die Aufgabe darin, zwischen zwei sich widersprechenden Wiinschen einen
Kompromiss zu finden: « soll nicht zu gross sein, damit die Terme, die « als Faktor enthalten,
nicht einen allzu grossen Fehler erzeugen und umgekehrt soll a auch nicht zu klein gewéhlt
werden, damit der Term mit —2—

a+A2
Kompromiss konkret aussehen soll.

als Faktor nicht zu gross wird. Die Frage ist, wie dieser

An dieser Stelle kommt nun noch ein neuer Gesichtspunkt zum Tragen. Bisher haben wir an
die zu rekonstruierende Grosse z* keine Bedingungen gekniipft. Das muss aber nicht so sein.
Wir werden im folgenden z* wie folgt einschréanken.

Voraussetzung 1 FEs gibt einen Vektor z* der Linge hochstens 1 (also |z*| < 1), so dass
gilt
= A (58)

Wie Sie erfahren werden, kann man unter der Voraussetzung (58) eine, wie man sagt, a
priort —Wahl, fiir den Regularisierungsparameter « treffen, die den Rekonstruktionsfehler in
gewisser Weise minimiert.

¢) Zwischenrechnung
Fiir unsere Uberlegungen benotigen wir folgende Formel

(Az*, e = (2", AeD) = (2%, \e?) = Ni(2", e?) (59)

Dabei steht i fiir 1 oder 2. eV, e® sind wie zuvor die beiden Eigenvektoren der Matrix A
und \q, Ay die zugehorigen Eigenwerte.
Der Beweis der Formel (59) erfolgt durch Nachrechnen. Die erste Umformung in der Kette
(59) beruht darauf, dass A eine sogenannte “symmetrische” Matrix ist, das heisst eine Matrix
der speziellen Gestalt
a b
=i
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Mitg*:[zi},i:lfl]folgt:

. azi + bz X X « *
(Ag 7f) = (|: bZ%*FdZ% :| ) |: i]]i; :|) :azlf1+b22f1+bzlf2+d22f2

(2, Af) = ({ 2 } , { ZQ 13;22 ]) = Z{afi + Zibfa + 23bfi + Zdf

Die weiteren Umformungen in (59) folgen aus den Gleichungen (49), sowie aus einer Eigen-
schaft des Skalarprodukts, siehe Fussnote 4.

d) Darstellung des Rekonstruktionsfehlers unter Voraussetzung 1
Unter der Voraussetzung (58) fiir z* und mit (59) lasst sich (57) wie folgt schreiben:

T —g* = _;;_)\il(g*&(l))g(l) _ O:XJF_A;Q@*,Q(?))Q(?)
(60)
+af)\1 (e,eM)e® + %&(Q e?)e®
Die Faktoren
a\ ) Ay ) (61)
at+XN T oat+ AT at+Xd T at+ )\

sind alle positiv (A;, Ag sind positiv, siehe (44), §, a sind positiv nach Voraussetzung). Es
ist wichtig, dass sie moglichst klein sind. Weil

A< a4+ A\ , a< a4+ M , Ay < a+ Ay s a < a4+ A

gilt, sind die Faktoren jedenfalls nicht grosser als

— — 62
« Y a Y « ) Qa ( )

Nun kann man gut ablesen, wie der Kompromiss fiir o aussehen soll: Damit weder o grosser
als 2 ist, noch £ grosser als a, verlangt man:
(6% (6%

und das heisst

a=+5 (63)

Unter Verwendung der Wahl (63) fiir den Regularisierungsparameter erhdlt man die Rekon-

struktion
- %]

aus einer Messung

— yO * ZJS 560 :|
Y [ U ] Y € [ y

von y* = Ax* durch Losen des Gleichungssystems
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VO 0m 4T = g,
+(f+9)1 = 7

N
H

L

Man braucht dafiir weder Eigenwerte noch Eigenvektoren der zu Grunde liegenden Matrix
A zu kennen.

Den Rekonstruktionsfehler, (60), den man dabei begeht, kann man wie folgt schreiben:

TP —a = VA2, el — A (zr, (@)l

= VO [ (2 e)e® + (e, e)eV)

5.4 Die 3-, 5-, n-gliedrige Kette von Massenpunkten im Lichte von
Eigenwerten

Fiir die 3-gliedrige Kette von Massenpunkten lautet die Ursache-Wirkungs-Beziehung in
Matrixschreibweise

y = Az,
wobei A jetzt eine 3x3-Matrix ist, namlich, vergleiche (9) in Abschnitt 4.1,

A= (65)

B[O s bt
RAESNEREIES
lOI»—t§|J>J>I>—l

Entsprechend sind z, y 3-Vektoren, also Kolonnen aus 3 Zahlen. Ganz dhnlich wie fiir die
2x2-Matrix A aus Gleichung (34) kann man Eigenwerte und Eigenvektoren fiir die Matrix

(65) bestimmen. Die Eigenwerte ergeben sich als Nullstellen aus einem Polynom dritten

Grades 49 83639 4679
Ps(\) ==\ — =A% + A\ — —
36" 810000" 29160000

Man erhélt ndherungsweise folgende Eigenwerte

A1~ 1.28057 , A2~ 0.0789491 , A3~ 0.00158713 (66)

Es ist nicht schwer nun (Ndherungen fiir) die zugehorigen Eigenvektoren zu bestimmen. Es
stellt sich wieder heraus, dass sie paarweise senkrecht aufeinander stehen, das heisst, das
Skalarprodukt zwischen je zweien von ihnen ist gleich 0. Schliesslich kann man sie so wéhlen,
dass sie Einheitsvektoren sind, das heisst, dass alle die Lange 1 haben.

Fiir die 5-gliedrige Kette ist A eine 5x5-Matrix, ndmlich

] 16 4 16 1
2 4 4
6 & o T i
2 9 49 4 81

a— | ® & P i % (67)
- 9 49 4 81 25
s ¥ 6 1 B
49 4 81 25 121
P % B
4 81 25 121 9

w
D



Aus einem Polynom vom Grad 5 findet man (ndherungsweise) folgende Eigenwerte fiir A
A1~ 1.84883, \y =~ 0.112992, A3 ~ 0.0036644, )\, ~ 6.38237-107°, A5 ~ 4.78995-10" (68)

Vergleicht man die Eigenwerte fiir die drei betrachteten Félle (2-, 3-, 5-gliedrige Kette) stellt
man folgendes fest: Die Eigenwerte sind positiv. Der grosste, A;, hat etwa den Wert 1. Ordnet
man sie nach absteigender Grosse

)\1>)\2>>\3>)\4>...

werden sie sehr schnell kleiner und néhern sich rasch der Zahl 0. Zur weiteren Untermauerung
dieser Beobachtung seien noch Nédherungen zu den Eigenwerten fiir die 10-gliedrige Kette
mitgeteilt:

A~ 34 Ao ~ 0.18 A3 6.2-107% A\ ~1.6-100% X5~ 34-107¢
X~ 5.6-10% A\ ~72-10719 Ng~6.6-10712 Nga39-107"¥ N~ 1.1-10716
(69)
Wenden wir uns jetzt den Rekonstruktionsfehlern zu. Die Formeln (54) und (64) sind leicht
zu verallgemeinern. Fiir die “naive” Rekonstruktion, das heisst Rekonstruktion ohne Regula-
risierung gilt fiir den Rekonstruktionsfehler

"5
-2 =) —(ee™)e® (70)
i

Dabei ist n = 2 fiir die 2-gliedrige, n = 3 fiir die 3-gliedrige, n = 5 fiir die 5-gliedrige, n = 10
fiir die 10-gliedrige Kette, usw. Weiter sind e, ¢® ¢® .. die (Einheits-)Eigenvektoren
zu den jeweiligen Eigenwerten Ai, Ao, Ao, ... . € ist ein beliebiger Einheitsvektor und de der
Messfehler.

Wird gemiss Tikhonov reqularisiert mit der Wahl ov = /¢ fiir den Regularisierungsparamer,
gilt unter Voraussetzung 1, siehe Gleichung (58), fiir den Rekonstruktionsfehler folgende
Darstellung, vergleiche (64)

27—z = VN eM)e® + (e e)e)] (71)

Um die Formeln (70) und (71) zu vergleichen, betrachten wir ein Beispiel bei dem die
Schlechtgestelltheit (ill-posedness) des Problemsbesonders deutlich in Erscheinung tritt. Wir
setzen

Zr=eb | e=¢M (72)

Da die Vektoren e, e(? ... paarweise senkrecht stehen und alle die Lange 1 haben, redu-
zieren sich die Formeln (70) und (71) unter der Voraussetzung (72) auf

T—z2" = —f e (73)
respektive
Vo _ *_\/E_L(l) i(n)
z T = e’ + e 74
[ \/5 —+ )\1_ \/5 —+ )\n_ ] ( )
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Da ¢™ ein Vektor der Linge 1 ist, folgt fiir die Linge des Fehlervektors Z — 2* aus (73)

=2 (75)

| »

1]

Fiir die Lange des Fehlervektors V2 —z* erhiilt man aus (74) nach dem Satz von Pythagoras®

A Vo
V0 — 2 =0 L )2 2
TV -z = + < V20 76
| | \/<\/3+A1> <\/3+An> (76)
Fiir die Abschétzung in (76) wurde benutzt, dass
A1 Vo

< /<1l , 0<——K<
\/(_5+)\1 \/ng)\n

gilt, was stimmt, weil Ay, ., V8 positive Zahlen und die Nenner jeweils grosser als die Zihler
sind.

Nehmen wir etwa die 5-gliedrige Kette. Dann ist n = 5 und A5 &~ 4.78995- 107" und (75) und
(76) ergeben

-2 ~21-10°-6 , [2¥° -2 <142V (77)
Daraus folgt, dass das Resultat der Tikhonov-Regularisierung fiir diejenigen § genauer ist,
fiir die

1.42
£ 0.68-107°
\/5>2.1_106 0.68 - 10

gilt, also fiir
§>(0.68-107%2 ~0.5-107"2

Fiir ein konkretes Zahlenbeispiel braucht man die Einheitseigenvektoren e(), . Die Rech-
nung ergibt’
e~ (0.719915, 0.488304, 0.354387, 0.269544, 0.212219)

2(5) ~ (0.0206138, —0.190956, 0.584043, —0.723738, 0.313383)
Aus z* = Az* = AeM = X\ e folgt

~ (1.331,0.902794, 0.655204, 0.498342, 0.392358)
und daraus mit y* = Az*

y* ~ (2.46081,1.66912,1.21136,0.921352,0.725405)

Wéahlen wir
6 = 0.0025

dann wird die Messung durch § = y* + de = y* + de® simuliert, das heisst durch

7 ~ (2.46086, 1.66864, 1.21282,0.919542, 0.726189)

6Die rechte Seite von (74) kann man interpretieren als Hypothenusenvektor eines rechtwinkligen Dreiecks
dessen Katheten die Langen \/_ und \/_ ‘/_ haben.
"Um Platz zu sparen werden d1e Vektoren als Ze1len geschrieben.
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Ohne Regularisierung ist der Rekonstruktionsfehler geméss (77)
T — 2|~ 2.1-10°-0.0025 = 5250

In Anbetracht der Tatsache, dass die Komponenten von z* um 1 herum sind, ist klar, dass
die “naive” Rekonstruktion ein vollig unbrauchbares Resultat liefert. Mithilfe von Gleichung
(73) lasst sich T bestimmen. Man findet

Z ~ (108.92, —995.744, 3048.93, —3776.87, 1636.02),

eine in der Tat total unbrauchbare Ndherung fiir z*! Was liefert stattdessen die Tikhonov-
regularisierte Rekonstruktion? Der Rekunstruktionsfehler ist geméss (77)

2% — 2*| < 1.42 - V3 ~ 1.42/0.0025 ~ 0.071

Die regularisierte Rekonstruktion hat offenbar eine ganz andere Qualitéat! Mithilfe von Glei-
chung (74) kann man ZY° berechnen. Man findet

E‘/g ~ (1.29699, 0.869474, 0.667153, 0.449033, 0.397695)

Der direkte Vergleich von V% mit

z* ~ (1.331,0.902794, 0.655204, 0.498342, 0.392358)

zeigt, dass TV9 tatsichlich eine verniiftige Ndherung fiir x* ist.

6 Weitere Lektiire

Fiir weitere Lektiire verweisen wir auf die Literaturliste. In [5] (und [6]) geht es um das
Losen grosser linearer Gleichungssysteme und einige Anwendungen auf Niveau Sekundarstu-
fe I, insbesondere um eine Einfiihrung in die Computertomografie (wobei allerdings auf den
Aspekt der Schlecht-Gestelltheit nicht eingegangen wird, was daran liegt, dass die CT ein nur
moderat schlecht gestelltes Problem ist). [2] ist eine Kaleidoskop (schlecht gestellter) inver-
ser Probleme, beginnend mit ganz einfachen Aufgaben. [3] ist der Schwesterartikel zum hier
vorliegenden, auf etwas hoherem Niveau. [8] befasst sich mit historischen Aspekten der Com-
putertomografie. [7] ist eine Referenz an den Erfinder der Regularisierung. Die Monografien
[1], [4] stellen das Thema auf mathematischem Niveau unter Verwendung funktionalanaly-
tischer Instrumente dar. Insbesondere [4] stellt die Verbindung zum Forschungsstand her.
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