E TH EIDGENOSSISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE ZURICH

Berichte Gber Mathematik und Unterricht
Herausgeber: U. Kirchgraber

Bericht No. 91-02
Januar 1991

Smale's Beweis des Fundamentalsatzes

von Urs Kirchgraber, Zarich

Eidgendssische Technische Hochschule
CH - 8092 Zirich



Zusammenfassung

Der bekannte ”Satz iiber implizite Funktionen“ und der damit eng verwandte “Satz iiber
die Umkehrabbildung“ - er besagt, dass eine Abbildung in einer Umgebung einer regularen
Stelle bijektiv ist — sind typisch lokale Resultate. Im Gegensatz dazu ist der Fundamental-
satz der Algebra (auch Satz von Gauss genannt) ein globales Resultat: zu einem Polynom
p gibt es irgendwo in der komplexen Ebene eine Stelle, an der p verschwindet. Smale hat
in [2] einen neuen Beweis dieses Satzes gegeben, der auf der wiederholten Anwendung des
Satzes iiber die Umkehrabbildung beruht; das globale Ergebnis wird also auf ein lokales
Resultat zuriickgefiihrt. In dieser Notiz fithren wir den Beweis von Smale aus.

Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei p ein Polynom n-ten Grades (0.B.d.A. darf angenommen werden, dass der Koeffizient
der hochst vorkommenden Potenz 1 ist). Wir brauchen folgende Definition. z € C heisst
regulire Stelle (von p), falls p'(z) # 0. Die Bedeutung des Begriffs folgt aus dem Satz
iiber die Umkehrabbildung: Sei z eine regulire Stelle von p und w = p(z).  Dann gibt es
eine offene Kreisscheibe Bs(w) mit w als Mittelpunkt und mit Radius § > 0, sowie eine
Umgebung U von z, sodass U durch p bijektiv auf Bs(w) abgebildet wird, cf. Fig. 1.
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Man beachte, dass 6 i.a. von z abhangt. Am Schluss dieser Notiz stellen wir den Zusam-
menhang zur gelaufigeren Formulierung des Satzes iiber die Umkehrabbildung her.

Gilt p'(z) = 0, heisst z kritische Stelle (von p). Da ein Polynom (n — 1)-ten Grades
hochstens n — 1 verschiedene Nullstellen hat (wie bekanntlich aus dem Divisionsalgorith-
mus folgt) ist die Menge der kritischen Stellen endlich und daher auch die Menge Q,;
der kritischen Werte; dabei nennen wir w € C einen kritischen Wert (von p), wenn die



Urbildmenge p~!(w) von w unter p eine kritische Stelle enthalt. Anders ausgedriickt:
Q4,i: ist die Menge der Bilder der kritischen Stellen unter p, cf. Fig. 2.
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Der Fundamentalsatz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass p~!(0) nicht leer ist.
Um dieses Ziel zu erreichen machen wir

Annahme (1). Nehmen wir an, dass es einen Punkt wo # 0 mit folgenden Eigenschaften
gibt:
(a) p~'(wp) ist nicht leer, d.h. es gibt ein zo € C mit p(z,) = wo.

(b) Das-Segment S von 0 nach wp, d.h. S = {two|t € [0,1]}, enthilt keinen kritischen
Wert, cf. Fig. 3.
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Nun betrachten wir das Urbild K von S beziiglich p. K enthalt offenbar keine kritischen
Stellen, besteht also aus lauter reguldren Stellen; d.h. der Satz iiber die Umkehrabbildung
ist auf jeden Punkt z in K anwendbar. Tatsachlich gilt auf K die folgende



“Gleichmassige* Version des Satzes iiber die Umkehrabbildung. FEs gibt eine
positive Zahl §, sodass folgendes gilt. Sei z € K beliebig und w = p(z). Dann gibt es eine
Umgebung U von z, sodass U durch p auf Bs(w) bijektiv abgebildet wird. Der springende
Punkt ist, dass § von z unabhéngig ist.

Wir zeigen nun, dass es in K einen Punkt gibt, der durch p auf 0 abgebildet wird, womit

der Satz von Gauss unter der Annahme 1 und modulo der obigen Behauptung bewiesen
1st.

Wir wahlen eine ntiirliche Zahl N so gross, dass 1%1 < 6 gilt und setzen w; = wo — 15 fur
1 =0,1,...,N. Wir behaupten, dass diese w; Urbilder in K haben, d.h. dass es Punkte
z; € K gibt mit p(z;) = w;,7 = 0,1,...,N. Diese Behauptung ist geméass Annahme
1 (a) jedenfalls fir ¢ = 0 wahr. Sie gelte weiter fiir irgend ein :. Dann wenden wir
die gleichmassige Version des Satzes uber die Umkehrabbildung auf z; an: Es gibt eine
Umgebung U von z;, die bijektiv auf Bs(w;) abgebildet wird, cf. Fig. 4. Da der Abstand
von w;;; zu w; nach Konstruktion kleiner als § ist, gilt w;y1 € Bs(w;), und folglich gibt

es einen Punkt z;;,, der durch p auf w;;; abgebildet wird; damlt i1st die Behauptung
bewiesen.

Aus wy = 0 folgt schliesslich p(zy) = 0.
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Fig. 4

Als néchstes befassen wir uns mit der gleichmassigen Version des Satzes iiber die Um-

kehrabbildung.

Kompaktheit von K. Wir behaupten K ist eine nichtleere, kompakte Menge. Wegen
zgp € K ist K nichtleer. Als Urbild einer abgeschlossenen Menge beziiglich der stetigen
Funktion p ist K ebenfalls abgeschlossen. Es bleibt zu zexgen, dass K eine beschrankte

Menge ist. Es sei p(z2) = E a;2' mit @, =1 und a = E la;], R > maz(1,a). Dann gilt,

=0
fir |z| > R, wegen |z|' < |z|*! fiiri = 0,1,...,n — 1, zunachst E a;7'| < E la;||2|* <
i=0 o
alz|*! und daher, immer fiir |z| > R:



lp(2)] = |2"] - > |2|* — ale[*™" = |2[" (|2 — a) > R"H(R - a)

n—1
E a;z'
1=0

Die Folgerung ist: p bildet das Aussere des Kreises um 0 mit Radius R in das Aussere des
Kreises um 0 mit Radius R’ := R""'(R—a) ab, cf. Fig. 5. Nun denke man sich R so gross
gewahlt, dass das Segment S ganz in der Kreisscheibe Bg/(0) enthalten ist, cf. Fig. 5.
Dann muss das Urbild K von S beziglich p in Bg(0) liegen, d.h. K ist beschrankt.
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Fig. 5

Beweis der gleichmaissigen Version Es sei K eine beliebige nichtleere kompakte
Menge von regularen Stellen (fir p). Es sei z € K fiir den Augenblick fest und w = p(z).
Wir nennen §* > 0 fir z zuldssig, falls es eine Umgebung U von z gibt, sodass U durch
p bijektiv auf Bj.(w) abgebildet wird. Aufgrund des Satzes uber die Umkehrabbildung
folgt, dass die Menge der zulassigen §* nichtleer ist; ihr Supremum bezeichnen wir mit
8(z), wobei §(z) > 0 gilt. Falls wir zeigen konnen, dass es ein § > 0 gibt, sodass

8(z) 26 Taralle: z€ K

gilt, ist die Behauptung bewiesen. Nehmen wir an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt
es eine Folge z; von Elementen aus K mit §(z;) — 0 fiir ¢ — oco. Da K kompakt ist, kann
0.B.d.A. angenommen werden, dass die Folge z; in K konvergiert, sagen wir gegen z € K.
Wir wahlen 7 so gross, dass es ein € > 0 gibt, sodass

Ip(2:) — p(2)| + 6(z) + 2¢ < 6(2)



gilt. Aufgrund der Definition von §(z) gibt es ein § > 8(z) — € und eine Umgebung U(z)
von z derart, dass U(z) durch p bijektiv auf Bs(w), w = p(z), abgebildet wird. Aufgrund
der obigen Ungleichung folgt, dass Bs(;;)+e(w;) in Bs(w) enthalten ist, w; = p(z); d.h.
es gibt eine Umgebung U; von z;, welche durch p bijektiv auf By(,);. abgebildet wird,
cf. Fig. 6; das ist ein Widerspruch zur Definition von é(z;) als Supremum.

Fig. 6

Diskussion der Annahme (1). Da es nur endlich viele kritische Stellen von p gibt,
gibt es sicher regulare Stellen. Sei zp eine, und we = p(20). Ist wo = 0, so ist zp eine
Nullstelle von p und der Satz von Gauss ist richtig. Sei wp # 0. Liegt auf dem Segment
S = {twol|t € [0, 1]} kein kritischer Wert von p, dann ist die Annahme (1) erfillt und die
Richtigkeit des Satzes folgt aus unseren Ausfihrungen. Falls S kritische Werte enthalt,
unterscheiden wir zwei Falle. 0 ist kritischer Wert (in diesem Fall hat p eine kritische
Stelle als Nullstelle) oder 0 ist nicht kritischer Wert. Dann nehmen wir die Umgebung U
von 2o, die Kreisscheibe Bs(wy), die der Satz iiber die Umkehrabbildung garantiert und
betrachten n Segmente, mit Endpunkten in Bs(wo) und mit 0 als einzigen gemeinsamen
Punkt, cf. Fig. 7. Da es hochstens n—1 kritische Werte gibt, erfiillt mindestens eines dieser
Segmente Annahme (1). Und dann folgt wieder die Richtigkeit des Fundamentalsatzes.




Zusammenhang mit klassischer Formulierung Die klassische Formulierung des
Satzes tiber die Umkehrfunktion findet man z.B. in [1]. Wir identifizieren C mit R?
und setzen f(z + iy) = U(z,y) + iV (z,y). Statt z € C — f(z) € C betrachten wir
(z,y) € R? —» (U(z,y),V(z,y)) € R%.. Bekanntlich gelten die Cauchy-Riemannschen
Beziehungen U, = V,,, U, = —V,. Aus f'(z) = U, + iV, folgt demnach

If() =U2+ VI =UI+U;

Andererseits gilt fiir die Funktionaldeterminante

o(U,V) e
8z, y)

U U
Ve

<

L
=l U

=U;+ U,

<

Damit sind alle Zusammenhéange hergestellt.
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