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Im Jahre 1892 veröffentlichte der französische Verlag Gauthier-Villars den ersten Band
.von H. Poincares "Les methodes nouvelles de la mecanique celeste" (die Bände II und III
folgten 1893 bzw. 1899). Im gleichen Jahr erschien in russischer Sprache von A. Liapunov:
"Das allgemeine Problem der Stabilität einer Bewegung". Aus Anlass dieser Jubiläen
veranstaltete die Fakultät für Mathematik der Universität Würzburg im Sommersemester
1992 eine kleine Vortragsreihe. Das folgende ist die schriftliche Fassung meines Vortrags.
In seinem Zentrum steht ein himmelsmechanisches Problem. Und es geht um Stabilität.
Und die Methoden sind, im Kern, diejenigen von Poincare und Liapunov. Allerdings: eine
wissenschaftshistorische Untersuchung ist das nicht. Vielmehr möchte ich anhand eines
einzigen Beispiels einen grossen Bogen schlagen!

a) Poincares dreibändiges Werk ist in 407 Paragraphen gegliedert, die ersten 116 machen
den ersten Band aus. Schon im zweiten Paragraphen geht es um das sog. Dreikörper-
problem und den berühmten, von Poincare eingeführten Spezialfall des sog. restringierten
Dreikörperproblems mit einer "infinitesimal kleinen" , und zwei endlichen Massen, die nach
den Keplerschen Ges'etzen kreisförmig um den gemeinsamen Schwerpunkt rotieren:

Un des cas particuliers du Probleme des trois Corps rentre dans la quest ion
que nous venons de traiter.

Supposons que l'une des trois masses soit infiniment petite, de telle sorte que
le mouvement des deux autres masses n'etant pas trouble reste keplerien. Tel
serait, par example, le cas du mouvement d'une petite planete en presence de
Jupiter et du Soleil.

Imaginons que l'excentricite des orbites des deux grandes masses soit nulle,
de telle fa~on que ces deux masses decrivent d'un mouvement uniforme deux
circonferences concentriques autour du cent re de gravite commun suppose fixe.

Supposons enfin que, l'inclinaison des orbites etant nulle, la petite masse se
meuve constamment dans le plan de ces deux circonferences.

(Poincare, Methodes nouvelles, Tome 1,§2)

Schon im 18. Jahrhundert hatte Lagrange nach ihm benannte spezielle Lösungen des
Dreikörperproblems entdeckt. Betrachtet man Poincares restringiertes Dreikörperpro-
blem in einem rotierenden Koordinatensystetn, so erscheinen die Lagrangelösungen als
Gleichgewichtslösungen und es erhebt sich die Frage nach ihrer Stabilität, d.h. bleiben
einmal benachbarte Lösungen für immer benachbart? Es ist lange bekannt, dass 3 der 5
Lagrangelösungen instabil sind; die beiden übrigen, L4 und L5 genannt, sind wenigstens
"linear stabil"; was aber bewirken die nichtlinearen Terme? Die Frage hat, wie schon
Poincare bemerkte, eine gewisse astronomische Bedeutung. In der 'Konstellation Sonne
und Jupiter als Primärkörper befinden sich die sog. Trojaner einigermassen in der Nähe
der linear stabilen Lagrangepunkte. .

b) Mathematisch präsentiert sich das Problem in folgender Form. Ausgangspunkt ist ein



2

Hamiltonsches Differentialgleichungssystem, d.h. wir haben eine skalare Funktion H (die
sog. Hamiltonfunktion) von 2n Variablen, nämlich n Variablen :CI,···,:Cn (kurz mit :c
bezeichnet) und n Variablen YI,···, Yn (mit y bezeichnet), wobei die :Cl Koordinaten, die
YI Impulse heissen. Mit den 2n partiellen Ableitungen der Funktion H wird ein System
von 2n gewöhnlichen Differentialgleichungen für die :Cl, YI wie folgt gebildet

YI

8H
8l/1

8H '
-8:1:1

I = 1,·· ·,n (1)

Nehmen wir an, H habe die Darstellung

H(:c,y) = L,H.(:c,y),
.~o

(2)

wobei H. ein homogenes Polynom vom Grad s+2 in den Variablen :Cl, YI ist.Ho ist demnach
ein homogenes Polynom 2. Grades; es habe die Gestalt

(3)

wobei Wb· •• , Wn vorgegebene reelle Zahlen sind. Weil die Entwicklung von H nach :c, y
mit quadratischen Termen beginnt, ist

:Cl == :C2 = ... = :Cn = YI = ... = Yn = 0 (4)

eine Lösung des Systems (1), also eine Gleichgewichtslösung. Für den Spezialfall der
Lagrangelösungen L4,6 des restringierten Dreikörperproblems gilt n = 3 und

Wl > 0 W3 = 1 (5)

Die Tatsache, dass Ho nicht definit ist, hat weitreichende Konsequenzen für die Frage
nach der Stabilität der Gleichgewichtslösung (4). Unter Stabilität versteht man Stabilität
im Sinne von Liapunov. Dabei heisst (4) bekanntlich Liapunov-stabil, falls es zu jedem
f > 0 ein 5> 0 gibt, so dass folgendes gilt. Ist :CI(t), YI(t) eine Lösung von (1) mit

so folgt

für alle tfR.

v:cf(O) + yl(O) < 5

vzl(t) + yl(t) < f

1 = I,· ··,n

1= l,···,n

c) Eine skalare, nicht identisch konstante Funktion <I>(:c, y) heisst Erstes Integral oder kurz
Integral des Systems (1), falls <I> auf Lösungen von (1) konstant ist. Diese Eigenschaft
lässt sich alternativ formulieren. Durch die rechte Seite von (1) wird in jedem Punkt
(:c,y) ein Vektor definiert. Betrachten wir die Richtungsableitung von cf> am Punkt (z,y)

,



, (6)

3

in Richtung des dortigen Vektors; diese Grösse heisst Poisson-Klammer von ~ und Hund
wird mit {~, H} bezeichnet. Es gilt

{~ H} - t 8~8H _ 8~8H
, - 1=1 8XI 8YI 8YI8xI

und ~ ist genau dann Integral von (1), falls

{~,H} = 0 (7)

gilt. Um ein Integral zu erhalten, genügt es also, eine Funktion ~ zu finden, deren
Poisson-Klammer mit der Hamiltonfunktion des betrachteten Systems verschwindet.

Ein Integral ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass die Poisson-Klammer anti-
symmetrisch ist. Daraus folgt {H, H} = 0, d.h. die Hamiltonfunktion eines Systems ist
selbst Integral! Weil H häufig die Bedeutung der Energie des Systems hat, wird diese
Aussage als Energiesatz bezeichnet.

Es ist nicht schwierig, aus dem Energiesatz herzuleiten, dass die Gleichgewichtslösung (4)
des Systems (1) Liapunov-stabil ist, falls Ho definit ist. Wegen (5) ist diese Voraussetzung
im Fall der uns interessierenden Lagrangelösungen des restringierten Dreikörperproblems
jedoch nicht erfüllt.

d) Vernachlässigen wir zunächst einmal die Terme dritter und höherer Ordnung in H
(für x, y hinreichend nahe bei 0 sind sie klein gegenüber den quadratischen Termen); wir
setzen also H = Ho in (1) und erhalten das sog. linearisierte System

1 = 1,···,n (8)

Durch (8) werden n (entkoppelte) harmonische Oszillatoren beschrieben. Die Analyse
dieses Systems ist einfach:

i) Die Gleichgewichtslösung Xl = Yl = 0(1 = 1,···, n) ist Liapunov-stabil für (8). Diese
Feststellung entspricht der in a) erwähnten "linearen Stabilität" der Lagrangelösungen
L4,6.

ü) Eingeschränkt auf die Xl - Yl-Ebene beschreiben die Lösungen von (8) Kreise um den
Nullpunkt. Das Produkt von n solcher Kreise ergibt ein!' n-dimensionalen Torus im
R2n, der invariant ist, d.h. jede Lösung von (8), die mit dem Torus einen gemeinsamen
Punkt hat, liegt ganz auf dem Torus. Mit anderen Worten: Durch (8) wird der R2n in
n-dimensionale invariante Tori gefasert.

iii) Setzen wir

1 = 1, ···,n (9)
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Es ist leicht nachzurechnen, dass {li, Ho} == 0 gilt, d.h. das System (8) besitzt n Integrale
11, ... ,In. Diese sind unabhängig, d.h. keines lässt sich als Funktion der übrigen schreiben.

Die Diskussion des Systems (8) ist nun abgeschlossen. Die weitere Frage ist, wie sich die
nicht linearen Terme auswirken. Inwiefern bleibt das gewonnene Bild erhalten, inwieweit
wird es verändert, wenn wir in der Hamiltonfunktion die kubischen und höheren Terme,
die einstweilen weggelassen wurden, berücksichtigen?

e) Die grundsätzliche Aufgabe, die sich also gegen Ende des letzten Jahrhunderts stellte,
lautet: Wie lässt sich der Einfluss von kleinen nichtlinearen Termen erfassen? Über kurze
Zeit hat eine kleine Störung keine gros se Wirkung; wie aber wirkt sie sich über lange,
womöglich unendlich lange Zeit, aus?

Ein fundamentales Hilfsmittel zur Klärung dieser Frage ist die Störungs- oder Normalfor-
mentheorie von Poincare und G.D. Birkhoff, für deren Ursprung Poincare auf eine Arbeit
von A. Lindstedt verweist:

M. Lindstedt a propose, dans les Memoires de l' Academie de Saint-Petersbourg,
1882, un procede d'integration par approximation successives de I'equation
suivante

x" + n2x = p,cp(x, t)
M. Lindstedt ne demontrait pas la convergence des developpements qu'il

avait ainsi formes, et, en effet, ils sont divergentsj mais nous avons vu dans le
Chapitre precedent comment ils peuvent neanmoins etre interessants et utiles .

.... Ma fac;on d'exposer la theorie de M. Lindstedt differera beaucoup de celle
de cet astronome et je I'appliquerai d'ailleurs a. des cas plus nombreux, mais les
series que j'obtiendrai seront identiques aux siennes, ainsi que je le montrerai
plus loin.

Je compIeterai d'ailleurs ses resultats sur un grand nombre de points et je
chercherai a. les etendre a. des problemes aussi nombreux que possible.

(Poincare, Methodes nouvelles, Tome II, §§123, 124)

Ich werde nicht direkt die Poincare-Birkhoffsche Normalformentheorie beschreiben, son-
dern eine Variante von L. Galgani und A. Giorgilli (1978). Wie wir gesehen haben, besitzt
das lineare hamiltonsche System (8) (mit Hamiltonfunktion Ho) n erste Integrale fz. Ein
naheliegender Wunsch wäre: Finde für das nichtlineare System (1) n Integrale der Form

q>(I) = 11+ L q>~l)
.~1

(10)

wobei II.+2 den Raum der homogenen Polynome vom Grad s + 2 bezeichnet. Es muss
{q>(l) , H} = 0 gelten. Indem man (2) und (10) benutzt und nach homogenen Polynomen
ordnet, erhält man folgendes unendliche Gleichungssystem
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(11)s~o•
L{~y),H.-j} = 0
j::=O

Zur Vereinfachung der Notation werde ich den Index I weglassen; überdies führen wir den
auf dem Raum TI der Polynome in Xl,···, Yn wirkenden linearen Operator Lein

L~. := {Ho, ~.} (12)

Die Gleichungen (11) lassen sich dann in folgender Form schreiben

L~. = -q,., s ~ 1 (13)

mit
.-1

-q,.:= L{~j,H.-j}
j::=O

(14)

Die Gleichungen (13) heissen Störungsgleichungen und die Idee ist folgende. Sind ~1'···'
~.-1 schon bestimmt, so ist -q,. bekannt und (13) stellt eine lineare inh~mogene (partielle
Differential-) Gleichung für ~. dar.

Um die Wirkungsweise des Operators L zu verstehen, führen wir anstelle der Variablen
Xl, Yl neue Variable 6,1]1 gemäss der Vorschrift

Yl = ~(~l - im) (15)

ein. (15) ist eine sog. kanonische Transformation. Das hat insbesondere zur Folge, dass
die Operationen Substitution von (15) und Poisson-Klammer-Bildung kommutieren. Mit

n

Ho = i l:w161]1 folgt
1::=1

L : {i1]1e ~ i(k - j,w){i1]Ie,

dabei bezeichnet e1]1e das Monom

(16)

eil th tjn 1]1e11]1e2 1]1en~1 ~2 ••• ~n 1 2 ••• n ,

wobei die Multündizes k, j aus No sind, (.,.) bezeichnet das übliche Skalarprodukt. ~j1]1e

heisse, nach alter himmelsmechanischer Tradition, säkularer Term falls j = k gilt, und .N
sei die Menge der (endlichen) Linearkombinationen von säkularen Termen. Offenbar ist
.N im Kern von L. Damit.N gleich Ker L ist, verlangen wir, dass w über zn irrational
ist, d.h. es gilt

(m,w) = 0, mf.Zn
{::? m = 0 (17)

(Im Fall n = 2 ist die Bedingung (17) offenbar genau dann erfüllt, wenn W1 / W2 irrational
ist.) Gilt j =I k, ist ~j1]1e demnach im Bild von L; der Raum TI der Polynome ist daher
die direkte Summe von Ker L und Im L.
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Betrachten wir die erste der Gleichungen (13). Aus '111 = {li, H1} folgt, dass '111 ein
homogenes Polynom dritten Grades ist und daher in Im L liegt. Die Gleichung L~l = '111
besitzt daher eine Lösung, die eindeutig ist, falls man verlangt, dass ~1 keine säkularen
Terme enthält. Tatsächlich gilt

Proposition 1 Die Störungsgleichungen

L~. = '11. s 2: 1

haben eindeutige säkulartermfreie Lösungen ~1, ~2,'"

Die Schwierigkeit beim Beweis von Proposition 1 ist zu garantieren, dass die '11. säkular-
termfrei sind, cf. Cellettiund Giorgilli (1992).

Gelänge es nun zu zeigen, dass die Reihen (10) mit den gemäss Proposition 1 bestimmten
"Funktionen ~~') konvergierten, hätten wir n Integrale ~(1), ~(2), ••• , ~(n) gefunden, und
es würde folgen, dass sich das nichtlineare System (1) qualitativ gleich verhielte wie das
linearisierte System (8), insbesondere wäre die Gleichgewicht'slösung (4) Liapunov-stabil.
Der typische Term in ~. ist von der Form

ejle ci Ie
'(k . ) l,. 7Jt - ),W

(18)

Nun gilt zwar (m,w) =J 0 für m =J 0; aber l(m,w)1 wird für geeignete Wahl von m beliebig
klein. Das sind die berühmten kleinen Nenner der Himmelsmechanik! Sie stellen die Kon-
vergenz von Reihen wie (10) in Frage. Um das Verhalten der Terme (18) kontrollieren zu
können, führt man seit Siegel (1942) sog. diophantische Bedingungen für den Frequenz-
vektor wein. Beispielsweise verlangt man, dass w stark irrational ist, d.h. es gibt Zahlen
, > O,T > 0 sodass ,

l(m,w)l2: ImlT für (19)

gilt. Tatsächlich ist G1.(19) für viele Vektoren w€Rn erfüllt, falls T > n - 1 gilt; einfach-
heitshalber setzen wir T = n.

Um die folgende Abschätzung für die ~. angeben zu können, benötigen wir zwei Bezeich-
nungen. Es sei

(20)

Für ein homogenes Polynom f( x, y) = E f;lexiyle setzen wir

(21)

Ist f vom Grad s, folgt

(22)
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Damit die Reihe (2) für H konvergiert, verlangen wir, dass es positive Zahlen E, h gibt,
sodass

IIH.II::; h·-1E für s€N

gilt. Gemäss Giorgilli (1988) gilt folgende Abschätzung.

Lemma 2 Es ist

wo

(23)

q = 12E /, + 8h/3TH

Aufgrund dieser Abschätzung jedenfalls folgt die Konvergenz der Reihe (10) für q>(l) nicht!

f) Stellen wir unsere Betrachtungen in eine weitere historische Perspektive! Im Jahre
1941 bewies Siegel, dass die Transformation auf Birkhoffsche Normalform im Fall n = 2
typischerweise nicht konvergiert, cf. Moser (1968). 1964 zeigte Rüssmann wiederum, dass
für n = 2 aus der Existenz eines weiteren Integrals (neben der Hamiltonfunktion) die
Konvergenz der Birkhoffschen Normalform folgt, cf. Moser (1968). Hieraus sieht man,
dass es nicht überraschend ist, dass die Konvergenz der Reihe (10) nicht nachgewiesen
werden kann!

Aufgrund der Diskussion des linearisierten Systems (8) kann man fragen, ob das nichtli-
neare System (1) in der Nähe von x = y = 0 invariante Tori besitzt. Diepositive Antwort
ist Gegenstand der berühmten KAM-Theorie (Kolmogorov (1954), Arnold (1963), Moser
(1962)). Pöschel (1982) zeigte sogar, dass es für alle hinreichend kleinen p > 0 eine Teil-
menge Tp von IIp gibt, die Vereinigung von invarianten Tori von (1) ist, und für deren
Lebesgue-Mass p, gilt

p,(llp - Tp) = O( 1;3) (24)
p,(llp) p,

dabei ist I ~ 4 eine natürliche Zahl, die mit der Birkhoffschen Normalform zusam-
menhängt. Dieses Resultat gilt unter der Voraussetzung, dass H eine gewisse Nichtdege-
neriertheitsbedingung erfüllt. Als Korollar der KAM-Theorie folgt, dass im Fall n = 2 die
Gleichgewichtslösung (4) von (1) Liapunov-stabil ist, cf. Moser (1968). Dieses Resultat
erhält man beispielsweise aus d"'''1l Moserschen Twist-Satz, der besagt, dass ein nichtdege-
nerierter elliptischer Fixpunkt 'ler ebenen flächentreuen Abbildung Liapunov-stabil ist,
cf. Siegel und Moser (1971).

Die KAM-Theorie garantiert nicht die Stabilität für n ~ 3. Aufgrurid des Phänomens der
sog. Arnold-Diffusion, cf. Arnold und Avez (1967), kann man Stabilität auch nicht ohne
weiteres erwarten: R. Douady konnte einen symplektischen Coo-Diffeomorphismus P in
R4 mit nicht degeneriertem elliptischen Fixpunkt 0 und einer Bahn {pn(zo)}, mit Zo =I 0
konstruieren, für die 0 Häufungspunkt ist, d.h. 0 ist instabil.
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Trotz dieser Resultate bleibt in gewisser Weise die Frage nach dem eigentlichen, dem ~eo-
metrischen oder dynamischen Grund offen, der dafür verantwortlich ist, dass die Reihe
(10) typischerweise nicht konvergiert, dass keine Umgebung von :z: = y = 0 mit invari-
anten Tori gefasert ist. Diese Antwort liefert ein Ergebnis von Zehnder aus dem Jahre
1973, und seine Verfeinerung durch Genecand (1992): Typischerweise ist ein elliptischer
Fixpunkt einer ebenen flächentreuen Abbildung Häufungspunkt von transversalen homo-
klinen Punkten. Der Begriff des transversalen homoklinen oder heteroklinen Punktes geht
auf Poincare zurück. Poincare wusste, dass das Vorhanden sein sol~her Punkte ein Signal
für ausserordentlich kompliziertes, heute sagt man chaotisches, dynamisches Verhalten
ist:

On sera frappe de la complexite de cette figure, que je ne cherche meme pas a.
tracer. Rien n'est plus propre a. nous donner une idee de la complication du
probleme des trois corps et en general de tous les problemes de Dynamique ou
il n'y a pas d'integrale uniforme et ou les series de Bohlin sont divergentes.

(Poincare, Methodes nouvelles, Tome III, §397)

(Zur Theorie transversaler homokliner Punkte, cf. z.B. Kirchgraber (1992), Kirchgraber
und Stoffer (1990).) Das Vorhandensein von Zonen chaotischen Verhaltens im Komple-
ment der KAM-Tori erklärt, warum die Reihen der Himmelsmechanik und insbesondere
die Reihen (10) nicht konvergieren können!

g) Poincare wusste, dass die Reihen der Himmelsmechanik nützlich sind, obwohl sie nicht
konvergieren:

Les astronomes ont continue de rechercher des series qui satisfont formellement
aux equations differentielles proposees, sans ce preoccuper de leur convergence.
Cette maniere de faire semble d'abord tout a. fait illegitime et pourtant elle
les conduit souvent au but.

Pour s'expliquer ce fait, il est necessaire d'examiner la question de plus pres
et c'est ce que je me propose de faire.

(Poincare, Methodes nouvelles, Tome II, §120)

Im folgenden will ich zeigen, wie man die Reihen (10) benutzen kann. Die Ausführungen
dieses Abbschnitts sind ganz im Sinn von Poincares Überlegungen am Beginn des zweiten
Bandes der Methodes nouvelles. Statt der nicht-konvergenten Reihen (10) verwendet man
endliche Abschnitte

t'

<1>(t',I) := 11+L <1>~I)
_=1

(25)
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Im allgemeinen ist <])(,.,1) kein Integral des Systems (1), jedoch eine Art "approximatives
Integral", was dadurch zum Ausdruck kommt, dass die Grösse

n(,.,I) := (<])(,.,1»), = {<])(,.,I), Hf

zwar nicht verschwindet, aber klein ist. Tatsächlich gilt

Lemma 3 Es gibt eine positive Zahl Po, ferner zu jeder natürlichen Zahl r positive Zahlen
d,., D,., sodass für P€(O, Po) und I = 1,2,," ,n die Abschätzungen

1<])(,.,1) - lzl < d,.p3

In(,.,I)1 < D,.p,.+3

gelten.

Nehmen wir zum Beweis bequemlichkeitshalber an, H sei ein Polynom, d.h. es gebe ein N,
sodass H· = 0 für 8 > N. Sei Po beliebig aber fest. Die erste Abschätzung ist trivial. Die
zweite folgt aus der Tatsache, dass n(,.,I) ein Polynom ist, wobei jeder Term mindestens
Ordnung r + 3 hat.

Der Liapunovsche Stabilitätsbegriff ist sehr strikt hinsichtlich der zeitlichen Dimension,
indem er verlangt, dass etwas für alle Zeiten gilt; hingegen ist er milde, was die Geometrie
anbelangt, denn er stellt keinerlei Forderung an den Zusammenhang zwischen hund €, h(€)
kann mit € beliebig schnell gegen 0 gehen. Der Begriff der Liapunov-Stabilität ist enorm
akzeptiert, obwohl es vereinzelt Versuche gegeben hat, einen Begriff der "nützlichen"
oder "praktischen" Stabilität einzuführen. Da Liapunov-Stabilität für das hier betrachtete
Problem ohnehin nicht zu erreichen ist, weil das Phänomen der Amold-Diffusion auftreten
kann, wird man veranlasst, den Stabilitäts begriff zu modifizieren.

Satz 4 Sei rEN vorgegeben.

Es gibt positive Zahlen ko, ki sodass folgendes gilt. Sei 0 < 0 < ko und

wo

Dann existiert die Lösung x( t), y( t) von (1) zu den Anfangsbedingungen xo, yo für

und es gilt

tE [0, T]

(x(t), y(t)) E ß{>2

mit

wo P2 = Opo.

Bemerkenswert an dieser Aussage ist, dass T gegen 00 strebt, wenn 0 gegen 0 geht, und
zwar schneller als PI gegen O. Das Intervall [0, T] wird als expandierend bezeichnet.
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Beweis: Sei (z(t),y(t)) Lösung von (1) zur Anfangsbedingung (zO,yO)eßp1 bezüglich 1:11'2
und [0, Tm) das maximale Definitionsintervall; ferner setzen wir 11(t) := 11(z(t), y(t)), q;r.l(t)
:= q;r,l(z(t), y(t)). Sei te[O, min(T, Tm)). Damit P2 < Po gilt, sei ko < 1. Mittels Lemma
3 folgt

t •

111(t) - 11(0)1 ~ 111(t) - q;(r,l)(t)I + [ 1q;(r,I)(t)ldt + Iq;(r.l)(o) - 11(0)1 (26)

~ (2drpg + Drp~+3)03

Aus 111(t)1 ~ 111(0)1 + 111(t) - 11(0)1 ~ ~P~ + 111(t) - 11(0)1 folgt

vzF(t) + yl(t) ~ VI - (kl - er)O . Op~ wo er := 4drpo + 2Drp~+1 (27)

Wählen wir ko = min(l, 1/4er), kl = 2er. Hieraus folgt, dass PI wohl definiert ist und
VZf(t) + yl(t) < P2 für te[O, min(T, Tm)); wäre Tm < T, würde (z(t), y(t)) für t -. Tm
nicht gegen den Rand von 1:11'2 streben, im Widerspruch zum Existenzsatz für gewöhnliche
Differentialgleichungen.

h) Das einfache Resultat von Satz 4 ist typisch für viele Ergebnisse, die man aus der
Theorie der nicht-linearen Schwingungen kennt. Es ist in folgender Hinsicht unbefriedi-
gend. Es ist ein reiner Existenzsatz; über die Ahängigkeit von ko, kl von r wird nichts
ausgesagt; dies hat zur Folge, dass nicht klar ist, wie r gewählt werden solL '

Nun ist es nicht unmöglich, die Konstanten dr, Dr in Lemma 3 explizit abzuschätzen. Für
n(r.l) ergibt sich, cf. Giorgilli (1988), folgende Abschätzung

(28)

mit Po = (-y 14)(3E + 2,hI3nH)-I. Eine solche Schranke ermöglicht eine optimale Wahl
von r: in Abhängigkeit von P wird r = ropt so bestimmt, dass die rechte Seite von (28)
möglichst klein wird. Das Ergebnis lautet

n+\jPol P - 1 < ropt + 2 ~ n+\jPol P

In Analogie zu Satz 4 erhält man damit folgendes Resultat, Giorgilli (1988).

(29)
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Satz 5 Es sei ko = 1/64. 3n, kl = l/ko, k2 = (6/e2)n+I/72Epo und 0 < e < ko, sowie

mit

Dann existiert die Lösung x(t),y(t) von (1) zu den Anfangsbedingungen xO,yO für

und es gilt

tE[O, T]

(z(t), y(t)) E ßP'l

mit

mit

I

Das T aus Satz 5 strebt für e --+ 0 viel schneller gegen 00 als l/ef' für jedes r. Man
könnte Satz 5 als Stabilitätsaussage über ein exponentiell langes Zeitintervall bezeichnen.
Überraschenderweise sind Abschätzungen, die für exponentiell lange Zeitintervalle gelten,
verhältnismässig jungen Datums. Weil Arnold-Diffusion ein "langsames" Phänomen ist,
konnte Nekhoroshev 1977 beweisen, dass die Wirkungsvariablen von gestörten integrablen
Systemen über exponentiell lange Zeitintervalle fast konstant bleiben. Dieses Resultat ist
komplementär zur KAM-Theorie: Es macht eine Aussage, die nur auf einem endlichen
(wenn gleich, für kleine Störungen, sehr langen) Zeitintervall gilt, dafür für alle Anfangs-
bedingungen. Umgekehrt garantiert die KAM-Theorie fast konstante Wirkungsvariable
für alle Zeiten, für Lösungen, die auf KAM- Tori liegen, jedoch liegen i.a. nicht alle Lösun-
gen auf KAM-Tori! Die Beweise von Sätzen a. la Nekhoroshev haben einen analytischen
Teil, der den Beweisen von KAM-Sätzen ähnlich ist, und einen geometrischen Teil, in dem
es um die Geometrie der Resonanzen geht. In der vergleichsweise einfachen Situation von
Satz 5, wo es sich um harmonische Oszillatoren mit stark irrationalen Frequenzen handelt,
entfällt der geometrische Teil.

i) Was bedeuten diese Überlegungen für die Lagrangelösungen L4.5 des räumlichen restrin-
gierten Dreikörperproblems in der Konfiguration Sonne und Jupiter als Primärkörper?

Fig. 1 zeigt die Situation in einem rotierenden Koordinatensystem, d.h. die Sonne und
Jupiter sind auf der ~-Achse fest. Die Gesamtmasse von Sonne und Jupiter ist gleich
1 gesetzt und ebenso der Abstand Sonne-Jupiter. Es gilt dann JL = 0.95387536 . 10-3•

Sonne, Jupiter und L4 bilden ein gleichseitiges Dreieck in der ~ -17-Ebene. P bezeichnet
einen Körper mit verschwindend kleiner Masse (also z.B. ein Asteroid), der sich unter
dem Einfluss von Sonne und Jupiter bewegt. Die Hamiltonfunktion der zugehörigen
Bewegungsgleichungen lautet:

1(2 2 2 1-JL JL
H = -2 p( + Pl'/ + Pe) + 17P( - epl'/ - -- - -

PI P2

Verschiebt man den Ursprung des Koordinatensysstems in den Punkt L4, erhält man nach
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einer weiteren Koordinatentransformation ein Problem der Form (1) mit einer Hamilton-
funktion .(2), deren quadratische Terme von der Form (3) mit

sind.

Wl = 0.9967575 ... W2 = -0.08046387 ... Ws = 1

Fig. 1

1]

Es sei T 10lo·Umlaufszeit von Jupiter um die Sonne/27r: das entspricht etwa dem
geschätzten Alter des Universums. Stellen wir folgende Aufgabe. Bestimme PI, so dass
es ein P2 gibt, derart, dass aus (ZO, yO)€ßP1 für die zugehörige Lösung (z(t), y(t))€ßP2 für
t€[O, T] folgt.

Giorgilli, Delshams, Fontich, Galgani und Sima haben 1988 die Grösse PI aufgrund eines
Satzes bestimmt, der auf der Methode der Poincare-Birkhoffschen Normalform, und nicht
auf der Konstruktion von Integralen beruht, sonst aber dem Satz 5 entspricht; sie fanden
PI = 1.655 . 10-9• 1992 haben Celletti und Giorgilli die Ideen von Satz 5 mit Computer-
mitteln kombiniert insbesondere haben sie <1>(1,1) <1>(2,1)... <1>(22,1) explizit berechnet und, "
diese Information bei der Abschätzung von <1>(r,l) - 11 und 1?.<r,l) benutzt. Sie fanden so
PI = 2.58397 . 10-4, also ein um 5 Grössenordnungen besseres Ergebnis. Leider ist aber
auch dieser Wert noch um mehrere Grössenordnungen zu schlecht, um das Phänomen der
Stabilität der Trojaner zu erklären!

k) M. Henon hat einmal untersucht, wie klein eine Störung sein muss, damit der Moser'sche
Twist-Satz von 1962 anwendbar ist, und Percival hat zum Resultat bemerkt: "The latter
is less than the gravitational perturbation of a pendulum in London by the motion of a
baderium in Au~tralia". In diesem Licht besehen, sind die Ergebnisse von Giorgilli et
al. respektabel realitätsnah !
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