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Einleitung

Mathematikunterricht im Umbruch

Der Mathematikunterricht an Maturititsschulen in der Schweiz und anderswo ist derzeit aus
verschiedenen Griinden im Umbruch begriffen. Im Wesentlichen sind zwei Stossrichtungen zu
beobachten:

® Der bis vor kurzem (fast) allein vorherrschende fragend-entwickelnde Unterricht wird durch
andere Lehrformen erweitert. Ziel ist es dabei, die Eigentdtigkeit der Schiilerinnen und Schii-
ler vermehrt zu fordern.

® Der Mathematikunterricht wird anwendungsorientierter / realitiitsbezogener gestaltet. Ziel ist
es dabei, den Schiilerinnen und Schiilern den Zugang zur Mathematik zu erleichtern und ihre
Akzeptanz fir die Mathematik zu erhdhen.

In der Schweiz und in Deutschland ist aufgrund der Ergebnisse der Third International Mathe-
matics and Science Study (TIMSS) eine breite Offentlichkeit auf die Defizite des Mathematik-
unterrichts aufmerksam geworden ([1], [2]). Verschiedene Schul- und Hochschulgremien
haben in der Folge Verbesserungsvorschlige ausgearbeitet ([3]). Darin tauchen die beiden oben
angefiihrten Stossrichtungen wiederholt auf.

Materialien fiir projektartigen Unterricht in Mathematik

Vom 12.-18. Oktober 1997 und vom 12.-14. August 1998 trafen sich im Bergschulheim Casoja
in Valbella (Schweiz) die drei Autoren dieses Berichts zusammen mit neun weiteren Mathe-
matiklehrerinnen und -lehrern aus der Schweiz und Deutschland zu zwei Workshops, an denen
sie unter der Leitung von Prof. Dr. U. Kirchgraber, ETH Ziirich, Materialien fiir projektartigen
Unterricht in Mathematik entwickelten. Diese liegen nun in der Reihe "Berichte iiber Mathematik
und Unterricht" vor.

Diese Arbeit wurde gefordert durch die Schweizerische Mathematische Gesellschaft (SMG) und
das Programm "ETH fiir die Schule". :



Das Projekt Parabeln

Gedanken zur/Wahl des Themas

Nicht jedes Thema eignet sich fiir projektartigen Unterricht. Bei der Wahl des Themas Parabeln
standen folgende Anspriiche im Vordergrund. Das Thema sollte

® unterrichtsnah, attraktiv und experimentell zugénglich sein
e moglichst viele Auftrdge mit mathematischen Tétigkeiten erlauben

In diesem Bericht haben wir vier verschiedene Schiilerauftrige zum Thema Parabeln zusammen-
gestellt. Alle Fragestellungen sind experimentell zugénglich und erfordern von den Beteiligten
mathematische Tiatigkeiten. Viele weitere Auftriage zu diesem Thema sind denkbar und werden
zum Teil in "Parabel iiberall” angeregt.

Gedanken zur Positionierung des Themas im Unterricht

® Die Parabel ist fester Bestandteil des Mathematikunterrichts am Gymnasium. Wihrend den
Schiilerinnen und Schiilern aus dem Alltag vor allem die geometrischen Eigenschaften der
Parabel vertraut sind, tritt die Parabel in der Algebra scheinbar unabhingig als Graph der
quadratischen Funktion in Erscheinung. Hier dringt sich ein Briickenschlag zwischen
Algebra und Geometrie auf, um die Schiilerinnen und Schiiler bei ihrem Vorwissen
abzuholen und ihr Vertrauen in die Mathematik zu stirken.

® Die Eigenschaften der Parabel sind einfach, aber nicht zu einfach. Deshalb sind Parabeln
geeignet, die Schiilerinnen und Schiiler den heuristischen Aspekt der Mathematik erfahren zu
lassen. Sie konnen ausgehend von echten Problemstellungen Zusammenhinge erahnen,
mathematisieren und selbststindig einfache Schliisse ziehen.

® Die Parabel ist eine Form aus unserem Alltag und viele ihrer Eigenschaften sind
experimentell leicht zugénglich. Die Behandlung des Themas kann somit die Neugierde und
das Interesse der Schiilerinnen und Schiiler wecken, die Umwelt und ihre Formen
experimentell und mathematisch zu erfassen.

® Die Parabel erscheint wechselweise in ganz unterschiedlicher Bedeutung an den
verschiedensten Stellen des Mathematik- und Physikcurriculums. Oft kann im Unterricht nur
auf den jeweiligen fachspezifischen Aspekt niher eingegangen werden. Das Thema bietet den
Schiilerinnen und Schiilern die Moglichkeit, die Verbindung zwischen Mathematik und
Physik vertieft zu erfahren.

Gedanken zu den Schiilerauftrigen und Lehrerinformationen

In unserem Projekt stellen wir vier Schiilerauftriage mit zugehorigen moglichen Schiilertitig-
keiten und Ergebnissen vor. Die Auftrige sind entsprechend dem Charakter des projektartigen
Unterrichtes vage formuliert. Die moglichen Schiilertitigkeiten und Ergebnisse sind in den
“Informationen fiir die Lehrerin, den Lehrer zusammengestellt. Sie sind bestenfalls
antizipierbar oder naheliegend, aber keinesfalls zwingend, und sollen der Lehrperson die
Vorbereitung erleichtern und die dem Auftrag zugrunde liegende Vielfalt aufzeigen. Weiter
werden der Lehrperson zusitzliche Informationsinputs zur Verfiigung gestellt, die sie
gegebenfalls an geeigneter Stelle einsetzen kann.



Projektiibersicht

Zielpublikum: Schiilerinnen und Schiiler des 9. oder 10. Schuljahres

Zeitlicher Rahmen. Mit einem zeitlichen Aufwand von mindestens sechs Lektionen
lassen sich wesentliche Elemente der verschiedenen Schiilerauf-
trdge verntinftig bearbeiten.

Allgemeine Vorkenntisse:  Elementare Planimetrie

Spezifische Vorkenntmisse:  Planimetrie der Parabel im Umfang der im Anhang skizzierten
Grundlagen. Diese Kenntnisse konnen allenfalls vor Beginn des
Projektes in ein bis zwei Lektionen vermittelt werden.
Einzelne Schiilerauftrige lassen sich, obwohl nicht notwendig,
durchaus auch mittels analytischer Methoden (Parabeln als Gra-
phen quadratischer Funktionen) sinnvoll bearbeiten.

Gliederung:  Im Plenum:  Projektbeschreibung, Organisation
In Gruppen:  Schiilerauftrige:

Parabel als Schatten einer Kugel bei Zentralbeleuchtung
Fliche eines Parabelsegmentes

Parabel als Bahnkurve schiefer Wiirfe

Parabel iiberall

Organisatorisches:

Die verschiedenen Schiilerauftréige eignen sich fiir Gruppen von zwei bis drei Schiilern. Es ist
ohne weiteres moglich, dass mehrere Gruppen unabhingig voneinander denselben Auftrag be-
arbeiten.

Fiir den Auftrag "Parabel als Schatten einer Kugel bei Zentralbeleuchtung" ist ein Raum von-
noten, der sich verdunkeln lisst. Die iibrigen Auftriige konnen je nach Anzahl der Gruppen
ohne weiteres im selben Unterrichtszimmer bearbeitet werden. Die Bearbeitung des Auftrags
"Parabel als Bahnkurve schiefer Wiirfe" setzt allerdings ein Zimmer mit Wandtafel voraus.

Die gegenseitige Prisentation und eine Evaluation der verschiedenen Ausarbeitungen der Schii-
lerauftréige sind ein wesentliches Element im Rahmen eines Projektunterrichtes. Vorschlige und
Ideen dazu finden sich in den entsprechenden Informationen fiir die Lehrerin, den Lehrer.

Bitte empfinden Sie das Wort Schiiler* im folgenden als einschliessend. Wir méchten unhand-
liche Formulierungen wie ,,Schiilerin oder Schiiler* gemessen verwenden und auf sprachliche
Spagate wie “eine(m)/r Schiiler/in* verzichten. Es ist absolut selbstverstdndlich, dass stets beide
Geschlechter gemeint sind.



Die Parabel als Schatten einer Kugel bei Zentralbeleuchtung

Euer Auftrag:

Fixiere eine Kugel auf dem Tisch und beleuchte sie mit einer punktférmigen Lichtquelle. Da-
durch wirft sie einen Schatten auf den Tisch, den sogenannten Schlagschatten. Dieser dndert
seine Gestalt, je nach Wahl des Standortes der Lichtquelle.

Untersuche: Fir welche Standorte
ist die Schattengrenze eine Parabel?




Die Parabel als Schatten einer Kugel bei Zentralbeleuchtung

Informationen fiir die Lehrerin, den Lehrer

Schiilerauftrag:

Fixiere eine Kugel auf dem Tisch und beleuchte sie mit einer punktformigen Lichtquelle. Da-
durch wirft sie einen Schatten auf den Tisch, den sogenannten Schlagschatten. Dieser dndert
seine Gestalt, je nach Wahl des Standortes der Lichtquelle.

Untersuche: Fiir welche Standorte ist die Schattengrenze eine Parabel?

Mogliche Schiilertiitigkeiten: Ihre Schiilerinnen und Schiiler werden vermutlich von selbst auf die
' Tatigkeiten (1) bis (4) kommen. Fiir die Titigkeiten (5) bis (8) bedarf
es allenfalls zusitzlicher Anregungen oder Hinweise durch die Lehr-
kraft. Die Tatigkeit (9) hingegen wird mehr oder weniger stark durch
den Lehrer geleitet.

(1) Ihre Schiilerinnen und Schiiler beginnen zunichst zu experimentieren. Sie stellen fest,
dass es eine geschlossene Kurve (Ellipse) oder eine offene Kurve (Hyperbel oder Parabel)
als Schattengrenze geben kann. Ziemlich sicher werden sie sogar feststellen, dass dafiir

die Hohe der Lichtquelle allein entscheidend ist.

(2) Die Schiiler zeichnen die Schattengrenze auf Papier nach und untersuchen sie. Dabei stellt
sich ihnen die Frage, wie sie tiberpriifen konnen, ob es sich bei der gezeichneten Kurve
niherungsweise um eine Parabel handelt (siche dazu auch Materialien (2) zu "Parabel
tiberall"). Die Symmetrieeigenschaft der Kurve ist offensichtlich. Falls es sich tatsichlich
um eine Parabel handelt, lisst sich die Symmetrieachse mit geniigender Genauigkeit
einzeichnen, indem man zwei Tangenten der Kurve verwendet (siehe dazu Anhang
“Spezifische Vorkenntnisse: Grundlagen®).

Die Untersuchung der gezeichneten Kurve kann mittels analytischer oder planimetrischer Me-
thoden geschehen.

Analytische Methode:

(3) Die Schiiler verwenden ein Koordinatensystem und iiberpriifen, ob es sich um den Gra-
phen einer quadratischen Funktion handelt. Falls sich dies bestitigt, konnen Sie Ihre
Schiiler ermuntern, den Brennpunkt und die Leitgerade zu bestimmen (siche dazu auch
Materialien (3) zu "Parabel tiberall"). Dariiber hinaus ist es auch entscheidend, die
Bedeutung des Brennpunktes und der Leitgeraden in Bezug auf die Kugel zu kennen
(Brennpunkt = Auflagepunkt der Kugel auf der Tischebene, Leitgerade = Schnittgerade
der Tischebene mit der Ebene, in welcher die Eigenschattengrenze der Kugel liegt).

Planimetrische Methode:

(4)  Die Schiiler versuchen, die Leitlinieneigenschaft zu tiberpriifen, indem sie verschiedene
Annahmen fiir die Lage des Brennpunktes und damit auch fiir die der Leitgeraden treffen.




(5) Unter der Annahme, dass es sich im Fall der offenen Kurve um eine Parabel handelt, 1dsst
sich der Brennpunkt bestimmen, indem ein parallel zur Achse einfallender Strahl an der
Parabel (bzw. an der Parabeltangente) gespiegelt und der gespiegelte Strahl mit der Achse
geschnitten wird. Damit ldsst sich auch die Leitgerade zeichnen (senkrecht zur Achse im
gleichen Abstand vom Scheitel wie der Brennpunkt). Ist die Lichtquelle deutlich unterhalb
des hochsten Punktes der Kugel (Fall der Hyperbel), so zeigt sich leicht, dass Punkte, die
geniigend weit vom Scheitel entfernt sind, verschiedene Abstinde vom Brennpunkt und
von der Leitgeraden haben. Damit ldsst sich mit geniigender Genauigkeit widerlegen, dass
es sich in diesem Fall um eine Parabel handelt.

(6) Falls die Schiiler bereits vermuten, dass der Auflagepunkt der Kugel der Brennpunkt ist,
werden sie im Fall der Hyperbel leicht zeigen konnen, dass parallel zur Achse einfallende
Strahlen nicht zum Brennpunkt hin reflektiert werden. Dies widerspricht somit der An-
nahme, es handle sich um eine Parabel.

(7) Falls sich die Lichtquelle auf der Hohe des hochsten Punktes der Kugel befindet, werden
die Schiiler die Vermutung, die Schlagschattengrenze sei eine Parabel mit dem Brenn-
punkt im Auflagepunkt der Kugel, erhérten. Damit ist bereits ein wesentliches Element
dieses Schiilerauftrags erarbeitet. Sie konnen die Schiiler zustzlich auffordern, diese Ver-
mutung zu beweisen, allenfalls unter Zuhilfenahme von Literatur.

(8) Eventuell auf Ihre Anregung hin stellen die Schiiler die Lichtstrahlen mittels Faden dar.
Die Berithrungspunkte der Lichtstrahlen mit der Kugel bilden einen Kreis (Eigenschatten-
grenze der Kugel). Die Kreisebene schneidet die Tischebene in der Leitgeraden. Um den
vollstindigen Nachweis der Leitlinieneigenschaft zu erhalten, bedarf es allenfalls weiterer
Anregungen von lhrer Seite. So miissen die Schiiler beispielsweise die zur Kreisebene
parallele Ebene, die den betreffenden Parabelpunkt enthdlt, sichtbar machen. Diese erhilt
man, wenn die Kugel auf sie einen kreisférmigen Schatten wirft.

Die wenigsten Schiilerinnen und Schiiler werden den vollstindigen Beweis nach Dandelin sel-
ber finden. Es ist aber sicher méglich, sie auf dem Weg zum Beweis zu begleiten und ihnen hie
und da einen kleinen Denkanstoss zu geben.

Prisentation und Evaluation:

Im Idealfall fiihrt eine Gruppe, die diesen Auftrag bearbeitet hat, den anderen Schiilern den
vollstindigen Beweis nach Dandelin ausfiihrlich und fiir alle verstindlich vor. Vielleicht hat die
Gruppe sogar ein Modell gebaut, in welchem die Lichtstrahlen als Mantellinien des Streiflicht-
kegels mittels Fiden dargestellt sind. Damit Jasst sich anschaulich zeigen, dass jeder Punkt der
Parabel vom Auflagepunkt der Kugel gleich weit entfernt ist wie von der Leitgeraden.

Andernfalls kann die Gruppe aber mindestens aufzeigen, wie sie den Auftrag bearbeitet hat und
zu welchen Teilresultaten bzw. Vermutungen sie gekommen ist.

Erforderliche Kenntnisse:

Den Schiilerinnen und Schiilern ist die Definition der Parabel als geometrischer Ort bekannt.
7udem kennen sie die Tatsache, dass parallel zur Achse einfallende Lichtstrahlen von der
Parabel zum Brennpunkt hin reflektiert werden. Sie miissen auch in der Lage sein, die Richtung
der Parabelachse aus zwei Tangenten samt Beriihrungspunkten konstruieren zu konnen. Alle
diese grundlegenden Eigenschaften sind im Anhang “Spezifische Vorkenntnisse: Grundlagen®
dargestellt.



Material:

Kugel von ca. 20 cm Durchmesser (Spielball, evtl. mit speziellem Muster)
geeignete Lichtquelle auf Stativ montiert

grossflichiges Papier (z. B. Packpapier)

Konstruktions- und Zeichenmaterial

Faden oder Schnur

Klebstreifen

Modell zur Darstellung von Kegelschnitten aus der Sammlung

Hinweis zur Lichtquelle: Eine kleine Gliihbirne (klar, mindestens 40 Watt) ist bereits gut ge-
eignet. Diese wird in eine Fassung geschraubt, welche in Jedem Do-it-yourself- oder Elektro-
fachgeschift erhiltlich ist. Die Fassung kann an einem Stativ befestigt werden, so dass die
Hohe der Lichtquelle beliebig verstellbar ist. Noch besser geeignet ist eine Niedervolt-Halo-
genlampe, wie sie z. B. in Biirotisch-Lampen zur Arbeitsplatzbeleuchtung verwendet wird.
Sie zeichnet die Schattengrenze besonders scharf. Weni ger geeignet sind matte Glithbirnen.

Literatur:
R. Stérk, Darstellende Geometrie, Schéningh, Paderborn, 1978

H. Bachmann, Vektorgeometrie, Ausgabe a, sabe, Ziirich, 1989 (10. Auflage)
E. Schroder, Darstellende Geometrie, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974



Fliche eines Parabelsegmentes

Euer Auftrag:

Aus deinem bisherigen Mathematikunterricht ist dir bekannt, wie man den Flacheninhalt von

Dreiecken Rechtecken

_l_g.h 1 -F=gh

oder anderen geradlinig begrenzten Figuren berechnet. Fiir krummlinig begrenzte Figuren ist
eine einfache Flichenformel ein Gliicksfall; ein solcher liegt bei der Parabel vor!

- —  — i — i — i ——

Finde eine Methode oder Formel, um den Flicheninhalt eines Parabelsegmentes
zu bestimmen!
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Fliche eines Parabelsegmentes

Informationen fiir die Lehrerin, den Lehrer:

Schiilerauftrag:

Aus deinem bisherigen Mathematikunterricht ist dir bekannt, wie man den Flicheninhalt von
Dreiecken, Rechtecken oder anderen geradlinig begrenzten Figuren berechnet. Fiir krummlinig
begrenzte Figuren ist eine einfache Flichenformel ein Gliicksfall; ein solcher liegt bei der
Parabel vor!

Finde eine Methode oder Formel, um den Flicheninhalt eines Parabelsegmentes zu bestimmen!

Meogliche Schiilertiitigkeiten:

(1)

(2)

Bestimmung des Flicheninhalts

Ihre Schiilerinnen und Schiiler beginnen zunichst zu experimentieren. Sie zeichnen mit
Hilfe von Brennpunkt und Leitgerade oder mit Hilfe der Funktionsgleichung eine Parabel
auf Hauschenpapier. Anschliessend bestimmen sie den Flacheninhalt von verschiedenen
Segmentflidchen durch Auszihlen der Hiuschen.

Die Parabel muss sorgfiltig gezeichnet werden. Das Auszihlen von Héuschen fiihrt bej
4-mm-Papier auf eine ausreichende Genauigkeit von etwa 1%. Allenfalls kann die
Genauigkeit durch Verwenden von Millimeterpapier verbessert werden. Hohe, Grundlinie
und Fldcheninhalt sollten in konsistenten Masseinheiten angegeben werden.

Vielleicht finden IThre Schiiler eine andere Methode zur Flichenbestimmung. So lassen
sich Parabeln auf mitteldichte Faserplatten (MDF) aufzeichnen und aussagen. Der
Flicheninhalt eines Parabelsegmentes kann dann durch Wigen bestimmt werden. Bei
dieser Methode sollte moglichst homogenes Material mit grosser Dichte verwendet
werden. Karton eignet sich nicht.

Auswertung

Die Schiilerinnen und Schiiler suchen nach einer Gesetzmassigkeit in ihrem umfang-
reichen Datenmaterial. Ziemlich sicher werden sie die Segmenthohe als flidchenbestim-
mende Grosse erkennen und verwenden. Fiir die Auswertung der Daten sind verschie-
dene Moglichkeiten denkbar mit entsprechend verschiedenen Ergebnissen.

Wir beschreiben hier einige Méglichkeiten, die sich beliebig erweitern oder abindern
lassen. Wie weit Sie als Lehrperson lenkend eingreifen, hangt ganz von Ihnen und Thren
Vorstellungen in Bezug auf die Ergebnisse des Schiilerauftrags ab.

(2.1)  Die Schiiler erstellen fiir eine untersuchte Parabel eine Tabelle, welche zu der
Héhe (eventuell der Grundlinie) den Fliicheninhalt des Parabelsegmentes angibt.

Nun kénnen Sie die Schiiler ermuntern, zu zeigen, dass jede beliebige Parabel durch
zentrische Streckung auf die untersuchte “Normalparabel* zuriickgefiihrt werden kann
(siche dazu auch Materialien (5) zu “Parabel tiberall) und zu untersuchen, wie dabei der
Flacheninhalt vom Streckungsfaktor abhingt. Damit finden die Schiiler eine Methode, den
Flacheninhalt eines Parabelsegmentes mit Hilfe des Streckungsfaktors und dem Tabellen-
wert der Normalparabel zu bestimmen.
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(3)

(2.2)  Die Schiiler berechnen die Flichenverhiltnisse von verschiedenen Segmenten
und vergleichen sie mit den entsprechenden Hohenverhéltnissen. Dabei entdecken sie,
dass zu gleichen Hohenverhltnissen gleiche Flidchenverhiltnisse resultieren. Eventuell
bedarf es zusitzlicher Anregungen Ihrerseits, damit die Schiiler das Flichenverhiltnis zum

Hohenverhiltnis 2:1 als 2-/2:1 interpretieren und daraus folgern: Eine Vergrosserung (Ear

Hohe um den Faktor k bewirkt eine Vergrosserung der Fliche um den Faktor k-/k.
Damit gelangen die Schiiler zu der folgenden Fléchenformel fiir ein Parabelsegment der

Hohe h: F = konst-h-h.

Nun konnen Sie Thre Schiiler auffordern " konst - /i * als Streckenlinge zu interpretieren,
oder "konst* mit Hilfe der Brennweite f (Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel)
oder mit Hilfe des Offnungsfaktors a der Parabel auszudriicken.

_8 7

- 4
Im ersteren Fall ergibt sich konst--/h = —i— g im letzteren Konst = 3723
~j

Bemerkung: Moglicherweise kennen die Schiiler die Parabel bereits als Graph einer
quadratischen Funktion und haben deshalb die Grundlinie g anstelle der Segmenthohe als
fléichenbestimmende Grosse verwendet. Dann gelangen sie in gleicher Weise zur Formel:

2 1
F =konst- g’ mit konst-g=—h beziehungsweise konst= @ =_——:
3 6 24f

(2.3) Die Schiiler erkennen zusitzlich zu der Segmenthohe h die Grundlinie g als
weitere, flichenbestimmende Grosse und vergleichen die Fliche des Parabelsegmentes
mit jener des Rechtecks gebildet aus g und k. Dabei stellen sie fest, dass der Quotient der
beiden Flichen immer denselben Wert ergibt. Auf diese Weise kommen die Schiiler zu
folgender Antwort: Die Fliche eines Parabelsegmentes ist gleich dem 2/3-fachen der
Fliiche des aus der Grundlinie und Hohe gebildeten Rechtecks.

Bemerkung: Haben ihre Schiiler anstelle des Rechtecks das einbeschriebene Dreieck gebil-
det aus g und & benutzt, gelangen sie zur Antwort: Die Fliche eines Parabelsegmentes ist
gleich dem 4/3-fachen der Fliche des aus der Grundlinie und Hohe gebildeten Dreiecks.

Beweis der Flichenformel

Mit einer der unter (2) beschriebenen Antworten ist der wesentliche Teil des Schiilerauf-
trags erfiillt. Sie konnen Ihre Schiilerinnen und Schiiler zusitzlich auffordern, die erar-
beitete Flichenformel zu “beweisen®. Wiederum sind verschiedene Moglichkeiten denk-
bar, von denen wir hier einige kurz skizzieren.

(3.1) Die Schiiler studieren einen intuitiven "Beweis® von Archimedes, welcher auf
einer raffinierten Anwendung des Hebelgesetzes basiert: Das Parabelsegment und ein
Dreieck werden in sehr schmale Flichenstreifen unterteilt. Dann wird gezeigt, dass jeder
Flichenstreifen des Segmentes auf der anderen Seite des Hebels einen Flidchenstreifen des
Dreiecks im Gleichgewicht hilt.

Notwendige Vorkenntnisse: Parabel als Graph einer quadratischen Funktion, Gleichung
der Parabeltangente (siche dazu Anhang “Spezielle Vorkenntnisse: Briicke zur Algebra®),
Hebelgesetz, Schwerpunkt eines Dreiecks

(3.2)  Die Schiiler studieren einen strengen Beweis von Archimedes, welcher auf der
Methode ,,reductio ad absurdum* beruht. Kerngedanke des Beweises ist das Ausschopfen
der Parabelsegmentfliche durch immer kleinere Dreiecksfldchen.

Notwendige Vorkenntnisse: Parabel als Graph der quadratischen Funktion, Folgen, Sum-

me einer endlichen geometrischen Reihe, Methode des indirekten Beweises. (Oder siche
Anhang Spezielle Vorkenntnisse: die Fliche des Parabelsegmentes berechnen®).
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(3.3)  Die Schiiler fiihren einen ”Computerbeweis“ durch. Sie schreiben ein Programm,
welches den Flicheninhalt eines Parabelsegmentes durch Aufsummieren von Streifen der
Breite Ax mit Ax — 0 berechnet.

Notwendige Vorkenntnisse: Parabel als Graph der quadratischen Funktion, elementare
Kenntnisse im Programmieren

(3.4)  Die Schiiler iiberpriifen ihre Formel mit Hilfe des Computers. Sie schreiben ein
Programm, welches den Flicheninhalt eines Parabelsegmentes mit dem Monte-Carlo-
Verfahren bestimmt: Im Rechteck, gebildet aus der Grundlinie und der Hohe, werden
zufdllig n Punkte mit n — ausgewihlt. Der Anteil all dieser Punkte, welcher sich
innerhalb der Segmentfliche befindet, ergibt den Anteil der Segmentfliche an der Recht-
eckfliche.

Notwendige Vorkenntnisse: elementare Kenntnisse im Programmieren, Anwendung eines
Zufallszahlengenerators, eventuell Parabel als Graph der quadratischen Funktion

(3.5)  Sie skizzieren ihren Schiilern einen Beweis mit Hilfe von Streckung:

Wird eine Parabel zuerst an ihrem Scheitelpunkt zentrisch und anschliessend an ihrer
Scheiteltangente axial gestreckt, beide mal mit Streckungsfaktor k > 0, wird sie wieder in
sich selbst iibergefiihrt (sieche dazu auch Materialien (5) zu Parabel iiberall*). Ein
Parabelsegment der Grundlinie g, Hohe 4 und Fliche F wird dabei auf ein Segment mit
der Grundlinie g’, Hohe 4’ = k’h und Fliche F’ = k°F abgebildet. Die Differenzfliche

beider Segmentflichen hat die Hohe (k* = 1)k und ist oben und unten begrenzt durch g
und g’. Thr Flicheninhalt ist grosser als Jener des einbeschriebenen und kleiner als Jjener
des umbeschriebenen Rechtecks, somit gilt:

2
(K> -~ Dhg < (K = )F < (k> - Dhg’ e hg < © T *+1

— F < hg’
+1

Fir k — 1 strebt g’ gegen g und aus der Ungleichung wird die Flichenformel F = % gh .

Prisentation und Evaluation:

Die Gruppe, die diesen Auftrag bearbeitet hat, fiihrt den anderen Schiilerinnen und Schiilern an
einem Beispiel vor, wie sie den Fliicheninhalt eines Parabelsegmentes bestimmt. Dabei erliutert
sie kurz, durch welche Vorgehensweise und Uberlegungen sie diese Methode oder Flichen-
formel gefunden hat.

Hat die Gruppe zusitzlich einen Beweis ihrer Flichenformel erbracht oder in der Literatur
studiert, kann sie die wesentlichen Schritte des Beweises den andern Gruppen verstindlich
vorfiihren. Falls die Gruppe anstelle eines Beweises ein Computerprogramm geschrieben hat,
kann sie dieses den andern Schiilern demonstrieren.

Vielleicht hat die Gruppe sogar ein Mobile aus Parabelsegmenten, die von Rechtecken oder
Dreiecken im Gleichgewicht gehalten werden, gebaut, welches auf sehr eindriickliche und
kreative Weise die Flichenformel mit Hilfe des Hebelgesetztes illustriert.

Material und Literatur:

Zu(1):  Konstruktions- und Zeichenmaterial, Papier 4-mm-kariert, eventuell Millimeterpapier
Zu(2):  einfacher Taschenrechner, eventuell eine Anleitung zur zentrischen Streckung von
Parabeln (siehe dazu Materialien (5) zu “Parabel iiberall).
Zu (3):  Kopien eines Beweises aus der Literatur, zum Beispiel:
Simonyi, K.: Kulturgeschichte der Physik. Thun: Harri Deutsch 1990
S. 92 - 95, intuitiver und strenger Beweis nach Archimedes
Programmierbarer Taschenrechner oder Computer
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Die Parabel als Bahnkurve schiefer Wiirfe

Euer Auftrag:

Gesehern haben,

experimentieresv
wnd darwv

voll mit Mathematik
dahinter!

Die Challenge:

Wenn ihr aus etwas Distanz zuschaut, wie jemand einen
Ball wirft, seht ihr eine bogenformige Bahn. Es handelt
sich naherungsweise um ein Stiick einer Parabel.

Wie gut die Parabelform stimmt, héngt davon ab, wie stark
die Luft den Ball bremst. Die Bahn eines dicht gepackten
Schneeballes ist schoéner parabelférmig als jene eines Pa-
pierknduels, das ihr quer durch's Klassenzimmer in den
Papierkorb beférdert. Ihr sollt nun die Bahn einer kleinen
Stahlkugel bei geringer Geschwindigkeit untersuchen.

1. Baut eine Vorrichtung, mit der sich eine Kleine
Stahlkugel entlang der Wandtafel werfen lasst.

Euer Wurfgerit muss gut genug sein, um zuverldssig
Wiirfe mit gleicher Steilheit und gleicher Startgeschwin-
digkeit wiederholen zu konnen. Mit Phantasie und etwas
handwerklichem Geschick kriegt ihr das hin!

2. Fiihrt mit eurem Gerit Wiirfe entlang der Wandta-
fel aus und priift nach, wie gut die Parabelform der
Wurfbahn stimmt.

Ihr miisst euch dazu einiges einfallen lassen. Zum Bei-
spiel, wie man Wurfbahnen auf der Wandtafel festhalten
und kontrollieren kann, ob es sich tatsdchlich um Parabeln
handelt. Macht tiichtig Gebrauch von euren mathema-
tischen Kenntnissen iiber die Parabel! Die Chancen ste-
hen dann gut, dass ihr gleich noch ein paar spannende
Eigenschaften von Wurfbahnen entdeckt.

Sind eure planimetrischen Konstruktionen auf der Wandta-
fel, eure algebraischen Berechnungen, euer Wurfgerét so
gut, dass ihr Zielpunkte voraussagen, auf der Tafel markie-
ren und dann auch treffen kénnt?
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Die Parabel als Bahnkurve schiefer Wiirfe

Information fiir die Lehrerin, den Lehrer

Schiilerauftrag

Wenn ihr aus etwas Distanz zuschaut, wie Jemand einen Ball wirft, seht ihr eine bogen-
férmige Bahn. Es handelt sich ndherungsweise um ein Stiick einer Parabel. [...]

1. Baut eine Vorrichtung, mit der sich eine kleine Stahlkugel entlang der Wandtafel werfen
lasst. [...] :

2. Fiihrt mit eurem Gerit Wiirfe entlang der Wandtafel aus und priift nach, wie gut die
Parabelform der Wurfbahn stimmt. [...]

Macht tiichtig Gebrauch von euren mathematischen Kenntnissen iiber die Parabel! [...]

Organisatorisches
Idealerweise lassen Sie zwei bis drei Schiiler an diesem Auftrag arbeiten.

Fir die Wurf-Experimente braucht es eine Wandtafel, wenn méglich etwa drei auf anderthalb
Meter gross oder grosser.

Der Selbstbau eines Wurfgerites ist nicht zwingend. Vielleicht ziehen Sie es vor, der Gruppe
ein fertiges Gerit aus friiheren Versuchen zur Verfiigung zu stellen oder eines, das Sie gebaut
haben. Baut die Gruppe das Gerit selber, ist ein entsprechender Werkplatz nétig.

Das Wurfgeriit

Die Vorrichtung muss einigermassen genaues Zielen und eine konstante Abwurfgeschwindig-
keit gewdhrleisten. Es ist fast erstaunlich, mit welch bescheidenem Aufwand dies realisierbar
ist. Auf Seite 18 finden Sie eine Bauanleitung fiir das Gerit, das wir mit unseren Schiilern ge-
testet haben. Die Anleitung soll in erster Linie zeigen, wie wir uns ein solches Geriit etwa vor-
stellen. Sie kann aber auch als Vorlage fiir Thre Schiiler dienen, falls Sie die Zeit, die die
Gruppe zum Austiifteln eines eigenen Modells benétigen wiirde, nicht aufwenden mochten.

Die Wiirfe

Die Schiiler befestigen das Wurfgerit mit einer Zwinge oder mittels Saugnipfen an einem
Seitenrand der Wandtafel. Auf der Héhe der Rohrmiindung ziehen sie iiber die ganze Tafel-
linge eine horizontale Achse, die sie bei Bedarf mit einer Skala versehen. Besser als eine
Kreidenlinie ist ein aufgeklebtes Maler-Abdeckband, damit die Achse nicht nach jedem
Auswischen von Zeichnungen erneuert werden muss.

Die Schiiler fiihren Wiirfe aus, protokollieren deren Bahnen und treiben damit allerhand Ma-
thematisches. Wie weit Sie als Lehrperson lenkend eingreifen, ist ganz Thnen iiberlassen. Wir
geben im folgenden ein paar Anregungen, die sich beliebi g erweitern und abwandeln lassen.
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Mogliche Schiilertétigkeiten

(1) Wiirfe zeichnerisch festhalten

Es braucht mindestens zwei Personen: eine, die das Wurfgerat richtet und ausldst (Werferin)
und eine oder mehrere, die die Wurfbahn beobachten (Beobachterinnen).

Einen einzelnen Bahnpunkt festhalten: Man zeichnet eine vertikale Kreidenlinie auf die
Wandtafel. Die Beobachterin stellt sich genau davor und markiert den Punkt, wo die Stahlku-
gel die Linie passiert. Das geht recht genau, wenn man zwei Dinge beachtet: 1. Die Beobach-
terin muss die ungefihre Stelle bereits kennen. Dazu dient ein erster Wurf, den sie aus etwas
Distanz beobachtet. Erst beim zweiten Wurf markiert sie die Stelle. 2. Die Beobachterin muss
auf den Wurf gefasst sein. Die Werferin sollte den Wurf daher ankiindigen: "3-2-1-Wurf!"
Um eine ganze Bahnkurve festzuhalten, werden mehrere Punkte markiert, entweder nachein-
ander durch Wurfwiederholung oder gleichzeitig von mehreren Beobachterinnen.

(2) Die Genauigkeit verbessern

Die Stelle, an der die Kugel eine vertikale Linie passiert, kann von Auge auf ein paar cm ge-
nau festgestellt und markiert werden. Eine verbesserte Genauigkeit ergibt sich durch Wurf-
wiederholung. Die Beobachterin erhalt dann mehrere Marken auf derselben vertikalen Linie
und steht vor dem Problem, daraus eine einzige zu mitteln. Vielleicht regen Sie die Gruppe
an, iiber das Problem zu diskutieren. Es kann ja auf sehr verschiedene Arten gelost werden:
intuitiv einen der Wiirfe als den besten deklarieren; die mittlere Marke nehmen; die Mitte der
héchsten und der tiefsten Marke nehmen; intuitiv ein Zentrum aller Marken schitzen; den
Durchschnitt der Hohen iiber der horizontalen Achse berechnen usw.

(3) Eine Bahn aus drei Punkten bestimmen und mit einem vierten kontrollieren

Diese Titigkeit ist besonders fiir eine algebraische Behandlung geeignet. Die Schiiler priifen
die Hypothese, die Stahlkugel folge auf ihrem Flug einer Parabel. Die horizontale Linie wird
als x-Achse beschriftet (z. B. dm-Einheiten, Nullpunkt = Abwurfpunkt). Neben dem Abwurf-
punkt A werden zwei weitere Punkte B und C durch Beobachtung bestimmt. Nun suchen die
Schiiler die quadratische Funktion y=f(x), deren Graph durch A, B und C verlduft. Danach
die Pointe: An einem beliebigen berechneten Punkt P (x|f(x)) wird ein Papierknduel mit ei-
nem Klebstreifen an der Tafel leicht befestigt — und getroffen. (Dieses Experiment, das viele
Schiilerinnen und Schiiler begeistert, eignet sich auch fiir den normalen Algebra-Unterricht.)

(4) Eine Bahn aus der Visierlinie und dem Zielpunkt bestimmen und dann priifen

Diese Titigkeit ist besonders fur eine planimetrische v
Behandlung geeignet. Auch hier priifen die Schiiler __ | lLeigerade

©

@
die Hypothese, dic Stahlkugel folge auf ihrem Flug = R

einer Parabel. Aus der Position und der Schréglage

des Wurfgerites ist der Kurvenpunkt A mitsamt Tan- H (8 liegt in halber
gente bekannt. Den auf gleicher Hohe liegenden Ziel- M S Hone von t)
punkt Z beobachten die Schiiler. Daraus konstruieren \

sie direkt auf der Wandtafel den Scheitelpunkt der . X
Parabel, den Brennpunkt und die Leitgerade und mit A z
deren Hilfe einige weitere Punkte. Im einen oder an-

dern Punkt hingen sie ein Papierknduel auf und F

testen, ob es denn auch tatsichlich getroffen wird.
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(5) Eine Kurvenschar untersuchen. F. lugbahnen bei konstanter Startgeschwindigkeit

Es ist von Vorteil, wenn die Schiiler bereits Tatigkeit (4) ausgefiihrt haben. Betrachtet man die
Bahnen von Wiirfen mit gleichem Startpunkt und gleicher Anfangsgeschwindigkeit, jedoch
verschiedenen Steigungen der Visierlinie, ge- y

langt man zum Eindruck, dass die Leitgerade ‘*r:‘l v
immer dieselbe sei. Akzeptieren die Schiiler
diese Erfahrung als richtig, steht ihnen nichts
mehr im Wege, Fragen wie die folgenden ex-
perimentell und theoretisch zu erértern: Wo
liegen alle Brennpunkte? (Kreis um A durch
L.) Fir welche Neigung der Visierlinie ergibt
sich der weiteste Wurf? (Fiir 45°.) Wo liegt der
Brennpunkt in diesem Spezialfall? (Auf der x-
Achse.) Wieviele Wurfparabeln fithren zum
gleichen Zielpunkt? (Im allgemeinen zwei.) In Vs
welcher Beziehung stehen die beiden Nei- g
gungswinkel der Visierlinie fiir den gleichen @~
Zielpunkt? (Sie sind komplementir.) Wie sieht die Parabel aus, wenn man fast senkrecht nach
oben wirft? (Sie wird ganz "spitz", Brennpunkt und Scheitelpunkt fallen praktisch mit L zu-
sammen.) Vielleicht kommen Thre Schiiler allein auf diese Fragen, vielleicht finden sie noch
andere dazu. Vielleicht werden Sie als Lehrperson die eine oder andere Frage anregen, die
Ihnen besonders wertvoll erscheint. Es gibt keine Regel, die den projektartigen Unterricht in
dieser Hinsicht einschrinkt.

gemsinsame Leitgerade

G.0. der Brennpunkte:
Kreis um A durch L.

Prisentation der Arbeit

Sofern eine Prisentation vorgesehen ist, ermuntern Sie die Gruppe zu einer guten Vorberei-
tung. Die Schiiler vergessen leicht, dass ihre Kolleginnen und Kollegen sich nicht ebenso lang
mit dem speziellen Teilthema befasst haben und somit nicht iiber die gleichen Kenntnisse und
Erfahrungen verfiigen wie sie selbst. Wurfexperimente mégen fiir die Akteure per se span-
nend sein, fiir das Publikum sind sie es nur, wenn es die Mathematik drum herum versteht.
Das sollte die Gruppe im Auge behalten, wenn sie die Présentation vorbereitet.

Die Wurfexperimente kénnen bei der Prisentation real vorgefiihrt werden. Aber es gibt durch-
aus auch andere Wege. Polaroidfotos der Wandtafelbilder lassen sich in einem Bericht ver-
wenden oder fiir einen Vortrag auf Projektorfolie durchzeichnen. Fiir eine Ausstellung geeig-
net sind 1:1-Bilder auf Packpapier, das bei den zu protokollierenden Experimenten auf der
Wandtafel fixiert wurde.

Erforderliche Kenntnisse

No6tig ist das Grundlagen-Wissen, das im ersten Teil des Anhangs "Spezifische Vorkenntnis-
se" wiedergegeben ist. Falls Ihre Schiiler bereits die quadratische Funktion mit ihrem Graphen
kennen, kénnen sie davon Gebrauch machen. Voraussetzung ist das jedoch nicht. Vom Zusatz-
wissen aus dem zweiten Teil des Anhangs leiten Sie an die Schiiler weiter, was Thnen sinnvoll
erscheint. Es gibt dort drei Abschnitte {iber den schiefen Wurf. Wir halten es jedoch fiir
sinnvoll, diese Information den Schiilern eher zuriickhaltend und vor allem nicht zu friih zu
vermitteln. ’

17



/" Elektro-Installationsrohr,

g Innendurchmesser 13 mm, |
% etwa 20 cm lang, ﬁ
2 mit passenden Briden {
\ /

(" Tannenbrettchen, etwa festschrauben. Yy,

i P
f 20cmx10cmx 1 cm. E ‘ \
/ /
Kerben ins Rundholz | / ], \
einsigen oder feilen. | | v =

Bauanleitung fiir ein Wurfgerat

\ Langes Gummiband durch eine Bohrung \
\ | im Rundholz ziehen und an zwei Négeln 3
K oder Schrauben einhédngen. )

[ Rundholz,
' Durchmesser 12 mm,
. etwa20cmlang. | :
@derstahldraht, 1 mm Durchmesser, so befestigen und
| richten, dass er beim Herausziehen des Rundholzes in

. eine der Kerben einrastet. Beim Wurf das Brettchen
K festhalten und den Draht aus der Kerbe heben. J

Gans
\ )

/ Das Wurfgerit mit emex / Wandtafel

~ Schraubzwinge oder
Werkzeugklammer oder 1 | /
mittels Saugndpfen an der yd

Tafel befestigen.
(Eisenwarenhandlungen fithren

. Saugnipfe, die sich ins Brettchen
einschrauben lassen.) . a N
\‘\

\ £ ,’ Kreidenlinie oder besser: Maler-Abdeckband
d‘% ;,i-';

f Klammer | { I

{ Wurfobjekt: Stahlkugel, Durchmesser 12 mm.
FErhiltlich in Bastel- und Spielwarenldden sowie
Qei Lieferanten von Schul-Experimentiermaterial.

L/
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Parabel tiberall

Euer Auftrag:

Uberall in deinem Alltag und in deiner Umwelt begegnest du geometrischen Formen: Drei-
ecken, Rechtecken, Kreisen und vielen mehr. Sind auch Parabeln darunter?

Finde Parabeln in deinem Alltag!

Vergewissere dich jedesmal:

Ist es tatsichlich eine Parabel?

19



Parabel iiberall

Informationen fiir die Lehrerin, den Lehrer:

Schiilerauftrag:

Uberall in deinem Alltag und in deiner Umwelt begegnest du geometrischen Formen: Dreiecken,
Rechtecken, Kreisen und vielen mehr. Sind auch Parabeln darunter?

Finde Parabeln in deinem Alltag! Vergewissere dich jedesmal: Ist es tatsichlich eine Parabel?

Mbogliche Schiilertiitigkeiten:

Die folgenden Entdeckungen von “Parabeln im Alltag* konnen Sie durch eine Kiste mit bereit-
gestelltem Material anregen. Gegebenfalls konnen Sie dem Material zusitzliche, detailliertere
Schiilerauftriige beilegen. Ihre Schiilerinnen und Schiiler konnen nach eigenem Interesse
Materialien aus der Kiste auswihlen und damit experimentieren.

7u mehreren Materialien befinden sich Kopiervorlagen im Anhang “Parabel iiberall“. Von den
restlichen Materialien werden eine kurze Beschreibung und Literatur- oder Bezugsquellen
angegeben.

Kurzhinweise zu den einzelnen Materialien:
(1) Parabelformen in der Technik

Fotografien von Spiegelteleskopen, Sonnenspiegeln und Briickenbogen finden sich in
- Dustmann, F.W.: Abakus. Paderborn: Schoningh 1995 S. 89 - 95
- Miinzinger, W.: Mathe-Welt Heft 83 (1997): Erhard Friedrich Verlag, Velber

Zusatzfragen: Wo ist die Parabelform? Weshalb wihlt man eine Parabelform?

(2) Parabeln als spezielle Kurven

Im Anhang befinden sich Abbildungen von verschiedenen, parabeldhnlichen Kurven.
Falls es sich bei einer Kurve tatsichlich um eine Parabel handelt, lidsst sich die
Symmetrieachse einzeichnen, indem man zwei Tangenten der Kurve verwendet (siche
dazu Anhang Spezifische Vorkenntnisse: Grundlagen®). Damit lasst sich die Parabelform
fiir alle Kurven ausser (c) mit geniigender Genauigkeit widerlegen.

Im Fall (c) lasst sich (unter der Annahme, dass es sich um eine Parabel handelt) der
Brennpunkt bestimmen, indem ein parallel zur Achse einfallender Strahl an der Parabel
(bzw. an der Parabeltangente) gespiegelt und der gespiegelte Strahl mit der Achse
geschnitten wird. Damit lasst sich die Leitgerade zeichnen (senkrecht zur Achse im
gleichen Abstand vom Scheitel wie der Brennpunkt) und mit Brennpunkt und Leitgerade
die Parabelform der Kurve im Rahmen der Zeichengenauigkeit bestétigen.

Bei den Abbildungen im Anhang handelt es sich um Ausschnitte von einer:

(a) Kettenlinie (Cosinushyperbolicus), (b) Exponentialkurve, (c) Parabel, (d) Hyperbel,
(e) Sinuskurve.
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(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Parabel als Graph der quadratischen Funktion

Im Anhang ist der Graph einer quadratischen Funktion abgebildet. Unter der Annahme,
dass es sich um eine Parabel handelt, ldsst sich der Brennpunkt bestimmen, indem ein
parallel zur Achse einfallender Strahl an der Parabel (bzw. an der Parabeltangente)
gespiegelt und der gespiegelte Strahl mit der Achse geschnitten wird. Damit lisst sich
auch die Leitgerade zeichnen (senkrecht zur Achse im gleichen Abstand vom Scheitel wie
der Brennpunkt) und mit Brennpunkt F und Leitgerade I die Parabelform im Rahmen der
Zeichengenauigkeit bestitigen. Zwischen Brennweite J und Offnungsparameter a besteht

der einfache Zusammenhang: f = 2{

a
Diese Vermutung und die Parabelform lassen sich wie folgt beweisen:
BE2 _ B 1
P(x/y) € Parabel & PF* = PI' & x* +(y— f)? = (y+ f)* < y = Z—xz

(siehe dazu auch Anhang ”Spezifische Vorkenntnisse: Briicke zur Algebra“)

Parabel durch Papierfalten

Im Anhang findet sich eine Anleitung zum Falten von Papier. Dabei entsteht eine Parabel.
ie Schiiler miissen bzw. konnen dabei folgende Fragen beantworten:

- Weshalb handelt es sich um eine Parabe]?

- Welches sind die Punkte der Parabel?

- Wo sind Brennpunkt und Leitgerade?

- Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Parabelform und dem Abstand des

Brennpunktes von der Leitgeraden?
- Warum werden parallel zur Achse einfallende Strahlen zam Brennpunkt hin reflektiert?

Literatur: W. Miinzinger, Mathe-Welt, Heft 83 (1997), Erhard Friedrich Verlag, Velber

Zentrische und axiale Streckungen von Parabein

Im Anhang ist eine Anleitung zur zentrischen Streckung einer Parabel mit dem Scheitel als
Streckungszentrum und zur axialen Streckung beziiglich der Scheiteltangente (normale
Affinitiit) gegeben. Die Schiiler sollen zeigen, dass die Bildkurve jeweils wieder eine
Parabel ist, und deren Brennpunkt und Leitgerade bestimmen. Zudem sollen sie feststellen
und allenfalls beweisen, dass eine zentrische Streckung mit dem Streckungsfaktor k die-

selbe Bildkurve liefert wie die axiale Streckung mit dem Streckungsfaktor .

Ein Parabel-Zeichengeriit selber bauen

Eine detaillierte Anleitung zum Bau eines Parabel-Zeichengeriits findet sich im Anhang.
Dabei miissen bzw. kénnen die Schiiler folgende Fragen beantworten:

- Warum kann man mit dem Gerit Parabeln zeichnen

- Welche Eigenschaften hat eine damit gezeichnete Parabelschar?

Die Parabel als Moiré-Muster

Im Anhang befinden sich Kopiervorlagen, um eine Projektor-Folie mit dquidistanten
Linien und eine mit 4quidistanten konzentrischen Kreisen herzustellen. Die Schiiler kon-
nen mit diesen beiden Folien experimentieren und beantworten folgende Fragen:

- Wo sind Parabeln? Wieviele sind es?

- Weshalb sind es Parabeln? Wo sind ihre Brennpunkte und Leitgeraden?

- Gibt es kongruente Parabeln oder shnliche?
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(8) Parabelgraphiken

Mehrere Beispiele von Computergraphiken sind im Anhang zusammengestellt. Sie sollen
die Schiiler ermuntern, ein einfaches Computerprogramm zu entwickeln, welches phanta-
sievolle Graphiken mit Parabeln generiert. Beispielsweise konnen bei zufilliger Wahl von
Scheitelpunkt und Offnungsfaktor mehrere Parabeln gezeichnet werden und hernach die
entstandenen Gebiete zufillig eingeférbt werden.

(9) Bau eines Sonnenspiegels
Eine detaillierte Anleitung zum Bau eines Sonnenspiegels (Parabolspiegels) findet sich in
Miinzinger, W.: Mathe-Welt Heft 83 (1997): Erhard Friedrich Verlag, Velber

(10) Parabolspiegel und Zauberei
Zwei aufeinandergelegte Parabolspiegel erzeugen vom Gegenstand innerhalb eine ver-
bliiffende, frei schwebende raumliche Erscheinung. Diese ist 3-dimensional von allen
Seiten sichtbar, kann jedoch nicht beriihrt werden.

Bezugsquelle: AHA! 8001 Ziirich, Spiegelgasse 14.

Zusatzfrage: Wie kommt das Bild zustande? Konstruiere den Strahlengang!
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Anhang: Parabel iiberall

Parabeln als spezielle Kurven

Auf den ersten Blick sehen die abgebildeten Kurven alle wie Parabeln aus! Vergewissere dich
im Rahmen der Zeichengenauigkeit: Welche der abgebildeten Kurven sind tatsichlich Parabeln?

!
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(b)

(c)
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(d)

(e)
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Parabel als Graph der quadratischen Funktion

%Die Abbildung zeigt den Graph einer quadratischen Funktion mit der Gleichung y = ax’. Du
| vermutest richtig: Es handelt sich dabei um eine Parabel! Kannst du deine Vermutung beweisen?

Fiir den Beweis helfen dir folgende Fragen:

o Welche Funktionsgleichung besitzt die abgebildete Parabel?

¢ Konstruiere Brennpunkt und Leitgerade! Wo liegen sie?

e Die Entfernung des Brennpunkts vom Scheitelpunkt heisst Brennweite f. Welche Brennweite hat die abge-
bildete Parabel, und welcher Zusammenhang besteht vermutlich zwischen dem Offnungsfakior a aus der
Gleichung y = ax’ und der Brennweite f?

e Beweise nun, dass der Graph einer quadratischen Funktion tatsichlich eine Parabel ist. (Hinweis: Zeige, dass
alle Punkte, die von dem Brennpunkt und der Leitgerade gleichen Abstand haben, die Funktionsgleichung er-
fiillen und umgekehrt.)
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Parabel durch Papierfalten

Nimm ein Blatt Papier (Format A5). Markiere einen Punkt im Abstand 2 cm von der Mitte des
langsseitigen Blattrandes (Fig. 1). Falte das Blatt wie auf dem Bild (Fig. 2), so dass der untere
Blattrand den Punkt beriihrt. Falte das Blatt wieder auseinander und wiederhole diesen Faltvor-
gang mehrmals mit unterschiedlichen Winkeln. Dadurch entsteht eine Parabel.

Fig. 1 Fig. 2

Beantworte folgende Fragen:

- Weshalb handelt es sich um eine Parabel?

- Welches sind die Punkte der Parabel?

- Wo sind Brennpunkt und Leitgerade?

- Warum werden parallel zur Achse einfallende Strahlen zum Brennpunkt hin reflektiert?

Nimm ein neues Blatt Papier und wiederhole das Falten wie oben, indem du einen anderen Ab-
stand fiir den zuvor markierten Punkt wihlst. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der
Parabelform und dem Abstand des Brennpunktes von der Leitgeraden?

27



Streckungen von Parabeln

Auf der folgenden Seite ist eine Parabel mit Brennpunkt F und Leitgerade [ abgebildet.

1. Zentrische Streckung der Parabel
Strecke die Parabel zentrisch mit dem Scheitel S als Streckungszentrum und dem Strek-
kungsfaktor k = 2 ;
(d.h.:  jedem Punkt P der Parabel wird ein Bildpunkt P’ wie folgt zugeordnet:
- P'liegt auf der Strecke SP bzw. auf ihrer Verldngerung
- fiir die Linge der Strecke SP' gilt: SP'=k-SP)
Wiederhole diese zentrische Streckung mit k = 1.5, 3, 5, 1, %3, 4, k%.
Ist die Bildkurve stets wieder eine Parabel?
Falls ja, welches sind Brennpunkt und Leitgerade der Bildkurve?
2. Axiale Streckung der Parabel
Strecke die Parabel axial beziiglich der Scheiteltangente mit dem Streckungsfaktor & = 2
(d.h.: jedem Punkt P der Parabel wird ein Bildpunkt P’ wie folgt zugeordnet:
- P'liegt auf der Senkrechten zur Scheiteltangente durch P
- fiir den Abstand a' des Punktes P’ von der Scheiteltangente gilt: a'=k-a,
wobei a der Abstand des Punktes P von der Scheiteltangente ist)
Wiederhole diese zentrische Streckung mit k = 1.5, 3, 5, Y, %, 14, %.
Ist die Bildkurve stets wieder eine Parabel?
Falls ja, welches sind Brennpunkt und Leitgerade der Bildkurve?
3. Zentrische Streckung versus axiale Streckung

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der zentrischen und der axialen Streckung einer
Parabel?
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Ein Parabel-Zeichengerit selber bauen

Finde heraus, warum man mit dem abgebildeten "Gerit" Parabeln zeichnen kann. Baue das Gerit, zei-
chne damit eine Parabelschar und studiere ihre Eigenschaften. Wenn dir schone Grafiken Freude ma-
chen, kannst du die von den Parabeln begrenzien Gebiete bunt ausmalen. Das schaut richtig gut aus!

Beniitzung des Gerites:
Lege das Brett in der ge-
zeichneten Lage vor dich
auf den Tisch. Schiebe ein
Blatt Zeichenpapier unter
den Schwenkarm und fi-
xiere es mit Klebstreifen.
Fixiere den Schwenkarm
mit einem Klebstreifen

HEnEE s e

,
1
1.
iipt
b

auf dem Zeichenpapier. %
Kerbe einen Bleistift iiber ( Faden ) =7
der Spirze rundum ein. £ T (" Bleistift | %
Schiebe das Lineal nach g ‘*—”"“{‘ 7
oben, hinge den Bleistift o / = 7
beim Faden ein und ziehe T

ihn gegen dich. Fithre ihn
so, dass der Faden ange-
spannt bleibt und das Li-
neal mitgezogen wird.

Hi
RN

T T L L LI Lo

é}\

Hinweise fiir den Bau des Geriites: Verwende Sperrholz und Tannenleisten. Dann kannst du
(fast) alles mit Heftklammern befestigen — das ist bequemer als Leimen und Schrauben. Wichtig
ist, dass das Lineal gut lduft und sich nicht verkanten kann. Das erreichst du mit dem Fiih-
rungsfaden APQCDQPB. Er zwingt das Lineal, stets senkrecht zu den Seitenleisten zu bleiben.

So lang muss der Zeichen-Faden sein.

-
:

-
INE b M| D
Sperrholzbrett, z. B. '; 5
70cm x 50cm X Smm /
fiir Papierformat A2 ’
Als Faden eignet
/ sich Senkelschnur. . o
! - Bei P und Q ist je eine 4 E
\ Krampe (Agraffe) von
Ve unten in den Massstab Sobald das Lineal
eingesteckt. definitiv gerichtet
.l ist, wird der
5( \ Fiihrungsfaden
- ¥ : bei E fixiert.
e ] L . Q
Der Fiihrungsfaden lauft hier auf der Unterseite
des Lineals durch die Krampen bei P und Q.
De-r F iéhrung:sfade}z ist Der Fiihrungsfaden fithrt bei C
bei A und bei B an der und bei D durch Bohrungen in
Seitenleiste befestigt. der Seitenleiste.
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Die Parabel als Moiré-Muster

Moiré heissen Muster, die sich bei
der Uberlagerung von regelmissigen
Rastern ergeben. In der Druckerei-
Technik sind sie unwillkommen. Da-
fiir fanden sie schon frith das Inter-
esse von Wahrnehmungsforschern.
Zuhause entdeckt man sie bei feinen
Gardinen oder Kleidern.

Kopiere dieses Blatt auf eine
Projektor-Folie, schneide sie ent-
zwei und lege die beiden Raster
tbereinander. Kannst du Para-
beln entdecken? Wieviele? Wo
sind ihre Brennpunkte und Leit-
geraden? Gibt es kongruente
Parabeln? Ahnliche?




Parabelgraphiken

Steht dir ein Computer und eine Programmiersprache zur Verfiigung? Dann kannst du faszi-
nierende Graphiken programmieren, in denen Parabeln die Hauptrolle spielen. Beniitze die
mathematischen Eigenschaften der Parabel — und lass deiner Phantasie freien Lauf!

Die folgenden Beispiele sind mit ein-
fachstem BASIC programmiert. Auf
dem Bildschirm sind die Bilder farbig.

y/

d ‘ﬂ\{l V@ A w




Anhang: Spezifische Vorkenntnisse

1. Grundlagen, tiber die Ihre Schiiler fiir die Projektarbeit verfiigen sollten

Die Parabel wird definiert als Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt F und einer
festen Geraden (¢ gleichen Abstand haben. F heisst Brennpunkt, /¢ Leitgerade der Parabel.

Die Parabel ist achsensymmetrisch zur Norma-
len durch F zu /. Man nennt die Symmetrie-
achse kurz Achse der Parabel. Der Parabel-
punkt S auf der Achse heisst Scheitelpunkt.
Er halbiert definitionsgemiss den Abstand des
Brennpunktes von der Leitgeraden. Die Paral-
lele zur Leitgeraden durch S — augenschein-
lich eine Tangente — heisst Scheiteltangente.

Bezeichnet P einen Parabelpunkt und A die
Normalprojektion von P auf die Leitgerade, so
ist die Mittelsenkrechte t von FA die Parabel-
tangente in P, denn jeder weitere Punkt P'#P
von t liegt wegen PF=P'A>PA' niher bei
der Leitgeraden als bei F. Die Dreiecke APM

Leitgerade

T

und FTM sind kongruent (wsw), das Viereck FTAP ist ein Rhombus. Sein Mittelpunkt M
liegt auf der Scheiteltangente. Die Normalprojektion von P auf

die Achse und der Schnittpunkt T der Tangente liegen
K / symmetrisch zu S.
\ | 7 / Aus der Tatsache, dass t den Winkel FPA halbiert, ergibt sich
\VE\ /2;7 die Reflexionseigenschaft der Parabel: achsenparallel einfal-
QE%§7 lende Strahlen sammeln sich im Brennpunkt; vom Brennpunkt
ausgehende Strahlen verlassen die Parabel achsenparallel.

Sind P und Q zwei Parabelpunkte und A und B die
Fusspunkte ihrer Lote auf die Leitgerade, so sind
die beiden Tangenten in P und Q die Mittelsenk-
rechten zweier Seiten im Dreieck ABF. Die Ach-
senparallele m durch ihren Schnittpunkt T ist folg-
lich die dritte Mittelsenkrechte und damit die Mit-
telparallele von (PA) und (QB). Ihr Schnittpunkt
R mit der Sehne PQ halbiert diese.

Offenbar lésst sich aus zwei Tangenten und ihren
Beriihrpunkten sofort die Achsenrichtung der Pa-
rabel angeben. Danach findet man F durch Refle-
xion der in P und Q achsenparallel einfallenden

Strahlen, schliesslich / aus PA = PF.
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2. Zusatzwissen, das Sie Thren Schiilern nach Bedarf zur Verfiigung stellen

Das folgende Riistzeug wiirden wir nicht im voraus vermitteln. Ob, wann, wie und in wel-
chem Umfang Sie den Schiilern Zusatzinformationen liefern, hingt vom Verlauf der Arbeit,
von IThren Schiilern und von Ihren eigenen Priferenzen ab.

Im Sehnentangentendreieck oder kurz «Tangentendreieck» PTQ ist durch T die Achsen-
parallele gelegt. Sie schneidet die Parabel in V und
trifft die Sehne PQ in der Mitte.

In V wird die Parabeltangente gelegt. Sie schneidet
die Dreiecksschenkel in U und W.

Durch U und W werden die Achsenparallelen ge-
legt. Sie treffen die Sehnen QV bzw. PV je in der
Mitte. Strahlensatziiberlegungen zeigen:

U halbiert QT, W halbiert PT, UW ist parallel zu
QP, V halbiert UW und auch RT. Anders gesagt:
Die Mittellinie des Tangentendreiecks ist Parabel-
tangente, ihr Mittelpunkt ist der Beriihrpunkt.

Anwendung: einen Parabelbogen schén zeichnen

Hat man zwei Parabeltangenten mit ihren Berithrpunk-
ten, kann man den dazwischen liegenden Bogen auf ein-
fachste Weise recht genau zeichnen. Weder Leitgerade
noch Brennpunkt sind dazu nétig, ja nicht einmal die
Achsenrichtung. Man figt einfach laufend neue Tangen-
ten mit ihren Berithrpunkten ein, indem man bei schon
vorhandenen Tangentendreiecken die Mittellinie mit ih-
rem Mittelpunkt einzeichnet. (Selbst ohne Lineal und
per Augenmass erzielt man schone Parabelbogen.)

Weitere Anwendung: die Flache des Parabelsegmentes berechnen

Wir betrachten ein Parabelsegment mit zugehdrigem Tangentendreieck, das wir in ein schwar-
zes «Innendreieck», ein graues «Aussendreieck» und eine weisse «Restflache» zerlegen.

Das Innendreieck beansprucht die Hilfte der ganzen Dreiecksfliche, das Aussendreieck einen
Viertel und die Restfldche ebenfalls einen Viertel.

Die weisse Restfliche besteht aus zwei neuen Tangenten-
dreiecken. Zerlegen wir diese analog, so reduziert sich die
Restfliche auf einen Sechzehntel der Gesamtfldche.

Da die Restfliche stets aus Tangentendreiecken besteht,
liasst sich der Vorgang endlos fortsetzen. Die Restfliche
schrumpft dabei ziigig dahin, derweil sich das Innere des
Parabelsegmentes schwarz und das Aussere grau farbt. Da
jedes Innendreieck doppelt so gross ist wie das zugehdrige
Aussendreieck, macht das Parabelsegment
zwei Drittel der gesamten Dreiecksflache aus:

Segmentflache = —%— ‘g-h
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Briicke zur Algebra

Die Koordinatengleichung der Parabel kann zum Beispiel direkt aus der Definition gewonnen
werden. Fiir den Abstand FP bendtigen die Schiiler den Satz von Pythagoras. Bezeichnet
f =SF die «Brennweite» der Parabel, so ist (y+f)? = x + (y—1)?, woraus man nach kurzer

Umformung y = - x? erhilt.

) P (xly)
Einen andern Weg bietet die Ahnlichkeit der Dreiecke
FSM und MPP. Aus —¥>=2/2 erhilt man y=Lx%,
ferner fiir die Tangentensteigung m = E%E = 51? X. y
Das den Schiilern moglicherweise vertraute Bild der
Funktion y =ax? erweist sich also als Parabel im Sinne R «
der planimetrischen Definition. Ihre Brennweite betrigt
f= —_,%5, die Tangentensteigung m = 2ax . o S Leitherads o
Schiefer Wurf

Der Projektteil "Parabel als Bahnkurve schiefer Wiirfe" strebt eine Auseinandersetzung nicht
mit der Physik, sondern mit der Geometrie des schiefen Wurfes an. Dennoch fragen Thre
Schiilerinnen und Schiiler vielleicht nach Begriindungen fiir die entdeckten Zusammenhinge,
oder Thnen selber liegt an einer Erérterung. Fiir den Mathematikunterricht diirften folgende
Grundlagen geniigen:

Bewegt sich ein Gegenstand mit gleichbleibender Geschwindigkeit v vorwirts, so ist der von
ithm zuriickgelegte Weg s proportional zur verstrichenen Zeit t: s=v-t . Lisst man einen Ge-
genstand frei fallen, so gilt dieses Gesetz nicht; der Korper wird ja immer schneller. Aber es
gilt ein anderes, nicht viel komplizierteres: Der Weg ist proportional zum Quadrat der verstri-
chenen Zeit: s=k-t>. Der Faktor k ist fiir alle Gegenstinde gleich. Er betriigt ziemlich genau 5,
wenn s die Anzahl Meter und t die Anzahl Sekunden seit dem Beginn des freien Falles ist.
(Das Gesetz ist ungiiltig, wenn der Gegenstand so leicht ist oder so schnell wird, dass ihn die
Luft merklich bremst.)

Beim schiefen Wurf startet der Gegenstand im

Punkt A mit einer gewissen Geschwindigkeit v in

schriger Richtung. Gibe es keine Schwerkraft, «
wiirde er mit gleichbleibender Geschwindigkeit &
geradlinig weiterfliegen und nach einer gewissen 7 RZ =kt
Zeit t den Punkt R erreichen. Nun beginnt aber, gt 5
sobald der Gegenstand unterwegs ist, auch seine 5@5‘24:/ e
Fallbewegung. Statt in R landet er um die Fall- -
strecke k-t* tiefer im Zielpunkt Z.

~_i

A (startpunia) Z (Zietpunky
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Geometrie des schiefen Wurfes

Wenn akzeptiert ist, dass es sich bei der Wurfbahn um eine Parabel handelt, ergibt sich eine
einfache Erkenntnis iiber die Lage des Brennpunktes F und der Leitgeraden.

Die Visierlinie (AR) ist Parabeltangente. Ihr Schnittpunkt H mit der Parabelachse halbiert AR,
und M halbiert AH. Die Dreiecke LAM und ARZ sind dhnlich. Aus LA : AM = AR:RZ folgt

AR L1ART lwp? 2
AM-AR _ AR G007

RZ Ei B ktz Zl: T \ Leitgerade
L

AL =

Das heisst: Der Abstand AL und damit der gleich

grosse Abstand AF hingt nur von der Startge- ,
schwindigkeit v ab. Wiirfe verschiedener Schrage =kt?
mit immer derselben Startgeschwindigkeit ergeben :
eine Parabelschar mit gemeinsamer Leitlinie und
ihren Brennpunkten auf einem Kreis um A. —A_T

Da Z doppelt so weit rechts liegt wie F, erhdlt man
den weitesten Wurf, wenn der Brennpunkt auf AZ
liegt. Die Visierlinie ist dann 45° geneigt, und die

Wurfweite betrigt w = 2AF=2AL=v?/(2k).
Beim senkrechten Wurf nach oben entartet die Parabel; F, S und L fallen zusammen. L mar-
kiert also den Hochpunkt des senkrechten Wurfes. Die Wurfhdhe betrdgt h= AL =v? /(4K) .

Algebra des schiefen Wurfes

Wenn feststeht, dass das Bild einer quadratischen Funktion eine Parabel ist, so ldsst sich der
Nachweis fiir die parabolische Wurfbahn ohne grossen Aufwand erbringen. Man fithrt am

besten die Steigung m der Visierlinie ein. Es ist dann einerseits y = mx — kt? und andererseits

v2t2 = x% +m?x?. Daraus ergibt sich

y=—~152— (1+m?) x* +mx,
v

also eine nach unten geGffnete Parabel.
Ihre rechte Nullstelle liefert die Wurfweite

2
=y n
W 1+m?
i o Um w zu diskutieren, schaut man etwa den gekehrten Bruch
s gilt
& (m® +1) /m naher an (siche links).
241 1 .

a) Ln_m___: m+- a) zeigt, dass reziproke Steigungen (komplementire Start-
b) fiir m>0 winkel) gleiche Wurfweiten liefern. Jeder Zielpunkt Z ist
21 (me)? mit einem steilen oder einem flachen Wurf erreichbar.

m”+1  Am— i
m - m  tZz2 . b) zeigt, dass die Wurfweite ihren grossten Wert fiir m=1,
i also den Startwinkel 45° erreicht, nimlich w__,=v?*/(2k) .
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Kugelschatten: Nachweis der Parabelform mithilfe der Dandelin'schen Kugel

Eine Kugel liege auf der Tischflache I1. Mit etwas Abstand sei auf der Hohe des obersten
Kugelpunktes C eine punktférmige Lichtquelle L positioniert.

Die Lichtstrahlen, die die Kugel streifen, bilden eine Drehkegelfliche. Der oberste Lichtstrahl
(LC) lauft horizontal, die {ibrigen schneiden IT entlang der Schlagschattengrenze.

Diese erweist sich als Parabel.
Der Beriihrpunkt F der Kugel
auf dem Tisch ist ihr Brenn- <b
punkt, die Schnittgerade s der La\M
Beriihrkreisebene @® mit dem h

Tisch ihre Leitgerade.

Zum Bewesis liberlegt man, dass
ein beliebiger Punkt P der
Schlagschattengrenze von F und
s den gleichen Abstand hat:

A sei der Fusspunkt des Lotes
von P auf s und 1 die Parallel-
ebene zu @ durch P. Dann ist

PF=PB , weil dies Tangentenabschnitte von P an dieselbe Kugel sind,

PB=DC, weil diese Mantellinienabschnitte durch Rotation um die Kegelachse ineinander
tibergefiihrt werden kénnen,

DC =PA, weil dies parallele Verbindungsstrecken zwischen zwei parallelen Ebenen sind.

Also ist PF=PA , was die Behauptung beweist.
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