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1 Uberblick iiber das Projekt

1.1 Einfiihrung

Der Regenbogen hat seit jeher auf Menschen eine besondere Faszination ausgeiibt, einer-
seits durch seine leuchtenden Farben, andererseits durch seine elegante Bogenform. Die-
ses Projekt soll zeigen, wie mit der Mittelschulmathematik die Entstehung des Regen-
bogens verstandlich gemacht werden kann. Wir haben unser Projekt in 3 Projektphasen
strukturiert, die in Abschnitt 1.2 niiher beschrieben werden:

A Geometrischer Zugang zur Erkldrung
des Regenbogens,

B sechs Projektaufgaben,

C Préasentation und Zusammenfassung.

Zielgruppe ist eine 11. Klasse, d.h. eine Klasse. die im ersten Jahr Analysis lernt
(11. Klasse in Deutschland, 3. Klasse Sekundarstufe IT in der Schweiz). Das Projekt
kann natiirlich auch frither (ohne Abschnitt 3.1) oder spiter durchgefiihrt werden {(vgl.
Voraussetzungen).

Gemiss der zu erwartenden geringen Projekterfahrung werden fiir den geometrischen
Zugang A zur Erklirung des Regenbogens die Arbeitsauftrige an die Schiiler in Form
von Arbeitsblittern (vgl. Kap. 2) gefasst, die zuerst relativ eng, dann zunehmend offe-
ner formuliert sind. Miissen gewisse Voraussetzungen zuerst geschaffen werden. so sollen
sie als Schiilerauftrige vergeben werden (z.B. Experimente zu Reflexion, Brechung, Dis-
persion). Gruppenarbeit ist eine geeignete Lernform. Die Lerngruppe vergleicht regel-
massig ihre Ergebnisse und hat so einen gemeinsamen Wissensstand (in obenstehendem
Diagramm durch die horizontalen, sich weitenden Blécke angedeutet). Fiir die eigent-
liche Projektphase wurden 6 verschiedene Teilaufgaben B1 bis B6 formuliert (vertikale
Bléocke im Diagramm). Diese vertiefenden Aspekte sind unabhingig voneinander und
verschieden schwierig und kénnen so zur Binnendifferenzierung dienen (vgl. Kap. 3):

Bl Quantitative Theorie des Regenbogens mit Methoden der Analysis.
B2 Experimente zur Erzeugung von “Regenbogen”.

B3 Studium historischer Texte zur Regenbogentheorie.



B4 “Regenbogen iiberall” (Internet-Recherchen, Mythen der Volker, Bauernregeln,
Abbildungen von Regenbogen. Regenbogen in der Kunst, in der Technik, ...).

B5 Kritische Analyse (Darstellung in Lexika, Schulbiichern, Zeitungsartikeln, ... ).
B6 Schreiben eines populirwissenschaftlichen Artikels zur “Regenbogentheorie”, der

in der ZEIT oder in BILD DER WISSENSCHAFT erscheinen konnte.

In der zusammenfassenden dritten Projektphase C werden die einzelnen Ergebnisse ge-
genseitig vorgestellt und in einer Ausstellung der Schuldffentlichkeit prisentiert (vel.
auch Kap. 4).

In jedem Fall ist die Zusammenarbeit von Mathematik- und Physiklehrer wiinschens-
wert. Bei einigen der Teilaspekte in B koénnen sehr gut andere Facher in das Projekt
einbezogen werden, z.B. Geschichte, Religion, Franzosisch, Englisch, Bildnerisches Ge-
stalten. Der Zeitbedarf fiir das Projekt liegt je nach Ausfiihrlichkeit zwischen 10 und 20
Unterrichtsstunden.

1.2 Voraussetzungen
Je nach Stand der Klasse missen folgende Voraussetzungen zuerst bereitgestellt werden:
a) Kenntnis von Reflexions- und Brechungsgesetz,
b) Kenntnis des Phinomens der Dispersion,
¢} Kongruenzsatze am Dreieck,
d) Ahnlichkeit,
e) Winkelfunktionen am Kreis,
f) Herstellen funktionaler Beziehungen und Deutung von Funktionsgraphen,

g) Kenntnis geeigneter Computerprogramme (z.B. Dynamische Geometrieprogram-
me (DGS). Graphik-Taschenrechner (GTR), Funktionsplotter, Computer-Algebra-
Systeme (CAS), ...)

h) Arcussinus-Funktion: Extremwertbestimmung, (fiir Teil 3.1).
1.3 Ziele
a) aktives Kennenlernen eines typischen Modellierungskreislaufs:

_ Problem der Realitit (hier das Naturphédnomen Regenbogen},

_ Naturbeobachtung, Prizisierung der Situation, Vereinfachung,



- Mathematisches Modell (Ablenkfunktionen),

- Mathematische Ergebnisse (Extremwinkel (abhéngig vom Brechungsindex n},
Symmetrie, Intensititsverteilung),

- Riickiibersetzung in die Realitdt (Regenbogenwinkel, Helligkeitsverteilung,
Farben, Bogenform),

- Grenzen des Modells (z.B. iiberzihlige Bogen (Beugungseffekte). weisse Ne-
belbogen.. . . )

b) selbstindig Experimente planen und ausfilhren. Literaturarbeit, Einsicht in die
Geschichte der Naturwissenschaften, Erstellen von Protokollen (Schreiben eines
“Zeitungsartikels”™ ), Halten von Referaten. ‘

2 Geometrischer Zugang
2.1 Die Unterrichtsphasen

1. Phase (1-2 U-Stunden)

Die Lehrerin bzw. der Lehrer zeigt der Klasse einige geeignete Photos von Regenbogen.
In einer Einzelarbeitsphase soll jeder Schiiler schriftlich die folgende “Brainstorming-
Frage” beantworten:

Was wissen Sie vom Regenbogen? Notieren Sie. welche Erfahrungen und Kennt-
nisse aus Ihrem “Erfahrungsschatz” man vermutlich gebrauchen kann!

Die vorhandenen Vorstellungen und Ideen werden gesammelt, verglichen, diskutiert, ge-
ordnet und gewertet. Anschliessend wird in Gruppen das Arbeitsblatt 1 bearbeitet und
dabei die ersten vereinfachenden Modellannahmen gemacht. Der Ablenkwinkel o wird
als abhingig vom “Stossparameter” x mit —1 < z < 1 erkannt. Die Ergebnisse der
Gruppenarbeit werden im Plenum gesammelt und ausgewertet.

2. Phase (1-2 U-Stunden)

Anhand des Arbeitsblatts 2 werden die Strahlengénge der Strahlen 1. bis 4. Ordnung
konstruiert und genauer untersucht. Jeder Schiiler sollte 4 Exemplare dieses Arbeits-
blatts erhalten. um die 4 verschiedenen Konstruktionen durchfithren zu kénnen. Aus
Zeitgriinden kann man auch nur 2 Strahlengéinge konstruieren lassen, muss dann aber
auf gleichméssige Verteilung der vier Strahlenordnungen achten. Anschliessend werden
die Ablenkwinkel o in Abh#ngigkeit vom Einfallswinkel 3, vom Brechungswinkel ~, vom
Brechungsindex n und vom Stossparameter x bestimmt.

3. Phase (2—4 U-Stunden)
Die Winkelverteilung der Strahlen 1.- 4. Ordnung wird untersucht. Hierfilir werden zwei
verschiedene Arbeitsmoglichkeiten angeboten:

o



e Arbeitsblatt 3a: Wertetabellen bzw. Konstruktion von Strahlenbiindeln,

e Arbeitsblatt 3b: Einsatz eines Dynamischen Geometrieprogramms. Man sollte ein
Makro Brech_ein zur Verfiigung haben (ggf. durch den Lehrer vorgegeben), das
z.B. die folgende Spezifikation hat:

Anfangselemehte: Gerade g, Punkt P, Punkt @ auf g.
Zielelemente: Punkt R so. dass der Strahl PQ bei der Brechung an g (mit n = 1.33)
in den Strahl QR gebrochen wird.

Da dieses Makro programmspezifisch ist, muss man seine Anwendung genau er-
klaren. Fiir den Losungsvorschlag wurde EUKLID verwendet.

4. Phase (2-4 U-Stunden)

Die drei (ggf. in verschiedenen Arbeitsgruppen zu bearbeitenden) Aufgabenstellungen
des Arbeitsblatts 4 (Intensititsverteilung, Bogenform und Farben) kliren qualitativ das
Entstehen des (priméren und sekundiren) Regenbogens.

2.2 Die Arbeitsblitter

Die folgenden vier Arbeitsblitter sind als Kopiervorlagen gedacht.
Zu jedem Arbeitsblatt wird in Abschnitt 2.3 ein Erwartungshorizont fiir die Bearbeitung

angegeben.



Arbeitsblatt 1: Wie ensteht ein Regenbogen?
— Mathematisches Modell —

. Wassertropfchen
— Lichtstrahl
p— 4
parallel ein-

fallendes Licht

Sonne

% Beobachter Beobachter o~

1. Erlautern Sie die Situationsskizze “Sonne, Beobachter, Regen” (oben links).

2. Begriinden Sie folgende Vereinfachungen im zweiten Bild (oben rechts):

e Man kann in einer “Einfallsebene” argumentieren:

e die Tropfchen sind kugelformig:

e die Sonnenstrahlen fallen parallel ein;

e die Sonnenstrahlen werden an einem Wassertrépfchen gebeugt:

e die Ablenkung eines Strahls kann durch einen geeigneten Winkel o gemessen
werden.

3. Welche Winkel gehoren zum “Beobachtungssektor”, d. h. kénnen vom Beobachter
gesehen werden?

4. Lichtstrahlen werden beim Auftreffen auf das betrachtete Tropfchen zum Teil ge-
brochen, zum Teil reflektiert. Notiere die zugehorigen Gesetze beim Auftreffen
eines Lichtstrahls auf eine Ebene (nenne den Einfallswinkel 3. den Ausfallswinkel
~). Wie kann man Brechung und Reflexion bei Kugelflichen beschreiben?

5. Wenn wir davon ausgehen, dass bei der
Zerlegung eines Strahles in gebroche-
nen und reflektierten Strahl die Intensi-
tdt jeweils halbiert wird, so konnen Sie

das nebenstehende Bild erginzen (die
Liniendicke soll jeweils die Intensitit U
des Strahls symbolisieren). Was sollen

die Strahlen m-ter Ordnung sein?

~3



6. Das nebenstehende Bild préazisiert das 2.
Bild der vorhergehenden Seite. Der Ab-

lenkwinkel o hingt vom Abstand z ab, z )
den der einfallende Strahl von der Tropf- .
chenachse hat. Man zdhlt r negativ bzw.

positiv, wenn der Strahl oberhalb oder un- !
terhalb der Tropfchenachse einféllt. Der
Tropfchenradius r ist uns leider unbe- |
kannt. Begriinden Sie, dass der Ablenk-
winkel o nicht allein vom Abstand z des
Strahls von der Tropfchenachse, sondern vom Verhéltnis ¢ : » abhéngt. Wieso
kann man dies dazu benutzen, den Tropfchenradius auf 1 zu normieren? Damit
hat der sogenannte “Stossparameter” z den Wertebereich —1 < 2 < 1.

Arbeitsblatt 2: Wie ensteht ein Regenbogen?
— Die Ablenkfunktionen F; —

Ein Ergebnis von Arbeitsblatt 1 war, dass wir aus Intensitatsgriinden zundchst nur
Strahlen der 1. bis 4. Ordnung untersuchen.

Konstruieren Sie in dem unteren Bild den Strahlengang der Strahlen der 1. bis 4.
Ordnung (verwenden Sie jeweils ein eigenes Exemplar von Arbeitsblatt 2). Den Bre-
chungsindex von Wasser konnen Sie mit n = 1.33 ansetzen.

Driicken Sie jeweils o durch
den Einfallswinkel 8 und den
Brechungswinkel ~ aus.

Uberlegen Sie, wie und durch
X : welche Formeln 3, v. n und x
zusammenhingen. Verwenden
Sie dies, um jeweils den Ab-
* lenkwinkel « in Abhéingigkeit

0 .

) M vom Brechungsindex n und
vom Stossparameter r zu be-
stimmen.

-1




Arbeitsblatt 3a: Wie ensteht ein Regenbogen?
— Die Winkelverteilung —

Versuchen Sie einen Uberblick dariiber zu gewinnen, wie die Winkel der Strahlen 1. bis
4. Ordnung verteilt sind. wenn 2 von —1 bis 1 variiert wird.
Priifen Sie insbesondere, welche Strahlen in den Beobachtungssektor fallen.

Mogliche Wege, die Sie begehen konnen:

- Berechnen Sie Wertetabellen fiir a. Variieren Sie dabei 2 in geniigend kleinen
Schritten. Zeichnen Sie dann entsprechende z-a-Graphen.

- Konstruieren Sie den Strahlenverlauf fiir parallel einfallende Strahlenbiindel (z. B.
im Abstand 0.1 oder 0.05). Sie konnen dies auch arbeitsteilig auf Folien machen
und diese dann aufeinanderlegen.

Untersuchen Sie, wie stark sich o dndert, wenn sich 2 um einen festen Wert Az dndert.
Versuchen Sie die Resultate zu deuten.

Arbeitsblatt 3b: Wie ensteht ein Regenbogen?
— Die Winkelverteilung —|

Versuchen Sie einen Uberblick dariiber zu gewinnen, wie die Winkel der Strahlen 1. bis
4. Ordnung verteilt sind. wenn z von —1 bis 1 variiert wird.
Priifen Sie insbesondere, welche Strahlen in den Beobachtungssektor fallen.

Konstruieren Sie hierfiir den Strahlenverlauf der Strahlen 1. bis 4. Ordnung mit einem
Dynamischen Geometrieprogramm. Gehen Sie wie in der letzten Abbildung des Arbeits-
blatts 1 von einem Punkt z aus, der zwischen —1 und +1 im Zugmodus variiert werden
kann. Sie konnen zur Konstruktion das Makro Brech ein verwenden (Ihre Lehrerin
bzw. Ihr Lehrer erkliren Ihnen. wie es genau anzuwenden ist, um zu einem einfallenden
Strahl den gebrochenen Strahl zu konstruieren). Nutzen Sie ansonsten zur Konstruktion
die vorhandenen Symmetrien aus (vgl. die Konstruktionen zum Arbeitsblatt 2)!



Arbeitsblatt 4:

Wie ensteht ein Regenbogen?
— Die Intensititsverteilung, Bogenform und Farben —

a. Entwerfen Sie ein Diagramm fiir

die Intensitatsverteilung.  Ver-
wenden Sie die nebenstehende
Skizze! Zeichnen Sie die Inten-
sitat der Strahlen 1., 3. und 4.
Ordnung ein und die resultieren-
de Gesamtintensitit.

Jetzt sollten Sie das Entstehen
des priméren und des sekunda-
ren Regenbogens erkldren kon-
nen! Was ergibt sich sonst noch
aus der Intensititsverteilung?

Int.

180

270 o

b. Wieso ist der Regenbogen farbig? Sie sollten dabei an ein bekanntes Experiment

denken, bei dem aus weissem Sonnenlicht auch Farben entstehen. Womit hatte

man das erklart?

. Wieso ist der Re-
genbogen kreisformig?
Beachten Sie hierfiir,

[

dass wir bisher im- = i F) D

mer in einer festen i_:’ml"?:'; ;Tmpfchen
Einfallsebene (wie im T

nebenstehenden Bild)

argumentiert ha-

ben. Was bedeutet es, B g

wenn man eine andere

Einfallsebene betrach-
tet?

Bastele ein Modell “mit variabler Einfallsebene” aus Pappdeckel! Wovon héngt es
ab, wie gross der Kreisteil ist, den wir vom Regenbogen sehen?
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2.3 Erwartungshorizont der Arbeitsblitter

Arbeitsblatt 1

Die Parallelititsannahme kann man wegen der grossen Entfernung Sonne — Erde leicht
durch eine Uberschlagsrechnung begritnden. Der Ablenkwinkel a lisst sich natiirlich
auch anders definieren. In unserer Definition bedeutet o = 0° keine Ablenkung. Da-
mit ein abgelenkter Strahl iiberhaupt ins Auge des Beobachters fallen kann, muss o im
dritten Quadranten liegen. d.h. zwischen 180° und 270° im Gradmass bzw. zwischen =
und 1.57 im Bogenmass betragen.

Lichtstrahlen breiten sich geradlinig aus. Beim Auftref-
fen auf die Trennschicht von Medium 1 (hier Luft) und
Medium 2 (hier Wasser) wird der Strahl wie im neben-
stehenden Bild zum Teil reflektiert (unter Beachtung des
Reflexionsgesetzes Einfallswinkel = Ausfallswinkel) und
zum Teil gebrochen (unter Beachtung des Brechungsge-
sin(3)
sin(7y)

1
von Luft in Wasser) bzw. = — beim Eintritt ins diinnere

setzes = n beim Eintritt ins optisch dichtere (hier

Medium (hier von Wasser in 7iuﬁ;) ).

Bei den kugelfésrmigen Wassertropfchen ist zur Konstruktion am Auftreffpunkt des
Strahls die Tangentialebene zu verwenden. Als Brechungsindex n kann man zunichst
den Wert n = 1.33 (Luft/Wasser) verwenden (vgl. jedes Physikbuch).

Niaherungsweise kann man davon ausge-
hen, dass bei der Zerlegung eines Strah-
les in gebrochenen und in reflektier-
ten Strahl die Intensitét jeweils halbiert
wird. Das nebenstehende Bild deutet
dies an. Die recht komplizierten Fresnel-
schen Formeln, die das Verhalten genau-
er beschreiben, sind fiir unsere Zwecke
nicht nétig. Strahlen 1. Ordnung wer-
den am Tropfchen reflektiert. Strahlen
2. Ordnung werden ins Tropfchen gebro-
chen und gleich wieder herausgebrochen.
Strahlen m-ter Ordnung werden (m —2)-
mal im Tropfcheninnern reflektiert.

1
Nach der vereinfachten Intensitdtsiiberlegung hat der Strahl m-ter Ordnung noch G

der urspriinglichen Intensitét, der Strahl 5. Ordnung damit noch 5. also etwa 3%. was
man sicherlich zun&chst vernachldssigen kann.
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Die Normierung des unbekannten Tropfchenradius » auf 1 (in irgendeiner Einheit) ist
elegant und arbeitssparend. Verwendet wird die Ahnlichkeitsinvarianz der Situation.
Wer diesen Weg nicht gehen will, der kann auch die Ablenkfunktionen mit Definitions-
intervall [—7;7] studieren und erhilt hinterher, dass die extremalen Ablenkwinkel un-
abhingig von r sind. Der Einfluss des Tropfchenradius wird hier in erster Niherung
vernachlissigt (fiir Genaueres vgl. Abschnitt 3.4.4).

Arbeitsblatt 2

In den vier folgenden Bildern wurde der Strahlengang der Strahlen 1. bis 4. Ordnung
konstruiert:

A 4

A
S/

D 2

A

In den Figuren ist 3 der Eintritts- und der (8ussere) Reflexionswinkel, v der Brechungs-
sin(G)
sin(7)
metrien treten nur diese beiden Winkel auf. Fiir positive z ist die Ablenkung des Strahls
(gemessen in mathematisch positivem Sinn) bei der dusseren Reflexion 7 — 205. bei der
Brechung in das Tropfchen oder aus dem Tropfchen heraus —3 + v, bei einer Reflexion

= n. Aufgrund der vorliegenden Sym-

winkel (und innere Reflexionswinkel) mit

12




im Innern des Tropfchens 7 + 2. Die gesamte Ablenkung a ergibt sich folglich zu:

Strahl 1. Ordnung: a= 7 =283

Strahl 2. Ordnung: o = —28 +2~
Strahl 3. Ordnung: a= 7T =20 +4v
Strahl 4. Ordnung: a= 21 —20 +6v

Wegen sin(5) = £ und r = 1 folgt 3 = arcsin(r). Weiter folgt v = arcsin(Z) wegen
des Brechungsgesetzes. Aufgrund der Antisymmetrie des Arcussinus sind die folgenden
Funktionsterme a = F,,(z) auch fiir negative x giiltig:

a=F(z)= = —2arcsin(z)

a=Fr) = —2arcsin(z) +2arcsin(Z)
a=F(z)= 7 —2arcsin(z) +4 arcsin(Z)
a=Fy(r)= 2r —2arcsin(z) +6 arcsin(Z)

Arbeitsblatt 3a

Auch ohne die zuletzt beschriebenen Formeln fiir die Ablenkwinkel kann man fiir einen
ersten qualitativen Uberblick wie folgt vorgehen: jeweils zehn Schiiler fiir eine Strah-
lenordnung konstruieren je einen Strahl fiir 7 — 0, 0.1, 0.2, .... 1.0 auf Overheadfolien.
Die Folien werden dann anschliessend aufeinander gelegt. Die Konstruktion wird sehr
einfach, wenn man geeignete Symmetrien beachtet.

Mit Hilfe eines Taschenrechners kann man mit Hilfe der Formeln Fi(x) bis Fy(x) der
Ablenkfunktionen Wertetabellen (r|a) berechnen und dann Graphen zeichnen. Man
verwendet dabei den Wert n = 1.33. Dabei muss man ggf. den Winkel o modulo 360°
auf das Intervall [0° 360°) reduzieren (bzw. im Bogenmass modulo 27). Ein program-
mierbarer Taschenrechner erleichtert die Arbeit.

Wenn man einen GTR oder einen Funktionsplotter zur Verfiigung hat. so kann man die
Graphen noch einfacher zeichnen lassen. Dabei sind jedoch ggf. die Funktionsterme
durch eine Fallunterscheidung so abzuéndern. dass jeweils o € [0°; 360°) gilt.

13



In jedem Fall erhilt man Graphen der Ablenkfunktionen F; bis F; wie im néchsten Bild:

-8.8 -8.4 8.4 a.8

Man kann aber auch rein geometrisch arbeiten und argumentieren, indem man fir ver-
schiedene z die entsprechenden Strahlengéinge konstruiert. In Gruppenarbeit kann man
fiir verschiedene Werte von z und fiir eine feste Biindelbreite Az das Strahlenbiindel
[z —0.5- Az; z+0.5- Az} konstruieren und den Divergenzwinkel Aa messen lassen. Fur
die Konstruktion wird der Auftreffwinkel 3 mit dem Winkelmesser gemessen und der
Brechungswinkel v mit dem Taschenrechner berechnet. Dies ist im néchsten Bild fur
die Strahlen 3. Ordnung ausgefiihrt.

14



In diesem Bild sind z = 0.3, Az = 0.16. 5, = 22°, v = 16.3°, By = 12°, 4 = 8.9°.
Aca = 8.5°. Andert man z.B. z in Schritten von 0.1 von —1 bis 1, so stellt man fest:

e Nur fiir ¥ > 0 kann das am Tropfchen reflektierte Licht 3. Ordnung in den Beo-
bachtungssektor fallen.

e Der Streuwinkel Aa bleibt ab x = 0 zunichst relativ gleich. nimmt dann aber
einen minimalen Wert an, der fast Null ist.

¢ Die Winkel o der abgelenkten Strahlen haben einen maximalen Wert bei ca. 222°,
dort ist auch gerade der minimale Wert von Aa.

Ein einfallender Strahl der “Breite” Az hat eine immer gleich bleibende Lichtintensitit,

die in den von z abhingigen Winkelbereich Aa zurtickgeworfen wird. Je kleiner A ist,

desto grosser ist also die Intensitit des Lichts 3. Ordnung, das in diesen Winkelsektor

zuriickgeworfen wird. Dort, wo Aa fast gleich Null wird. ist also eine sehr grosse In-

tensitdt Lichts 3. Ordnung zu erwarten, das dem Beobachter auffallen miisste. Dieser
Effekt bewirkt den Regenbogen.

Die entsprechende Konstruktion fiir Strahlen 1. Ordnung ergibt, dass Aa iiber den
gesamten Bereich von —1 bis 1 fast gleich bleibt. Strahlen 2. Ordnung fallen nie in
den Beobachtungssektor, konnen also nichts zum Regenbogen beitragen. Strahlen 4.
Ordnung haben ein #hnliches Verhalten wie Strahlen 3. Ordnung: In den Beobach-
tungssektor kénnen sie nur fiirr z < 0 fallen; es gibt einen Wert fiir z, bei dem Aa fast
gleich Null ist. Die Winkel o der abgelenkten Strahlen haben einen minimalen Wert,
der etwa bei 230° liegt. Genau dort liegt wieder das Minimum von Aa vor.
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Arbeitsblatt 3b

Fiir die Bearbeitung dieses Arbeitsblatts miissen die Schiilerinnen und Schiiler Kennt-
nisse mit dem Umgang eines Dynamischen Geometrieprogramms haben. z.B. mit Ca-
bri, Thales, Euklid oder Geolog. Im folgenden wird eine Losungsmoglichkeit fiir die
Strahlen 3. Ordnung mit dem Programm Euklid gezeigt. Euklid ist ein sehr leistungsté-
higes Shareware-Programm (Bezugsquelle vgl. Literaturverzeichnis, Abschnitt 6.3, Nr.
14). Fiir eine Losung mit CABRI vgl. Henn/Jock. Arbeitsbuch Cabri-Géomeétre. Bei
Verwendung eines anderen Programms miissen ggf. geeignete Modifikationen gemacht
werden.

Fiir die Konstruktion des
d entscheidenden Makros
Brech_ein verwendet man
o die elementargeometrische
Fassung des Brechungsge-
& setzes, die ohne Sinusfunk-
tion auskommt:

Der Zusammenhang zwischen einfallendem Strahl mit Einfallswinkel o und gebroche-
nem Strahl mit Brechungswinkel 3 (linkes Bild) kann durch das Verhiltnis von Strecken
ausgedriickt werden (rechtes Bild): Wird ein beliebiger Kreis um den Auftreffpunkt des
cinfallenden Strahls auf die Trennschicht gezeichnet, so haben die entsprechenden Halb-
sehnen d und e stets ein konstantes Verhaltnis, den Brechungsindex (die Halbsehnen
sind fiir Kreisradius 1 natiirlich gerade die Sinuswerte!).

Das nichste Bild zeigt die entsprechende Konstruktion eines Makros Brech_ein, das
die folgende Spezifikation hat:

Anfangsobjekte: Gerade a, Punkt A € a, Punkt B.

Zielobjekt: Punkt C derart, dass der einfallende Strahl AB an der Geraden a in den
Strahl AC (bei Brechungsindex n = 1.33) gebrochen wird.
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s Die Konstruktion benutzt die oben erliuterte ele-
mentargeometrische Fassung des Brechungsgeset-
\ e

Py ; zes. Zuerst werden a, A und B vorgegeben, das

= Spiegelpunkt von B an A. also hat auch B’ den

Abstand d vom Lot. Die Parallele zu ¢ durch B’

B\ b erzeugt den Punkt D mit B'D = d. Der Kreis um
c ' J D mit Radius l—gg schneidet die Strecke B’D in E

Lot

................

/ S Lot zu a in A und der Kreis um A durch B ge-

g zeichnet und der Abstand d von B zu dem Lot ge-

/ B messen; auf dem Bild gilt d = 2.58 ¢cm. B’ ist der

(Euklid erlaubt die Konstruktion eines Kreises aus

Radius und Mittelpunkt; der Radius kann z.B. eine

von Euklid gemessene Linge der schon vorhandenen
Konstruktion sein).

Das Lot zu a durch E schneidet den ersten Kreis in C. N ach dem Brechungsgesetz (in
der elementargeometrischen Fassung) ist der Strahl AC der gebrochene Strahl.

; [y Regentrépfchen |
a xs
X
1 Regentrépfchen RA\T
S
\ Achse

Achse

o
AN

Jetzt kann die Konstruktion eines Strahlenganges 3. Ordnung ausgefiihrt werden. Im
linken Bild wurden zunichst die Achse OM und mit Hilfe des Lots in O eine Strecke s
(von —1 bis 1) konstruiert, an die der Punkt z gebunden wurde. Das Regentropfchen
wurde als Kreis um M mit Radius 0.5s gezeichnet. Die Parallele durch z zur Achse
(als “einfallender Strahl”) bestimmt den Eintrittspunkt S. SM ist das Eintrittslot, zu
dem das Lot @ in S gezeichnet wurde. Mit Hilfe des Makros Brech_ein wurde noch der
Punkt R konstruiert; der einfallende Strahl wird in Richtung SR gebrochen.

Die Konstruktion geht im rechten Bild (auf dem einige Hilfslinien schon versteckt sind)
weiter: Die Gerade SR bestimmt den inneren Reflexionspunkt 7. Der reflektierte Strahl
TU ergibt sich ganz einfach durch den Spiegelpunkt U von S an TM, der aus dem
Tropfchen herausgebrochene Strahl UV ergibt sich analog durch den Spiegelpunkt V
von z an TM. Jetzt werden noch die Strecken ST, TU und UV definiert und unnétige
Hilfsgeraden versteckt.
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RegentrGpfchen

Achse

-1

Schliesslich wird im linken Bild noch der
endgiiltige Ablenkwinkel alpha von EUK-
LID gemessen. im Bild sind es gera-
de 206.8° (da EUKLID wie iiblich einen
durch 3 Punkte bestimmten normierten
Winkel misst, wurden zuerst eine Paralle-
le durch U zur Achse und ganz rechts ein
Hilfspunkt auf dieser Parallele gezeichnet
und hinterher wieder verborgen). Ziehen
an z zwischen —1 und 1 ergibt analoge Er-
gebnisse, wie sie im Erwartungshorizont
von Arbeitsblatt 3a beschrieben sind.

Der funktionale Zusammenhang zwischen z und o kann sehr schén von Euklid mit
Hilfe der Ortslinienoption gezeichnet werden. Dies ist im néchsten Bild als Ortslinie

dargestellt:
1] S Regentropfchen
X
T
Achse
0 M
222.4°
alpha
4@
U
360
v
270
P
oo .-—'*‘.-v.—“""-‘ e
180 E———— Y i
Moae, . .--"‘"““.
0 - -
-1 [ 1

Zuerst wird unterhalb des Strahlengangs ein Koordinatensystem mit Ursprung O ge-
zeichnet. Auf der Querachse wird der z-Wert abgetragen (von —1 bis 1), auf der Hoch-

achse der Winkel « in Grad. Die beiden w

aagrechten Parallelen markieren den Beo-

bachtungssektor von 180° bis 270°. Der Punkt P(p|q) hat die Koordinaten p = 4 * d.
wobei d der Abstand vom “—1-Punkt” zu « ist und ¢ = alpha/50 (die Konstanten 4
und 50 sind so gewdhlt worden, dass der Bildschirm gut ausgenutzt wird). Realisiert
wird dies wie folgt: Zuerst muss auch d von Euklid gemessen werden. Dann konnen mit
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Hilfe des Euklid-Meniipunkts “Kreis aus gegebenem Radius und Mittelpunkt” Kreise
mit den Radien p und ¢ gezeichnet werden. Sie erzeugen entsprechende Punkte auf
z- und a-Achse. Lote in diesen Punkten zu den Achsen schneiden sich im Punkt P.
Die unnétigen Hilfslinien wurden versteckt. Jetzt erzeugt P im Ortslinienmodus den
gepunkteten Graphen, wenn z im Zugmodus zwischen —1 und 1 verindert wird. Dies
ist der geometrisch erzeugte Graph der Funktion F3!' Das Maximum von a liegt bei
etwas mehr als 222°, dieser Fall ist gerade in der obigen Figur gezeichnet.

Entsprechende Figuren lassen sich fiir die anderen betrachteten Strahlenordnungen zeich-
nen. Man geht immer von der Figur links in der Mitte von Seite 17 aus.

Bei den Strahlen 1. Ordnung ergibt sich der am Tropfchen reflektierte Strahl direkt
durch Spiegelung von z an SM. Das nichste Bild zeigt den Strahlengang und den 7-a-
Graphen als Ortslinie. Man sieht, dass die Kurve keine stationdren Punkte aufweist.

1 Regentrépfchen |
Achse \
M

1x alpha

360 :.

- 10

‘\.’.‘.

~~~
270 e
‘\\p
.\..'..N
180 B -
e Y .
S, \\\
"Q...‘...‘. )

]

©e

-1

Bei den Strahlen 2. Ordnung ergibt sich der aus dem Tropfchen austretende Strahl
durch Spiegelung von z an der Mittelsenkrechten von ST. Wie das folgende Bild zeigt,
fallen solche Strahlen nie in den Beobachtungssektor.



1 /\Regentrﬁpfchen
Achse /
q " \alplya
T \
x s
.

S 200000t shest soastens

T —
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270

180
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——. P .
0 Sovttassseesacns o _
-1 o 1

Schliesslich ergibt sich der Strahlengang fir die Strahlen 4. Ordnung durch folgende
Symmetrien: U ist der Spiegelpunkt von S an MT. V bzw. W sind die Spiegelpunkte
von S bzw. z an der Mittelsenkrechten von TU. Strahlen vierter Ordnung fallen nur
fiir negative z in den Beobachtungssektor und zwar ab einem minimalen Winkel von
etwa 230°. Dieser Fall ist im letzten Bild dargestellt.

Achse

3609 -
B -
ﬂf
e
270 /""/
e =
P
180
."'
.“"
»"
[ _.#“".’
-1 o 1
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Arbeitsblatt 4
a. Intensititsverteilung

Ziel unserer “Theorie des Regenbogens” ist die Beschreibung der Intensitétsverteilung
des gestreuten Lichts. Als Ergebnis von Arbeitsblatt 3a und 3b kann man festhalten:
Strahlen 1. Ordnung werden gleichmissig iiber den Beobachtungssektor verteilt.
Strahlen 2. Ordnung fallen nicht in den Beobachtungssektor.
Strahlen 3. Ordnung fallen bis zu einem maximalen Winkel von etwa 222° in den
Beobachtungssektor.
Strahlen 4. Ordnung fallen ab einem minimalen Winkel von etwa 230° in den Beo-
bachtungssektor. ‘

Sinnvollerweise konnen wir annehmen, dass die Intensitét des parallel einfallenden Son-
nenlichts im ganzen Bereich von —1 < z < 1 gleichmissig ist. Licht aus einem Strahlen-
biindel Az = 73 — 2, wird in einen Winkelbereich von « bis a + Aa gestreut. Wenn bei
gleichem Az der Winkelbereich Ac kleiner ist, so ist in der entsprechenden Richtung
von a bis a + A« eine grossere Lichtintensitdt zu erwarten. Genauer ist die mittlere
Anderungsrate

Ao Fulr + Az) — Fr(z)

N Ax
ein gutes Mass fiir die Intensitéitsverteilung.

Nach den obigen Ergebnissen fallen Strahlen 2. Ordnung nicht in den Beobachtungs-
sektor, man kann sie also vernachldssigen. Ausserdem nimmt die Gesamtintensitit des
Lichts mit wachsender Ordnung m stark ab. Die Strahlen 1. Ordnung sind gleich-
missig iiber den Beobachtungssektor gestreut. die mittlere Anderungsrate ist relativ
konstant. Da die Gesamtintensitdt dieses Lichts auch am grossten ist, ergibt es eine
diffuse, gleichmassige Helligkeit I; des Hintergrunds.

Strahlen 3. Ordnung haben die kleinste Anderungsrate ~ 0 bei dem Maximalwinkel
a® ~ 222°. Nur dort kann die Intensitit Iz von Strahlen 3. Ordnung nennenswert
sein und als “helle Stelle” im Hintergrundgrau /; der Strahlen 1. Ordnung eventuell
als priméarer Regenbogen auffallen. Die Strahlen 4. Ordnung haben ihre kleinste Ande-
rungsrate &~ 0 bei dem Minimalwinkel /¥ =~ 230°. Da die Intensitéit I, der Strahlen 4.
Ordnung insgesamt viel kleiner ist, wird diese zusitzliche “helle Stelle” nur bei besonders
giinstigen Verhaltnissen als sekundirer Regenbogen zu sehen sein.
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Intensitét Die im nebenstehenden Bild
A skizzierte Intensitits-
verteilung macht die Verhalt-
y 1 I nisse {ibersichtlich: Die frag-
lichen Teilintensitaten Iy, I3
Il und I und die Gesamtinten-
sitdt I sind in Abhangigkeit
‘L von Winkel o dargestellt. In
L+ 4 den Winkelbereich zwischen
o a® und o fallen nur die
Strahlen 1. Ordnung mit der
‘ gleichméssigen Intensitat I;.
In den seltenen Fillen, in denen der schwichere sekundire Regenbogen zu sehen ist,
kann man diesen Bereich deutlich als dunkleres Band, das sogenannte Alexander-Dun-
kelband, erkennen.

180° 3)

o () 270

o

b. Die Farben des Regenbogens

Die bisherigen Ergebnisse lassen am Himmel zwei hellere, d.h. “weissere” Stellen unter
den Winkeln a® bzw. o¥ erwarten. Der Regenbogen ist aber farbig. Um diese Farben
erkldren zu kénnen, erinnere man sich an die Zerlegung des Sonnenlichts durch ein Pris-
ma in das volle Spektrum: “Weisses” Sonnenlicht besteht aus Strahlen, die das volle
Farbspektrum von violett bis dunkelrot durchlaufen. Der Brechungsindex n, den wir
bisher immer mit n = 1.33 angenommen haben, ist in Wirklichkeit von der Farbe des
Lichts abhéngig (Dispersion). Die Abhingigkeit des Brechungsindexes macht sich aller-
dings erst in der zweiten Dezimalen bemerkbar (man suche Werte dafiir in Biichern)!
Die Ablenkfunktionen F3 und Fy und damit die extremalen Ablenkwinkel a® bzw. o®
sind von n abhingig und unterscheiden sich daher ein wenig fiir die verschiedenen Far-
ben des Spektrums, so dass wir den Regenbogen farbig sehen. Da die Strahlen, die den
sekunddren Regenbogen erzeugen, ein weiteres Mal im Innern des Tropfchens reflektiert
werden, ist die Farbfolge des sekundiren Regenbogens gerade umgekehrt.

c. Die Bogenform des Regenbogens

ey C N

Sonnen- L/ ¢ fie\gen- N

strahlen : bogeh, .
N Y
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Bisher haben wir zwar vom Regenbogen geredet, haben aber alle Kalkulationen in einer
festen Einfallsebene gemacht, die nur den Punkt B (Auge des Beobachters) enthalten
und parallel zu den Sonnenstrahlen sein musste (vgl. obiges Bild). Die Wahl eines
anderen Tropfchens der Regenwand bedeutet die Drehung der Einfallsebene um die Ge-
rade g. In der neuen Ebene erhilt man natiirlich denselben Regenbogenwinkel (im Bild
wurde der “reduzierte” Regenbogenwinkel ¢ eingezeichnet). Der Punkt C, in dessen
Richtung unser Auge den Regenbogen sieht, macht dabei eine Kreisbewegung um den
Mittelpunkt D, wie das obige Bild andeutet. Da man die Einfallsebene nicht weiter als
bis zur Erdoberfliche drehen kann und da die Regenwand unterschiedlich ausgedehnt
ist, sieht man den Regenbogen als mehr oder weniger grosses Kreisbogenstiick. Wenn
man diese Einschrinkungen nicht hat. z.B. von einem hohen Berg oder vom Flugzeug

aus, kann man den Regenbogen als Vollkreis sehen.

3 Projektauftrige

Losungsvorschlige zu einer Auswahl der hier beschriebenen Projektauftrige sind in
Kapitel 5. Erwartungshorizont, nachzulesen.

3.1 Quantitative Theorie des Regenbogens mit Methoden der
Analysis

3.1.1 Fermatsches Prinzip

Leiten Sie das Reflexions- und Brechungsgesetz mit Hilfe des Fermatschen Prinzips des
zeltminimalen Lichtwegs her.

3.1.2  Quantitative Bestimmung der Extremwinkel

Bestimmen Sie die stationdren Punkte der Ablenkfunktionen fiir die Strahlen 1. bis 4.
Ordnung mit Hilfe der Analysis. Leiten Sie hierzu ggt. die Ableitung des Arcussinus her,
indem Sie den Zusammenhang der Graphen von Funktion und Umkehrfunktion beriick-
sichtigen. Beschaffen Sie sich Tabellen iiber den Zusammenhang von Brechungsindex
und Lichtfarbe und bestimmen Sie die Winkelbreite von Haupt- und Nebenregenbogen.

3.1.3 Verallgemeinerungen

Im Alten Testament wird berichtet, dass Jahwe nach der Grossen Sintflut den Regenbo-
gen als Symbol des Bundes zwischen ihm und den Menschen gesetzt hatte. Untersuchen
und zeichnen Sie die Graphen der Extremalwinkelfunktionen o (n) bzw. o (r) in Ab-
hingigkeit von n fiir 1 < n < 2. Was wire, wenn Wasser einen anderen Brechungsindex
hitte? Denken Sie z.B. an die Belastung von Wasser mit stark brechenden Schadstoffen
wie Benzol (n = 1.50) oder Schwefelkohlenstoff (n = 1.63). Fiir welchen Brechungsindex
wirden primérer und sekundirer Regenbogen zusammenfallen?
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Wir haben die Ablenkfunktionen nur bis m = 4 betrachtet. Studieren Sie F,, flr
m > 4. Setzen Sie hierfiir einen festen Brechungsindex (z.B. den von Wasser) und ei-
ne feste Lichtfarbe (z.B. ein Laser) an. Unter welchen Winkeln konnte man weitere
Neben-Regenbogen hoherer Ordnung erwarten?

Untersuchen Sie weitere, Sie interessierende Fragen.

3.2 Experimente
3.2.1 Plexiglasscheibe

Die Aufficherung des einfallenden Lichts, die im Bild des Abschnitts 5 des Arbeitsblatts
1 darzustellen ist, lisst sich experimentell zeigen: Ein horizontal aufgeweitetes Laserbiin-
del streift an einem Papp-Schirm vorbei und trifft auf eine kreisformige Plexiglasscheibe
(Durchmesser ca. 10 cm, Dicke ca. 1 cm). Die Eintrittshohe des einfallenden Biindels
kann man stufenlos mittels einer Hebebiihne verandern, auf der der Laser befestigt ist.
Mit etwas Sorgfalt kann man die Strahlen bis zur 4. Ordnung beobachten.

3.2.2 Gartenschlauch

Wenn Sie an einem Sommertag, mit der Sonne im Riicken, den Garten spritzen, kénnen
Sie Haupt- und Nebenregenbogen beobachten.

(i) Messen Sie die beiden Regenbogenwinkel sowie die Winkelbreite (zwischen Rot
und Violett) der Regenbogen.

(ii) Betrachten Sie die Bégen durch ein Polarisationsfilter. Was beobachten Sie? Wor-
auf lasst das schliessen?

3.2.3 Zylinderglas, Quaderbecken

(i) Das der Sonne zugewandte Fenster mit einem Stlick Karton, aus welchem ein
schmaler Schlitz herausgeschnitten ist, verdunkeln. Bei schlechtem Wetter tut
auch ein Diaprojektor seine Dienste.

(i) Mit Wasser gefiilltes Glas vor den Karton stellen. Um den Verlust der Intensitat
durch vorzeitig austretendes Licht gering zu halten. umgeben wir die Riickseite
des Glases mit einer spiegelnden Folie (z.B. Aluminiumfolie), so dass moglichst
viel Licht zuriickgeworfen wird.

(iii) Glas solange verschieben, bis sich auf dem Karton Regenbogenfarben einstellen.
(iv) Regenbogenwinkel, Eintrittshohe und Winkelbreite des Regenbogens messen.

Als Variation beobachten Sie den Weg eines Lichtstrahls durch ein quaderformiges Glas-
becken statt durch das Zylinderglas. Hat die Dicke des Glases einen Einfluss auf die
Einfalls- und Ausfallswinkel? Begriinden Sie.
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3.2.4 Kugelglas

Experimentelle Ermittlung der stationiren Eintrittshdhe und des Regenbo-

genwinkels:

Die Bildung des Regenbogens lisst sich im Schulzimmer anschaulich nachahmen, wenn
wir den Regentropfen durch ein mit Wasser gefiilltes kugeliges Glas (z.B. Christbaum-
kugel, Zuckerstreuer, Ollaimpchen, usw. ) und die Sonne durch eine Taschenlampe oder

einen Diaprojektor ersetzen.

(i)

(v)
(vi)
{vii)
(vii)

Fragen:

In einem verdunkelten Raum

a) ein Stiick Karton mit einer Nadel durchléchern

b) aus dem Stiick Karton einen schmalen Schlitz herausschneiden

c) aus dem Stiick Karton ein rundes Loch der gleichen Grosse wie
das Kugelglas herausschneiden

Taschenlampe dahinterstellen

Mit Wasser gefiilltes Kugelglas davorstellen

Kugel solange verschieben, bis sich auf dem Karton Regenbogenfarben

einstellen

Regenbogen markieren

Regenbogenwinkel messen: o = .........

Eintrittshohe messen: T= .

Winkelbreite messen: Ao =.........

A. Welcher Gestalt sind jeweils die Regenbogen in den Aufstellungen a), b). ¢)?

B. Wie gross muss die lichtdurchlissige Offnung im Karton mindestens sein, damit

ein kreisformiger Regenbogen entsteht?

C. Betrachten Sie einen Regenbogen durch ein Polarisationsfilter (z.B. manche Son-

nenbrillen). Was beobachten Sie? Wie begriinden Sie Ihre Beobachtung?

D. Wenn Sie als Variation mit der Sonne als Lichtquelle arbeiten, empfiehlt es sich
zudem, die Sonnenhoéhe zu messen. Ebenso aufschlussreich ist es. Ort, Datum und
Uhrzeit des Experimentes festzuhalten. Vergleichen Sie den im Experiment erhal-
tenen Regenbogen mit dem nach Descartes’ Theorie errechneten. (Die Rechnung
beinhaltet den Schnitt eines Kegels mit Offnungswinkel 42° mit der den Regenbo-

gen empfangenden Ebene).



V= Vertikalebene
L = Loch

K = Kugelglas

S = Sonne

R = Regenbogen

3.2.5 Heiligenschein

Besetzt man eine Selbstklebefolie oder schwarzen Samt mit Glasperlen, die etwa die
gleiche Brechungszahl wie Wasser aufweisen, und stellt es der Sonne zugewandt hin, so
kann man darauf einen Kreis lebhaftester Spektralfarben um den Schatten des eigenen,
und nur des eigenen Kopfes erkennen. Fiir jeden Betrachter dusserst schmeichelhaft!

3.2.6 Weitere Experimente

(1) In der Juliausgabe des Scientific American vom Jahre 1977 beschreibt J. Wal-
ker eine Versuchsanordnung, die das Ausmessen von Regenbogenwinkeln hherer
Ordnungen erlaubt. Zur Vermeidung des Blendens durch die Lichtquelle wird
im verdunkelten Raum gearbeitet. In einer umgestiilpten, auf einer Seite offenen
Schachtel wird ein Wassertropfchen an ein Drahtende aufgespriiht und mittels ei-
nes Projektorlimpchens bestrahlt. Auf dem Trépfchen sind “Regenpiinktchen”
sichtbar. :

(ii) Wozu soll es gut sein, einen Regenbogen 17. Ordnung beobachten zu wollen?

(iii) Weitere Experimente finden sich unter der Webadresse
http://www.unidata.ucar.edu/staff/blynds/RnbwEx.html

3.3 Historisches

Die Geschichte des Regenbogens hat weder Anfang noch Ende. Wann die Menschheit
zum ersten Mal ihre Aufmerksamkeit darauf lenkte, ist nirgends festgehalten, noch kén-
nen wir uns gegenwirtig rithmen, den Regenbogen in allen Einzelheiten zu verstehen.
Die Erscheinung muss die Menschen schon frith dazu bewegt haben, eine Interpretation
zu suchen, zunéchst synthetisch in Gestalt von Geschichten und Mythen, dann ana-
lytisch in Form einer wissenschaftlichen Erklirung. Die Theorie des Regenbogens ist
offensichtlich aus der Wissbegier des Menschen entstanden. Dabei bricht das Wissen
um die Entstehung des Regenbogens nicht dessen Zauber, im Gegenteil, es erhsht unsere
Ehrfurcht vor dem Naturschauspiel.
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Die allmihliche Entwicklung der Theorie aus den ersten einfachen Vermutungen bis
zu den heutigen, mittels fortgeschrittenen Werkzeugen der Mathematik ausgefeilten Er-
kenntnissen zu verfolgen, heisst gleichzeitig auch, den Pfaden der Jahrtausende alten
Geschichte der Naturwissenschaften nachzuspiiren.

In Boyers “The Rainbow: From Myth to Mathematics” z.B.. finden Sie eine umfas-
sende Wiirdigung dieses Aspektes. Wenn Sie ein paar Namen haben, kénnen Sie sich
auch in die Quellen und detaillierte Sekundérliteratur dazu vertiefen.

3.3.1 Die Stationen der Regenbogenforschung

Erstellen Sie eine Galerie der Personen in der abendlandischen Kultur, die zur Erkldrung
des Regenbogens beigetragen haben. Es sollen

(i) die Epoche, in der sie lebten,
(ii) das Werk, das sie dazu verfassten,
(iti) Mittel und Methoden, die sie dabei verwendeten,
)

(iv) physikalische Gesetze und mathematische Uberlegungen, mit charakteristischen
Skizzen, die ihnen zur Verfiigung standen

z.B. als kurzer Text zum Portrit mit dargestellt werden, wie auch eine Beurteilung an-
gesichts des damals bekannten Wissens. (Beachten Sie, dass zuweilen richtige Ansitze
in einer spéteren Zeit verloren gehen konnten oder auch als falsch verworfen wurden.)

3.3.2 Vertiefung in ein literarisches Werk

Obwohl Sekundirliteratur und Lehrbiicher den wertvollen Dienst erfilllen, ausgedehnte
Wissensgebiete in kompakter Weise wohl gegliedert darzulegen, ldsst sich beim Lesen
des zugrundeliegenden Quellenmaterials ein vielfacher Genuss ableiten.

Zum einen ist der Originaltext nicht nur wegen der Erstmaligkeit der darin offen-
barten Erkenntnisse bemerkenswert, sondern auch wegen der Qualitit des Geistes, der
darin zum Vorschein kommt. Es ist fusserst anregend, sich gewissermassen mit dem
Meister hinzusetzen und ihm zuzuhéren, wie er seine Gedanken entwickelt. die die Ein-
sichten der Menschheit in die Natur so nachhaltig beeinflussen und die Entwicklung der
Wissenschaften so vorantreiben werden.

Zum anderen wird uns bewusst, wie auch ein grosser Geist um seine Erkenntnisse
ringen muss und zuweilen auch irrt, so dass gewisse Konzepte in spiteren Zeiten anderen

weichen miissen.



Descartes (1596-1650): “Discours de la '
méthode pour bien conduire sa raison et cher- |8
cher la vérité dans les sciences, Les météo- [hia
res, De l'arc-en-ciel”, 1637, (ca. 13 Seiten), ,
worin er als erster eine zufriedenstellende Er-
klirung fiir den Haupt- und Nebenregenbo-
gen gab. Thre Arbeit kann

(i) eine Ubersetzung seines franzosischen Textes unter Beriicksichtigung der heute
iiblichen Fachausdriicke sein, mit

(ii) einer Beschreibung seines Vorgehens (z.B. Erklarung seiner geometrischen Skizzen
und seiner Tabellen) wie auch

(iil) was seine Arbeit im Vergleich zu jenen seiner Vorgéinger auszeichnet.

(iv) Fithren Sie ausserdem Literatur auf, die Descartes’ Arbeit iiber den Regenbogen
wirdigt.

Goethe (1749-1832): Im vorgeriickten Alter begann er seine Aufmerksamkeit auf den
Regenbogen zu richten. Er studierte dazu eingehend die Arbeiten einiger Naturwissen-
schaftler, zitierte, bewertete sie und stellte eine eigene Abhandlung des Regenbogens in
Aussicht.

(i) Suchen Sie in seiner “Farbenlehre” jene Stellen heraus, in welchen er sich zum
Regenbogen aussert.

Da Coethe seine “Farbenlehre” im wesentlichen als Entgegnung (siehe “2. Teil:
polemischer Teil”) zu Newtons “Opticks” entwickelte, tun Sie gut daran, auch das
letztere Werk dem Aufbau nach zu studieren. Der Regenbogen wird darin im Buch
1, Teil 2, Proposition 9, Aufgabe 4 erklart.

(ii) Goethe hat eine verbesserte Version der Skizze Antonio de Dominis in seinen Tafeln
zur Farbenlehre beigegeben. Vergleichen Sie diese Skizze mit denjenigen Descartes.
Auf welchen physikalischen Gesetzen beruhen die eingezeichneten Strahlengéinge?
Was mochte Goethe mit den Strahlen, die hinter dem Regentropfen zusammen-
kommen, aussagen?




(iii) Einer der vordringlichen Einwinde, die Goethe gegen die mathematischen Natur-
wissenschaftler vorbrachte, galt der Argumentation unter Gebrauch 2-dimensiona-
ler Zeichnungen des Strahlenganges durch den Regentropfen, die dem offensichtlich
3-dimensionalen Phinomen nicht gerecht werden kénne. Gehen Sie dieser Frage
nach. Skizzieren Sie die relevanten Strahlengénge (d.h. jene, die zum Regenbogen
beitragen), wie sie beim Eintritt, Durchgang und Austritt rdumlich angeordnet
sind. Was entgegnen Sie Goethe?

(iv) Die Ausdrucksweise in seinen naturwissenschaftlichen Schriften zeugt von erstaun-
licher Selbstsicherheit. Beurteilen Sie seine Haltung — aus Ihrer Sicht einerseits,
im Lichte seiner Zeit andererseits.

Aristoteles (384-322 v. Chr.) “Meteorologica”
Eine englische Ubersetzung findet sich im Internet Classics Archive der Massachusetts
Institute of Technology
http://classics.mit.edu/Aristotle/ meteorology.3.iii.html
Die deutsche Ubersetzung ist unter derselben Adresse in Bearbeitung.
Aristoteles stellte sich das Himmelsgewélbe als Halbku-

gel iber der Horizontebene (gestrichelte Linie) mit dem
R Beobachter B im Kugelzentrum vor.
S Das Licht der Sonne S wird von der Wolke R reflek-

— tiert und auf das Auge des Beobachters geworfen. falls
“ die Strecken SR und RZ im richtigen Verhiltnis ste-
hen. Bei Rotation der Strecke SR um die Achse SB

beschreibt R einen Bogen, eben den Regenbogen.

3.4 Regenbogen iiberall
3.4.1 im-Internet

Wenn Sie nun als Regenbogenexperte oder -expertin unter den Unmengen von Websites,
die das Wort “rainbow” enthalten, eine, die unseren Anspriichen gentigt, finden wollen,
dann kommen Sie unter der Adresse
www.geom.umn.edu/education /calc-init /rainbow

auf Ihre Rechnung. Sie enthilt den Kurs Circles of Light: The Mathematics of Rainbows
des Geometry Centers der University of Minnesota, und ist so angelegt, dass jeweils auf
eine kurze Darstellung der physikalischen Gegebenheiten einige Fragen dazu zu beant-
worten sind. Thre Aufgabe ist nun:

(i) Zu jeder der “Questions” die Losungswege klar, verstindlich und vollstandig dar-
zulegen.

(ii) Diesen Kurs auf deutsch umzuschreiben, wenn nétig mit Bemerkungen und Er-
ganzungen versehen.
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(iii) Die Internet Sites pflegen sich im raschen Wandel zu erneuern. Recherchieren Sie
nach anderen ergiebigen Webseiten zum Regenbogen. Geben Sie dabei URL. eine
zusammenfassende Inhaltsangabe, Brauchbarkeit fiir unsere Zwecke: Versténdlich-
keit, wissenschaftliche Genauigkeit (z.B. ist korrekt erkldrt, wie der Regenbogen
entsteht?) an. Welche Aspekte werden betont?

3.4.2 in den Bauernregeln

(i) Sammeln Sie Bauernregeln (z.B. im Internet, Kalenderblattern, usw.), in welchen
der Regenbogen vorkommt.

(ii) Untersuchen Sie sie auf ihren Wahrheitsgehalt und begriinden Sie.

3.4.3 in der Kunst
Betrachtung von Gemilden mit Regenbogen [Tafeln Boyer S. 288/289)]

(i) Stellen Sie eine Liste von Gemélden mit Regenbogen zusammen, mit folgenden
Angaben: Name des Malers, Titel des Bildes, Jahr, Material (z.B. Ol auf Karton),
Grosse des Bildes (Hohe x Breite), heutiger Standort.

(ii) Untersuchen Sie Anordnung und Zahl der Farben (in Abhéngigkeit der Epochen), -
sowie die Beleuchtungsrichtung der Sonne.

(iii) In den Darstellungen wird der Regenbogen als zwei grundlegend verschiedene Sinn-
bilder verwendet, welche? Beschreiben Sie je ein Gemilde zu jeder dieser Deu-

tungsarten.

(iv) In welchem Land héufen sich die Darstellungen des Regenbogens? Woher kommt
das wohl?

3.4.4 in der Technik

Auf die Frage. wozu es gut sei, die Eigenschaften der Elektrizitdt zu verstehen, soll
Benjamin Franklin erwidert haben: “Wozu ist ein Baby gut?” Ahnlich kénnte man nun
fragen, wozu Kenntnisse iiber den Regenbogen gut sein konnten.

Die Regenbogentheorie bietet eine optische Methode zur Untersuchung verschiede-
ner Tropfcheneigenschaften und wird besonders an mechanisch unzugénglichen Stellen
verwendet. Dadurch erméglicht sie z.B. die Feststellung der Wolkenstruktur und fin-
det in der Untersuchung der Vereisung von Flugzeugfliigeln eine technische Anwendung
(siehe Boyer).

(i) Konzipieren Sie Versuche, die den Zusammenhang zwischen Regenbogen und Tropt-
chengrosse aufzeigen konnten. Fithren Sie diese Versuche aus.

(ii) Welcher Zusammenhang besteht zwischen Wolkenstruktur und Tropfchengrosse?
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(iii) Finden Sie andere Anwendungen der Regenbogentheorie in der Technik (siehe van
Beeck).

3.5 Kritische Analyse

Untersuchen Sie die Darstellung der Regenbogenentstehung in verschiedenen Schulbii-
chern. Analysieren Sie die drei im folgenden angegebenen Beispiele:

3.5.1 Darstellung in Schulbﬁchern

(a) Natur und Technik — Physik. Bisherige Ausgabe fiir die Sekundarstufe I, S. 105,
Cornelsen-Verlag, Berlin

Aus der zugehdrigen Beschreibung:
“...Von der Sonne kommende weisse
Lichtbiindel fallen in die einzelnen Was-
sertropfen ein und werden gebrochen /
(Abb. 105.2). Durch die Brechung wer- [
den die Spektralfarben getrennt und an ;’
der Riickseite des Tropfens tota] reflek- 40°|
tiert. Unter erneuter Brechung treten sie
aus dem Tropfen aus. :
Zwischen dem einfallenden weissen Licht-

biindel und dem austretenden farbigen

liegt ein bestimmter Winkel: Fiir Rot be-

Sonneniicht

N\

Regentropfen /

Regenbogen 105.2

tragt er 42°, firr Violett 40°. ... » L
(b) Dorn, Physik, Mittelstufe, Ausgabe A, S. 207, Schroedel- Verlag Hannover, 1966
Das nebenstehende Bild : 1

mit seiner Unterschrift
ist der gesamte Beitrag \
zur Theorie des Regenbo-

gens. ' weiBes
Sonnenlicht

—

-

Regenbogen

;

207.1 Wenn weiles Sonnenlicht auf eine Regenwand fallt, entsteht durch
Brechung in den unzéhligen Wassertropfen eine Farbenzerlegung.
Das Auge empfingt nach der Brechung und Totaireflexion die farbigen
Lichtstrahlen aus bestimmten Richtungen und sieht den Haupt- und
Nebenregenbogen

|
L
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(¢) Wege in die Physik und Chemie, S. P55, Klett-Verlag Stuttgart 1976
Das Buch ist fiir Hauptschulen konzipiert. Aus der Erklérung:

“Versuch: Wir nehmen ein Becherglas und
filllen es mit Wasser; es stellt nun einen
“Wassertropfen” dar. Fillt ein Lichtstrahl

Regenbogen

darauf, dann wird er in diesem ~Wasser- N

tropfen” abgelenkt und gebrochen. In eini- . ﬂl
. . weifles Licht = ,

ger Entfernung beobachten wir das in Spek- | Sonnenticht .~

tralfarben zerlegte Licht.

Die Regentropfen beim Regenbogen wir-
ken ahnlich. Das Sonnenlicht wird in je-
dem Tropfen reflektiert und beim Ein- und
Austritt gebrochen. Dabei wird es in Spek-
tralfarben zerlegt. Ein Beobachter sieht je-
de der Spektralfarben nur unter einem be-
stimmten Winkel: Fiir Violett betrigt er L=
40°, fiir Rot 42°.7

Untersuchen Sie weitere Physikbiicher, Zeitungsartikel, Enzyklopadien, usw.

3.6 Zeitungsartikel

Schreiben Sie einen populirwissenschaftlichen Artikel zur Theorie des Regenbogens, der
2.B. in einer Zeitung oder einer Zeitschrift. wie bild der wissenschaft erscheinen konnte.

4 Prasentation und Zusammenfassung

Als Lernkontrolle kénnten folgende Aufgaben dienen:

4.1 FErstellen eines Quizheftes

Stellen Sie die Fragen zum Regenbogen in einem Quizheft zusammen. Fiigen Sie dem
auch einen Antwortteil bei.

Eine Frage, die uns beschiftigen konnte und die bei weitem nicht endgiiltig ent-
schieden ist, lautet, wann ein Regenbogen zum ersten Mal gesichtet worden ist. Dies
geht nicht notwendigerweise mit dem Auftreten der ersten Menschen vor zwei bis drei
Millionen Jahren einher. Grosse und Form des Regenbogens miissten schon zu Zeiten
des ersten Lebens iiberhaupt etwa wie heute gewesen sein (ausschlaggebend dafiir ist
die Tropfchengrosse des Niederschlags). Der Farbensinn hingegen diirfte eine Errungen-
schaft der hoher entwickelten Lebewesen gewesen sein. Die Frage lautet also: Wie sehen
Fische, Reptilien, Vogel, Primaten, ... den Regenbogen? Wie erleben sie ihn?
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(i) Nachtaktive Wirbeltiere haben bekanntlich keinen ausgepragten Farbensinn. Wie
mag ein Regenbogen fiir solche Lebewesen aussehen?

(ii) Insekten haben die Fahigkeit, Farben zu sehen, die fiir uns nicht sichtbar sind
und umgekehrt. Fiir die Biene z.B. ist der sichtbare Bereich gegen das kurzwellige
Licht hin verschoben. (Sie ist nicht empfindlich fiir das Griin des Blatterwerks,
hingegen fiir das Blau und Violett einer Bliite, die sich daher hervorhebt.) Wie
sieht wohl der Regenbogen fiir eine Biene aus?

(iii) Die Frage bleibt, ob der Mensch nun Jenes auserlesene Lebewesen ist, das den
schonsten Regenbogen sieht. (Sicher ist wohl, dass der Mensch infolge seiner in-
tellektuellen Fihigkeiten sich am meisten am Regenbogen zu erfreuen imstande

ist.)

4.2 Fiihren eines Tagebuches

Am Ende eines jeden Tages soll ein Bericht von etwa einer A4-Seite ins Tagebuch einge-
tragen werden. Zu Beginn des darauffolgenden Tages gibt Jede Gruppe einen miindlichen
Bericht tiber ihre Arbeit des Vortages.

4.3 Darstellung der Regenbogentheorie
4.3.1 in einem Videofilm

Produzieren Sie einen etwa %—minﬁtigen Werbespot zum Regenbogen, der die vier Ele-
mente “Reflexion”, “Brechung”, “Dispersion” und “Haufung der Ausfallsstrahlen” als
Ingredienzen fiir die Entstehung des Regenbogens enthilt.

4.3.2 in einem Comic

Statt in einem Film dasselbe auf Comicstreifen festhalten.

4.3.3 an Modellen

Hier soll es IThre Aufgabe sein, Ihre zur Regenbogentheorie gewonnenen Erkenntnisse
visuell darzustellen in einer Unmittelbarkeit, wie sie in Geschriebenem nicht erreicht
werden kann — handwerklich in Fadenmodellen oder elektronisch in Computermodellen
— um sie so Aussenstehenden niher zu bringen.

1. Intensititen
der Strahlengiinge 1. bis 4. Ordnung 4 1
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2. Reflexionen und Brechungen
der Strahlenginge 3. Ordnung
z = 0.0 bis 1.0

3. Dispersion
der Strahlenginge 3. Ordnung
r = 0.86
rot bis violett

4. Dispersion
der Strahlenginge 4. Ordnung
x=—0.95

violett bis rot -
m/ weiss
violett

5 Erwartungshorizont

Ein kleiner Uberblick iiber mogliche Losungen ausgewihlter Aufgaben sei hier fiir die
Lehrkraft gegeben.

Zu 3.1.1: Fermatsches Prinzip

Fiir eine analytische Herleitung des Reflexions- und des Brechungsgesetzes sei auf Janke
[Janke, S. 154-157] verwiesen.

Zu 3.1.2: Quantitative Bestimmung der Extremwinkel

Ist die Ableitung des Arcussinus noch nicht bekannt, so kénnen Schiiler sie selbstiandig
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durch die Analyse des folgenden Bildes herleiten.

arcsin

Winkel-
halbierende

w

” o e - . —— —

An den zwei Punkten (a|b) und (bla) sind die Tangenten an die Sinus- bzw. die
Arcussinus-Kurve gezeichnet worden. Wegen b = sin(a) und % = cos(a) folgt sofort die
gesuchte Formel

1 11
dy  cos(a) 1 —sin(a)2 V1-0b

Damit ergeben sich die Ableitungen der Ablenkfunktionen von S. 13 zu:

arcsin’(b) =

RE) = -

Falz) = “\/1?-:1:2 +nx/1;2-(%)2
Fi(z) = "¢1%—x2+n\/1i1“(’§)2
Fy(z) = 2 6

- +
V1— 12?2 n\/l——(f)2

n

Es folgt einfach, dass Fi(z) und Fj(z) keine Nullstellen und F; und F5 keine stationiren
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Punkte haben, wihrend Fj(z) und Fj(z) jeweils genau eine Nullstelle haben mit dem
entsprechenden Vorzeichenwechsel im Beobachtungssektor mit zugehorigen, noch von n
abhidngigen Extremwinkeln (im Bogenmass)

—n2 g _ n2
as(m) = B 250 ) = R— 255
Ain nm | Farbe n
760.8 dunkelrot | 1.3289
686.7 rot 1.3304
656.3 orange 1.3312
589.6 gelb 1.3330 226°
527.0 griin 1.3352
486.1 blaugriin | 1.3371 ]
430.8 blau 1.3406 122° primirer
396.8 violett 1.3435 Regenbogen
dunkeirot violett
218° _, — e et
1320 1328 1,336 134 1

Unter Verwendung der links stehenden Tabelle ist das Schaubild im Bereich 1.320 <
n < 1.350 gezeichnet worden. Die Extremalwinkel fur die einzelnen Farben variieren
um ca. 2.1° fiir die Strahlen 3. Ordnung; die Farbenfolge ist von Blau nach Rot mit
zunehmendem Winkel, d.h. Rot erscheint hoher am Himmel als Blau. Bei den Strahlen
4. Ordnung ist die Varianz ca. 3.8°, die Farbenfolge ist umgekehrt. Der Winkelabstand
zwischen den Extremalwinkeln 3. und 4. Ordnung ist etwa 7.2°. Jeder Regenbogen,
insbesondere, wenn der sekundire Regenbogen sichtbar ist, bestdtigt extrem genau die
Vorhersagen unseres mathematischen Modells!

Zu 3.1.3: Verallgemeinerungen

Der folgende Graph ist analog zum letzten Schaubild fiir 1 < n < 2 dargestellt.
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Man sieht, wie wichtig
eine sehr genaue Rech-
nung ist.  Hitte man
mit dem oft im Physik-
unterricht benutzten Ni-
herungswert n = 1.3
fiir Wasser gerechnet, so
hitten sich die Bereiche
der Strahlen 3. und 4.
Ordnung iiberlappt. Der
Wert n = 1.3 entspricht
jedoch einer weit im In-

n fraroten gelegenen, fiir
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 uns unsichtbaren Wellen-
lange.

Genauer entspricht der Schnittpunkt der beiden Kurven der Gleichung o® (n) = o®(n),
was approximativ den Wert n = 1.31201 ergibt. Wenn dagegen Wasser einen deutlich
hoheren Brechungsindex hitte, wiirde man kaum mehr einen Regenbogen sehen kénnen.
Jahwe hat also wirklich durch die Wahl des Brechungsindexes fitr Wasser die Sichtbarkeit

der beiden Regenbdgen erst moglich gemacht!
Die Ablenkfunktionen F,, beliebiger Ordnung m lassen sich leicht in Verallgemeinerung
der bisherigen Formeln angeben: Es gilt o= (m —2)7 — 23 +2(m — 1)7. also

Frlz)=(m-2)1 — 2arcsin(z) + 2(m — 1) arcsin(gi)

wobel der Winkelwert ggf. auf [0: 27} zu normieren ist.

Ganz genauso, wie oben, lassen sich die Extremwinkel fiir die Regenbogenwinkel hoherer
rdnung berechnen. Jearl Walker Walker 1977] beschreibt ein Experiment. mit dem
man diese hoheren Regenbogen tatsichlich beobachten kénnen soll.

Zu 3.2.2: Experiment mit Gartenschlauch

Als Vorrichtung zur Winkelmessung kénnte Folgendes (eine vereinfachte Version des
Sextanten) gebastelt oder von der Lehrkraft bereitgestellt werden:



Falls die Sonne am Horizont steht (Sonnen-
hohe ¢ = 0°), so peilt man den hochsten
Punkt des Regenbogens an und misst den
Winkel gegeniiber der Horizontalen.

Steht die Sonne hoher (Sonnenhdhe @),
dann entspricht dem Regenbogenwinkel die

Summe o + ¢.

Zu 3.2.3: Experiment am Quaderbecken
Fiir die Aufficherung in die Spektralfarben ist die Brechung zustandig, welche statt-
findet, solange der Lichtstrahl nicht senkrecht auf die Beckenwand einfallt.

Da die Glasinnen- und -aussenwinde unter sich parallel sind. bewirkt die Brechung in-
nerhalb des Glases nur eine Parallelverschiebung des durchtretenden Lichtstrahls und
keine Verinderung in der Fortpflanzungsrichtung. Daher wird der Ausfallswinkel durch

die Glaswand nicht beeintrachtigt.

Zu 3.2.4: Experiment am Kugelglas

A. a) Punkt. b) kurzes Bogenstiick, c) ganzer Kreis

B. Zur Kugel konzentrischer Kreis mit einem Radius von 85% des Kugelradius.

C. Das von der Wasserkugel gestreute Licht ist polarisiert, was darauf schliessen lésst,
dass das Licht nicht nur gebeugt, sondern auch reflektiert worden ist.

D. Bei einem Experiment vom 8. 2. 1998 um 15:00 wurde folgendes gemessen:

T
a

Dabei sind

I

I

SEEIRVR S
|

Kugelradius
Sonnenhdohe
Abstand (M, V)

Kugelmittelpunkt
empfangende Vertikalebene

Kegelspitze der ausfallenden Strahlen
Abstand (M, S)

Regenbogenwinkel = 42°
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Berechnungen:

(i) Abstand s der Kegelspitze zum Kugelmittelpunkt
Sinussatz im Dreieck SAM ergibt

= = s = 3.94 cm

(ii) Einfithren eines Koordinatensystems

2 ) \'4
P S (010 |0 )
/ M (0| scosg | ssing )
/
/ Vigy=v=scos¢+a= 1.26cm
i4 -
'y M_/ g
6\/5,.-3"
AN d .,
S \/
(iii) Gleichung des Regenbogenkegels
SP.SM = SP-SM - coso
z 0
y | | scos¢ = V2 +y?+22-5-coso
z $sin @

(iv) Schnitt des Kegels mit der Vertikalebene V/
Setzen wir in der Kegelgleichung y = v ein, so erhalten wir nach einiger
Rechnung die Gleichung einer Ellipse
1‘2 (Z - 1?\7)2

SRS SV

A2 B2
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wobei

kleine Halbachse A = usmo = 094 cm

\/ cos? o — sin? ¢

vsin o cos o

grosse Halbachse B 5 —— = 10.6cm
cos? o —sin” ¢

I

.. . . v sin ¢ cos ¢
Hohe des Symmetriepunktes N = 5 —— = 6.8cm
cos? o — sin® ¢

ist.

Zu 3.2.5: Heiligenschein

Die feinen Glasperlen {ibernehmen hier die Rolle der Regentropfchen.

Einen von der Erscheinung her dhnlichen Effekt konnen wir im Morgentau beobach-
ten. der aber — anders als der Regenbogen — auf Strahlengingen 2. Ordnung beruht,
die von den sich hinter den Tautrépfchen befindenden Grashalmen zum Beobachter zu-
riickgeworfen werden. Ausserdem ist dieser Taubogen wegen der fehlenden Neigung der
Wiese hyperbelformig.

Zu 3.2.6: Weitere Experimente

(ii) Falls der Ort des Regenbogens mit unseren berechneten Voraussagen (vgl. 5.
Erwartungshorizont, Zu 3.1.3) iibereinstimmt, so tragt dies zur Bestitigung des
Descartes’schen Regenbogenmodells bei.

Zu 3.3.1: Stationen der Regenbogenforschung
a) Aristoteles (384-322), Meteorologica III.3-4; Erklirung
mittels Reflexion allein; [Boyer S. 146]

b) Alexander von Aphrodisias (2. Jh. wv. Chr.); Entde-
ckung des zwischen Haupt- und Nebenregenbogen liegen-
den dunklen Bandes.

¢) Robert Grosseteste (1168-1253), De iride seu de iride et
speculo; Brechung beriicksichtigt.

d) Roger Bacon (c. 1214-12927) bestimmt experimentell den
Regenbogenwinkel von 42°, falsch erkliart mit Reflexion
(1266).
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Dietrich von Freiberg (-1311), De iride et radialibus im-

pressionibus (Uber den Regenbogen und die durch Strahlen / )
erzeugten Eindriicke, 1304); Experiment und Brechung zur &

Erklérung. [Boyer S. 110-124]

Marco Antonio de Dominis ( 1566-1624), De radiis visus
et lucis in vitis perspectivis et iride tractatus (1611), Vene-
dig; eines der umstrittensten Werke iiber den Regenbogen
[Boyer S. 190, S. 360, Goethe Tafel XVI]

Johann Kepler (1571-1630), Mysterium cosmographicum
(1596) [Boyer S. 184]

René Descartes (1596-1650), Le discours de la méthode,
Les météores, De l'arc-en-ciel (1637); Experimente, Bre-
chung, Erklirung durch Hiufung bei extremalen Ablenk-
winkeln. [Boyer S. 209]

Baruch Spinoza (1632-1677), Stelkonstige reeckening van
den regenboog (1687); Versuch, mittels den von Descartes
formulierten geometrischen Gesetzen der Reflexion, Bre-
chung, ... den Regenbogen rein algebraisch, d.h. rech-
nerisch zu erkldren. Als Denker war Spinoza wenig am
Experimentieren interessiert, welches in Jener Zeit als na-
turwissenschaftliche Methode aufkam. Er hatte das Werk
geschrieben, um zu zeigen, dass die Welt rationa] zu erkla-
ren war.

Isaac Newton (1642-1727), Opticks (1704); Erforscht die
Dispersion des weissen Lichtes, welche erst eine vollstindi-
ge (Grob)erklarung des Regenbogens im 1. Buch, 2. Teil,
9. Proposition, 4. Aufgabe erlaubt. [Boyer S. 254]

Zu 3.3.2: Vertiefung in ein literarisches Werk
zu Goethes Farbenlehre:

Kepl;ér

Newton

(i) Im sogenannten “polemischen” Teil seiner Farbenlehre zerpfliickt Goethe Newtons

“Optik” Proposition fiir Proposition. Die Erwdhnung des Regenbogens findet sich
daher in seiner Entgegnung Nr. 609 zur 9. Proposition, dem 4. Problem.

Im “3. Teil: historischer Teil” hat Goethe in Bezu
ten Keplers, De Dominis, Descartes, . ..

kommentiert.

Die versprochene Abhandlun
Publikation gegeben zu habe
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g auf den Regenbogen die Schrif-
sehr aufmerksam gelesen und ausfiihrlich

g lber den Regenbogen scheint er hingegen nie in
n (siehe “4. Teil: Statt des versprochenen Supple-



ments” ).

Die relevanten Strahlengiinge fiir den Haupt-
regenbogen bilden beim Eintritt in das
Tropfchen einen Zylinder vom Radius 85%,
beim Austritt einen Kegel des halben Off-
nungswinkels 42°. Man muss sich also die
2-dimensionale Zeichnung um die Tropfchen-
achse rotiert vorstellen.

(i)

(iv) Seine erbitterte Gegnerschaft Newton gegeniiber entstammt

_ seiner Weltsicht, wonach sich die Natur durch die mathematisierte Physik
unter keinen Umstianden adiquat verstehen lisst. Goethe war auch gegen
jede Form von Messinstrumenten — da sie einen viel zu kleinen Ausschnitt
(wie beim Mikroskop) der Wirklichkeit wiedergiben —. sondern vertraute
auf den Menschen als ganzheitliches, zuverlissigstes physikalisches System
der Wahrnehmung,.

~ seinem eingestandenen Unbehagen allem Abstrakten gegeniiber, wie der As-
tronomie, Kosmologie, mathematischen Physik, Philosophie, ... welche den
unmittelbaren Lebensbereich des Menschen im Hier und Da iibersteigt. Viel
lieber befasste er sich mit der Biologie und wandte sich den Pflanzen und
Tieren zu, die ihn umgaben.

Man darf nicht vergessen, dass seinerzeit selbst so hervorragende Physiker wie Christian
Huygens die Form, in der Newton seine Theorie darstellte, nimlich als Folge von Pro-
positionen, die es durch Experimente zu beweisen galt. nicht verstand. Nicht dass das
Experimentieren zu jener Zeit unbekannt war, doch pflegte man in erzihlerischer Weise
seine Gedankenginge und das Vorgehen beim Experimentieren in der Reihenfolge des
tatsichlichen zeitlichen Ablaufs darzulegen und nicht in der logischen Form eines nach
mathematischer Manier in “Voraussetzung, Behauptung, Beweis” gegliederten Lehrbu-
ches darzustellen.

Diese analytische, reiner Logik folgende, sezierte Form war fur Goethe ungeniessbar.

Zu 3.4.2: Regenbogen in den Bauernregeln

(i) Bauernregeln in verschiedenen Sprachen und Kulturen sagen im Wesentlichen das-
selbe aus:

Regenbogen am Morgen
macht dem Schifer Sorgen:

42



Regenbogen am Abend
ist dem Schéfer labend.

A rainbow in the morning
Is the shepherd’s warning.
A rainbow at night

Is the shepherd’s delight.

Die wohl platzsparendste ist diese: B4 { 5A 0 PRI o

(Ubersetzung: Regenbogen im Osten bringt Sonne, Regenbogen im Westen bringt
Regen.)

Im Allgemeinen sind kurzzeitige Wettervorhersagen aufgrund aufmerksamer, lang-
jahriger Beobachtungen ziemlich glaubwiirdig, wihrend die langzeitige Vorhersage
selbst mit den heutigen., leistungsfshigen Computern immer noch nicht beherrscht
werden kann.

Ein Regenbogen am Abend, wenn die Sonne in unserem Riicken westlich steht,
bedeutet, dass es 6stlich von uns regnet. Da in unseren Breitengraden (im Wesent-
lichen wegen der Corioliskraft) das Wetter von Westen nach Osten zieht, entfernt
sich aber das schlechte Wetter. Umgekehrt verheisst ein Regenbogen am Morgen
nichts Gutes.



Zu 3.4.3: Regenbogen in der Kunst

(i)
Jahr
1503
1507
1514

1519
1638
1675
1801
1805
1808
1812
~1874
1841
-1901
1835
1804
~1871
1865

-1929
1856

Maler
B. Pinturicchio

A. Diirer

M. Griinewald
P. P. Rubens

J. van Ruisdael
J. M. W. Turner
J. A. Koch
C.D. Friedrich
E. Schleich

J. C. Cazin

D. Lucas

M. von Schwind
R. Henri

J. E. Millais

M. Young

J. Hecht

Isleta

Titel

Piccolomini
in Talamone
Melencolia I

Stuppacher Madonna

Regenbogen
mit Landschaft
Der Judenfriedhof

Kathedrale von
Durham
Heroische Landschaft
mit Regenbogen
Landschaft mit
Mondregenbogen
Chiemsee-
landschaft
Strasse mit
Regenbogen

Die Kathedrale
von Salisbury
Der Regenbogen

Knabe mit
Regenbogen

The Blind Girl

The Passing Shower
Noah's Ark

Kochina Indian
Dance Ceremony

Ort

Piccolomini

Bibliothek, Siena

Museum Unterlinden, Colmar
Kupferstich, 239 x 188 mm
Katholische Pfarrkirche
6990 Stuppach-Mergentheim
London, The Wallace Coll.
135.6 x 235 cm

Detroit Institute of Arts
Dresden, 42 x 89 cm

British Museum

Staatliche Kunsthalle,
Karlsruhe

Museum Folkwang, Essen
70 x 102.5 cm
Museum der bildenden
Kinste, Leipzig
Museum of

Fine Arts, Boston
British Museum

55.1 x 69.2 cm
Historisches

Museum, Wien

British Museum

Andover

Art Studio

New York
Public Library
Museum of the
American Indian

(iii) Der Regenbogen gilt einerseits als Zeichen der Hoffnung, andererseits als Begleit-
erscheinung des Unheils.

(iv) Besonders beliebt ist die Darstellung des Regenbogens in England, wegen der
giinstigen Wetterverhéltnisse und auch wegen der besonderen Beziehung der Eng-
lander zum Wetter.



Zu 3.4.4: Regenbogen in der Technik

Mit Hilfe der Interferenztheorie, besonders fiir die iiberzihligen Bégen (schwache, sich
rosa und griin abwechselnde Bdgen, die zuweilen unmittelbar an der Innenseite des
Hauptregenbogens beobachtet werden konnen), kann folgende Beziehung zwischen dem
Regenbogen und der Tropfengrosse gefunden werden:
Durchmesser ~ Regenbogen
1 mm ~2mm klarer, heller Hauptbogen mit intensivem breiten Violett
iiberzahlige Bogen rosa, griin, blau
0.5 mm schwaches Rot im Hauptbogen
kein Intervall zwischen Hauptbogen und {iberzahligen Bogen
tiberzahlige Bogen nur griin, violett

0.3 mm kein Rot im Hauptbogen

schmales Intervall zwischen Hauptbogen und {iberzahligen Bogen
< 0.2 mm Gelb im ersten berzihligen Bogen
0.1 mm mehrere undeutlich getrennte untergeschobene Bogen

helles Violettrosa, schwaches Blaugriin

0.08 ~ 0.1 mm erster unechter Bogen klar vom Hauptbogen abgetrennt
enthilt Weiss

0.06 mm weisser Streifen im Hauptbogen

0.05 mm Weisser Bogen mit Oranget6énung am sussern Rand
und ein wenig Blau am innern Rand

Die Regenbogentheorie kann daher eine Hilfe zur Feststellung der Tropfchengrosse und
damit der Wolkenstruktur darstellen und in der Untersuchung der Vereisung von Flug-
zeugfliigeln eine technische Anwendung finden. So hat die National Academy of Aero-
nautics 1944-1947 einen Regenbogenrecorder verwendet, um Tropfchengrisse in der
Natur und in Nebelkammern zu testen.

Eine weitere Anwendung findet die Regenbogentheorie in der optischen, nicht-eingrei-
fenden Methode zur Bestimmung der Tropfcheneigenschaften von Sprithmitteln, die in
Verbrennungsmotoren, industriellen Prozessen und in der Landwirtschaft zur Ausbrin-
gung von Diinger und Pestiziden verwendet werden (siehe van Beeck).

Zu 3.5: Kritische Analyse

In den verschiedenen Physikschulbiichern wird zum Teil die Entstehung des Regenbo-
gens vereinfachend und exaktifizierbar. zum Teil auch verfilschend dargestellt. Manch-
mal findet man nur Allgemeinplitze wie “Der Regenbogen entsteht durch Zerlegung des
Sonnenlichts in Farben.” (Bergmann, F. - Schelper, W.: Einfithrung in die Physik: 1.
Teilband, Frankfurt: Diesterweg Salle 1975).

An den drei Erkldrungen und Abbildungen in Abschnitt 3.5.1 ist folgendes zu kritisieren:
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(a) Natur und Technik

(b)

Die Erklirung ist insgesamt zumindest unzureichend und enthélt die falsche Be-
griindung von der Totalreflexion. Bei einer Kugel wird ein Strahl, der hineingebro-
chen wird, stets auch zum Teil herausgebrochen, da die gleichen Winkelverhéltnisse
vorliegen. In der Abbildung fallen 2 parallele. im Original rot gezeichnete Strahlen
auf den Tropfen und verzweigen sich dann recht merkwiirdig in zwel einmal auch
rot, einmal blau gezeichnete Strahlen. Bild und Text suggerieren, dass alle auf das
Tropfchen treffende Strahlen so gebrochen werden.

Dorn-Bader

Die Erklirung ist vollig unzureichend und enthélt auch den gravierenden Fehler
der Totalreflexion. In den beiden neueren Ausgaben des Dorn-Bader, Mittelstufe,
von 1974 und 1980 ist der Fehler der Totalreflexion beseitigt, die Erklarung ist
aber nach wie vor unzureichend. Erst in der aktuellen Ausgabe von 1992 wird auf
die Konzentration der Strahlen bei dem 42°-Winkel hingewiesen.

Wege in die Physik und Chemie

In der Kunst werden Tropfen beharrlich “tropfenférmig” dargestellt. Hochge-
schwindigkeitsfotografien bestitigen aber die Kugelform frei fallender Regentropf-
chen. Die Kugelform erklirt sich durch die starken Anziehungskrafte zwischen den
Wassermolekiilen.

Die Beschreibung des Versuchs und die Erklarung sind unzureichend.

Zu 4.1: Erstellen eines Quizheftes

Weitere Fragen wiren z.B.

1.

2
3.
4

ot

I I

Wo steht die Sonne, wenn ich einen Regenbogen sehe?

. Warum ist der Regenbogen Teil eines Kreises?

Wie entstehen die Farben im Regenbogen?

4. Wie entsteht der Nebenbogen?

Was sind ﬁberzéiﬂige Regenbogen? Worauf begriinden sie?
Was ist ein Reflexionsregenbogen?
Was ist ein Mondregenbogen?

In manchen Artikeln wird von einem unter seltenen Bedingungen sichtbaren drit-
ten Regenbogen berichtet. Was halten Sie davon? [Der Regenbogen aus Strahlen
5. Ordnung, der nach den Berechnungen in der Richtung der Sonne zu orten ware. ist
unter besonderen Umstinden gesichtet worden (Heilermann. 4. September 1878). Wie
steht es um Regenbdgen noch hoherer Ordnungen?]
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10.

11.
12.
13.

14.
15.

16.

17,

18.

19.

Weshalb ist der Himmel zwischen Haupt- und Nebenregenbogen dunkler als der
librige Himmel?

Weshalb ist der Himmel unterhalb des Hauptregenbogens heller als der iibrige
Himmel?

Wie weit vom Beobachter entfernt entsteht ein Regenbogen?
Sehen zwei Beobachter denselben Regenbogen?

Wie erkliren Sie sich einen “Regenbogen” auf einem taubedeckten Rasen, auch
“Taubogen” genannt? Welche Form erwarten Sie? [Der Taubogen beruht, anders als
der Regenbogen, auf Strahlengéngen 2. Ordnung, die an Grashalmen zuriickgeworfen
werden, siehe Lynch and Livingston, p. 122-123] ‘

Kann an einem klirrend kalten Wintertag ein Regenbogen entstehen?

Kann zur Mittagszeit ein Regenbogen entstehen?

Nebst meteorologischen Bedingungen hingt die Entstehung des Regenbogens von
verschiedenen Faktoren ab, von welchen? [Tageszeit, geographischer Breite, Jahres-
zeit]

Rainbow Puzzle (Greenler: Rainbows, Halos, ..., Plate 1.13, S. 21: Foto eines

Regenbogens bei dunkelblauem Himmel iiber reifii erzogenen Baumkronen in der
winterlichen Gegend der Niagarafille)

Welche Wirkung hat der saure Regen (Brechungsindex n = 1.5) fiir den Regenbo-
gen?

Wie sihe ein Regenbogen aus, wenn es Diamanten (n = 2.4) regnen wiirde? [Sta-

tiondre Werte fiir den Stossparameter liegen bei z = \/ %?T);;_—”f wobei m die Ordnung

des Strahlenganges und n der Brechungsindex ist. Das bedeutet, dass es bei Diaman-
tenregen keinen Regenbogen aus Strahlen 1. bis 3. Ordnung gibt.]

Wiren schwache Intensititen selbst gegen das Blenden der Sonne sichtbar, so
sahen wir auch Regenbégen hherer Ordnungen. Wie sihe dann der Himmel aus?

Zu 4.3.3: Darstellung der Regenbogentheorie an Modellen

(a) Fiden mit Reissnégeln auf ein Brett befestigt sollen die Strahlengéinge sichtbar

machen, wihrend eine kreisformige Glasscheibe dariibergelegt den Regentropfen
darstellen méoge.

Bei der praktischen Konstruktion wird sich das Berechnen und Abtragen des Ein-
fallswinkels 3 und des Brechungswinkels ~ als umstandlich erweisen, zumal sich

47



das Geodreieck nicht beliebig zwischen die Reissnéigel legen ldsst. Um dem bei-
zukommen, konnte untenstehende Rechnung dienen. Sie fithrt zu einer iberra-
schenden Hilfsfigur, die uns das Ablesen der Sehnenlénge s in Abhangigkeit der

Eintrittshohe x auf angenehme Weise erleichtert.

3 o
Snellius = £ :Sénﬂ siny = —
in~y
Dreieck EMR =>  Ccosy= —;—
Lo S\2
Pythagoras = 1= (?-?-) + (;)—)

Die letzte Gleichung beschreibt im (z, 5
system eine Ellipse mit grosser Halbachse a

s/2 | s/ 1.33... (je nach Farbe des Lichtes) und kleiner Halb-
X \ achse b =1 (siehe Bild links).

}-Koordinaten-

- 7 =

Hinweis zur Konstruktion der Ellipse:
Da wir schon daran sind, mit Faden und Reissnégeln zu arbeiten, driangt sich die
elegante Ellipsenkonstruktion nach der Brennpunktsdefinition auf:
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Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte P, de-
ren Summe von Abstinden zu den zwei Punkten 4 und
B konstant ist:

AP + BP = konst
AP+ BP = 2a

A und B heissen Brennpunkte der Ellipse, a und b (bei
uns a ~ 1.33, b = 1) sind ihre Halbachsen, e = /a2 — §2
= Exzentrizitit ist der Abstand der Brennpunkte von
der Mitte.

(b) Darstellung des Haupt- und des N ebenregenbogens

Vertikal aneinandergereihte Regentropfchen mogen eine Regenwand darstellen.
Den Regenbogenfarben entsprechende Fiden konnten anzeigen, welche Strahlen
auf das Beobachterauge am Boden treffen.

(¢) Darstellung mittels Computeranimation

Bei Verwendung eines DGS. eines CAS oder einer Programmiersprache gibt es
viele Moglichkeiten der bewegten Sichtbarmachung der Strahlengéinge im Regen-
tropfchen.
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6 Referenzen

6.1 Glossar

Eintrittshohe ist der Abstand zwischen dem einfallenden Sonnenstrahl und der dazu
parallel gedachten Tropfchenachse.

Stossparameter ist die Eintrittshohe des Sonnenstrahls in ein Regentropfchen, dessen
Radius auf 1 normiert wurde.

Einfallswinkel ist der gegeniiber der Flichennormalen gemessene Winkel beim Eintritt
des Lichtstrahls in die Fléche.

Ausfallswinkel ist der gegeniiber der Flichennormalen gemessene Winkel beim Aus-
tritt des Lichtstrahls aus der Fliche.

Reflexion Trifft ein Lichtstrahl auf die Grenzfliche eines Mediums, so wird ein Teil
des Lichtstrahls von dieser zuriickgeworfen. Bei der Reflexion sind Einfalls- und
Ausfallswinkel gleich gross.

Brechung Durchdringt ein Lichtstrahl die Grenzfliche eines Mediums, so wird er beim
Eintritt in dieses Medium in seiner Fortpflanzungsrichtung abgelenkt. Bei der
Brechung gilt iﬁ% = n, wobei o der Einfallwinkel, 3 der Brechungswinkel und n
der Brechungsindex beim Ubergang von Luft in das Material ist.

Dispersion Durchdringt ein weisser Lichtstrahl die Grenzfliche eines Mediums, so er-
fahrt er beim Eintritt in dieses Medium eine Aufficherung in ein Spektrum von
ineinander iibergehenden Farben Rot, Orange. Gelb, Griin, Blau, Indigo, Violett.
Dies ist eine Folge der verschiedenen Brechungsindizes fiir verschiedene Wellenlén-
gen des Lichtes.

Hauptregenbogen ist das intensivere Sonnenspektrum, das man am Himmel beobach-
ten kann, wenn man vor sich eine Regenwand und hinter sich die Sonne hat. Die
Reihenfolge der Farben ist von aussen nach innen Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau,
Indigo, Violett.

Nebenregenbogen ist der schwichere, dafiir breitere Bogen, den man zuweilen aus-
serhalb des Hauptregenbogens beobachten kann. Die Farben sind gegeniiber den-
jenigen des Hauptregenbogens in umgekehrter Reihenfolge angeordnet.

Uberzihlige Bbgen sind sich rosa und hellgriin abwechselnde Bogen im Bereich in-
nerhalb des Hauptregenbogens. Sie beruhen auf der Interferenz von Lichtwellen.

Alexandersches Dunkelband ist der zwischen Haupt- und Nebenregenbogen liegen-
de Bereich und ist infolge eines Mangels an Strahlen, die in diesen Winkelbereich
gestreut werden, dunkler als der Rest des Himmels.
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Winkelbreite des Regenbogens ist die Differenz der Streuwinkel zwischen dem ro-

ten und dem violetten Rand des Regenbogens.

Taubogen ist der hyperbelformige Bogen von Regenbogenfarben, den man auf einer

6.2

1.

(]

10.

11.

12.

von der Morgensonne beschienenen, taubenetzten Wiese beobachten kann. Der
Taubogen beruht auf der Reflexion von Strahlen 2. Ordnung an den Grashalmen.
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14.

15.

16.

. Strom, Karon; 1994: Rainbows

http:/ /hanksville.phast.umass.edu/defs/rainbow.html

Gavrin, What is Physics good for?
http://webphysics.iupui.edu/251/251Sp97GFApr7 html

Sarapik, Virve; Rainbow, Science and Mythology
http://haldjas.folklore.ee/folklore/vol6 /rainbow htm

Hwang, F. K; 1997: Rainbow
http://www.phy.ntnu.edu.tw/class/demolab /java/Rainbow /rainbow.html
http://www.physics.gatech.edu/academics /tutorial/phys2121/Java/
%20Applets/ntnjava/Rainbow/

(Ein Programm, das interaktives Einsehen in die Strahlenginge erlaubt.)

Mikela, Veikko; Atmosphere and weather
http://www.funet.fi/pub/astro/html/eng/obs/meteoptic /links.html

The Mathematics of Rainbows
http://gauss.hawce.hawaii.edu/maths/bows.html

Parks, Beverly L.; 1996-1998: Cloudbow
http://www.primenet.com/cloudbow/index.html

Die Physik des Regenbogens
http:/ /www-hermes.desy.de/erlangen/ws9697 /rain.html

Beeson, Steve; 1995: Patterns in Nature: Light and Optics
http://acept.la.asu.edu/PiN/mod/light /opticsnature /

Mechling, Roland; 1997: EUKLID
http://home.t-online.de/home/roland mechling /
(Von hier kann das Shareware-Geometrie-Programm EUKLID geladen werden.)

History of Mathematics Archive

http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk /history /Mathematicians/

(Im “Biographies Index” findet man Portréts und Biographien bedeutender Ma-
thematiker und Mathematikerinnen iiber die Jahrhunderte hinweg.)

Internet Classics Archive: Meteorology, by Aristotle
http://classics.dcs.mit.edu/Aristotle/meteorology.3. iii.html
(In seiner Meteorologie, 3. Buch, Teile 2, 4, 5 beschreibt und erklirt Aristoteles

den Regenbogen.)
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