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Theorem von Sarkovskii

Moritz Adelmeyer | ' ‘ 9.12.89

Yorwort

Diese Arbeit préisentiert einen detailliert ausgearbeiteten Beweis des Theorems von Sarkovskii iiber -
die Koexistenz periodischer Punkte in stetigen Abbildungen der reellen Achse. Es sei f:R—>R eine

stetige Abbildung. f besitze einen Punkt der Periode n, das heisst es gibt ein x*€ R mit fO(x*)=x*
und fi(x*)#x* fiir j=1,...,n-1. Hat dann f notwendigerweise noch weitere periodische Punkte mit
Perioden m#n? Das Theorem von Sarkovskii beantwortet diese Frage vollstindig. Es sei > die fol-
gende Ordnung auf N: 31>5>...1>23>25>...>223>225>...>2331>235>...1> 23

1> 221> 2 > 1. Das Theorem von Sarkovskii besagt nun, dass f unter obigen Voraussetzungen not-
wendigerweise auch Punkte der Periode m fiir alle m mit n I> m besitzt.

Diese Arbeit ist Teil der Diplomarbeit, die der Autor an der Abteilung IX fiir Mathematik und Physik
der ETH Ziirich unter Leitung von Prof. Urs Kirchgraber anfertigte.

Periodische Punkt

Bezeichnungen: Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen, R die Menge der reellen Zéhlcn und
f:R—>R eine stetige Abbildung. Fiir jedes ne N, n21, sei f/:R—>R die n-fach Iterierte von f, de-
finiert durch fl=f und f2+1=fofn fiir alle ne N, n>1. Aus der Stetigkeit von f folgt die Stetigkeit

von fM fiir alle ne N, n>1. Zusitzlich definieren wir f0 als identische Abbildung auf R. Fiir jedes
x*e R heisst {fA(x*) | ne N} Bahn von x* unter f.

Definition: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung, x*eR und neN, n21. x* heisst n-periodi-
scher Punkt von f, wenn fA(x*)=x* und fi(x*)#x* fiir j=1,...,n-1. ‘

Bezeichnung: Wenn x* ein n-periodischer Punkt von f ist, dann schreiben wir dafiir P(x*,f)=n.

Proposition I: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung, x*e R und me N, m=1 mit fm(x*)=x*.
Dann ist x* ein periodischer Punkt von f mit P(x*,f) | m.

Beweis: Es sei J={je N|j=1 und fi(x*)=x*}. J#@. Es sei n=minJ. Es gilt ff(x*)=x* und
Fi(x*)#x* fiir j=1,...,n-1. x* ist ein periodischer Punkt von f mit P(x*,f)=n.

Jedenfalls ist n<m. Es gibt p,qe N, p21, 0<q<n-1, mit m=pn+q. Die Annahme 1<q<n-1 fiihrt we-
gen xX*=fM(x*)=fPr(x*)=fA(fPR(x*))=FA((fP)P(x*))=Fd(x*)=x* zu einem Widerspruch. Es ist also
q=0 und damit P(x*,f)  m. 0

Proposition II: Es sei f:R—>R eine stetige Abbildung, x*€ R und me N, m>1. x* ist dann und nur

dann ein periodischer’Punl\ct von f, wenn x* ein periodischer Punkt von fM ist. Zudem ist dann
P(x*,f™M)=P(x*,f)/ggT(P(x*.f),m).

Beweis: Es sei zunichst x* ein periodischer Punkt von f. Wegen (fm)P(x*.f)/ggT(P(x*.f),m)(x*)
=(fP(x*.f))m/ggT(P(x*.f).m)(x*)=x* und Proposition I ist x* ein periodischer Punkt von f™ mit
P(x*,fm) | P(x*,f)/ggT(P(x*,f),m) (¥).



Es sei nun x* ein periodischer Punkt von fm, Wegen fm-P(x*.fM)(x*)=(fm)P(x*,fM)(x*)=x* ynd
Proposition I ist x* ein periodischer Punkt von f mit P(x*,f) | m-P(x*,fm). Dann gilt auch
P(x*,f)/ggT(P(x*,f),m) | m-P(x*,fm). P(x*,f)/ggT(P(x*,f),m) und m sind teilerfremd. Dies
impliziert P(x*,f)/ggT(P(x*,f),m) | P(x*,fm) (**).

(*) und (**) implizieren zusammen P(x*,fM)=P(x*,f)/ggT(P(x*,f),m). O

f-Ueberdeckungen

In diesem Abschnitt wird eine Methode aufgezeigt zum Nachweis periodischer Punkte in stetigen
Abbildungen der reellen Achse. Eine zentrale Position nimmt dabei das Zwischenwerttheorem ein:

Pljoposition III (Zwischenwerttheorem): Es sei f:R->R eine stetige Abbildung und x',x"e R
mit x'sx" und f(x")<f(x"). Dann gibt es zu jedem y*e R mit f(x)<y*<f(x") ein x*¢ R mit
x'<x*<x" und f(x*)=y*. Es gilt also f([x'.x"D)2lf(x").f(x")].

Beweis: Es sei K={xe [x',x"] | f(x)Sy*}. K iSt nichtleer, beschrinkt und abgeschlossen, also

kompakt. Es sei x*=maxK. Einerseits ist x*e K und damit f(x*)<y*, andererseits ist f(x)>y* fiir alle
x>x* und damit f(x*)=xli,r§1*f(x)2y*. Zusammmen ergibt dies f(x*)=y*. O

Bezeichnung: Ein Teilmenge I von R heisst ein Intervall, wenn I nichtleer ist und wenn fiir alle

x',x"e I und xe R mit x'<x<x" gilt xeI. Aus Proposition III folgt unter anderem, dass das Bild

eines Intervalls unter einer stetigen Abbildung wiederum ein Intervall ist. Im folgenden treten durch-

wegs abgeschlossene und beschrinkte, das heisst kompakte Intervalle auf. Da das Bild einer kom-

pakten Menge unter einer stetigen Abbildungen wiederum kompakt ist, ist also das Bild eines kom-
pakten Intervalls unter einer stetigen Abbildung wiederum ein kompaktes Intervall.

Definition: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung und I, J kompakte Intervalle. I heisst f-Ueber-
deckung von J, wenn f(I)2J.

Proposition IV: Es sei f:R—>R‘ eine stetige Abbildung und I, J kompaktc Intervalle mit f(I)2J.
Dann gibt es ein kompaktes Teilintervall K von I mit f(K)=J.

Beweis: Es gibt %,Xe I mit J=[£(X),f(%)]. Ohne Verlust an Aligemeinheit nehmen wir an, dass <X,
Es sei K'={xe [%,X] | fx)=f(X)}. K" ist nichtleer und kompakt. Es sei x'=maxK'. Im weiteren sei
K"={xe [x'".X] | fx)=fX)}. K" ist nichtleer und kompakt. Es sei x"=minK" und K=[x',x"]. K ist
ein kompaktes Teilintervall von I mit f(K)=J (Proposition III anwenden). O .
Proposition V: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung und (JjeN eine Folge kompakter Intervalle
mit f(J;)2J+1 fiir alle je N. Dann gibt es eine Folge (Kj)jeN kompakter Teilintervalle von Jo mit
Kj+1<Kjund fj(Kj)=J i ﬁir alle je N. Fiir jedes x*e K=j QNKJ- gilt fi(x*)eJ ; fiir alle je N.

Beweis: Wir konstruieren rekmsiv eine Folge (Kj)je N kompakter Teilintervalle von Jo mit Kj+1ng‘
und fi(K;)=Jj fiir alle jeN. Es sei Ko=Jo. Es ist f0(K0)=Ko=Jo. Es seien nun Kj,...,K; konstruiert.
Es ist fi+1(Kj)=f (fi(K;))=f (J;)=J;j+1. Wegen Proposition IV (angewandt auf fi*!1) gibt es ein kom-
paktes Intervall Kj1cK;jcJo mit fi+1(Kj+1)=Jj+1. Es sei K=j. \Ki- K ist ein kompaktes Intervall.
Fiir jedes x*e K= K; gilt Fi(x*)e fi(K;)=Jj fiir alle je N. O
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Proposition VI (Fixpunkttheorem): Es sei f:R->R eine stetige Abbildung und J ein kompaktes
Intervall mit £(J)=J. Dann gibt es ein x*eJ mit f(x¥)=x*. \

Beweis: Es gibt x'.x"e J mit J=[f(x") f(x")] Es ist entweder f(x")<x' SX"<f(x") oder f(x")<x"

<x'<f(x"). Ohne Verlust an Allgemeinheit nehmen wir ersteres an. Es sei F(x)=f(x)-x fiir alle xeR.
F: R->R ist eine stetige Abbildung mit F(x")<0 und F(x")=20. Aufgrund von Proposition III gibt es
ein x*e [x',x"]c) mit F(x*)=f(x*)-x*=0. 0

Proposition VII: Es sei f:R—>R eine stetige Abbildung und Ig,I;,....In.; kompakte Intervalle mit
Fd;2lj+1 fiir j=0,...,n-2 und f(Ip-1)2Ip. Dann gibt es ein x*e Ip mit fM(x*)=x* und fix*)e I; fiir
j=1,...,n-1. '

Beweis: Es sei Jpn+q=Iq fiir jedes p20 und q=0.,...,n-1. (Jj)jeN ist eine Folge kompakter Intervalle

mit f(J;)2Jj+1 fiir alle je N. Wegen Proposition V gibt es eine Folge (Kj)jeN kompakter Teilinter-

valle von Jo=Ip mit Kj+1K; und fj(Kj)=J j fiir alle je N. Es ist f?(Kpn)=Jn=I02Kn.Wegen Proposi-

tion VI (angewandt auf f™) gibt es ein x*e Kyclp mit f“(x*)-x* Wegen x*e KpcKp-1<...cKj ist
zudem fi(x*)e fi(K;j)=] =1 fir j=1,...,n-1. O

Das Theorem

Es sei > die folgende OrdnungaufN: 3 > 5 1> 7 > 9 1> ..
231> 25 > 27 > 29 1> ...
22.3 > 225 1>22.7 1>229 > ... _
233 1> 235 >23.7 5239 > ...

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Theorem VIII (Sarkovskii): Es sei f:R->R eine stetige Abbildung mit einem n-periodischen

Punkt fiir ein ne N, n=1. Dann besitzt f auch einen m-periodischen Punkt fiir jedes me N, m>1 mit
n > m. o ,

Der Beweis von Theorem VIII besteht aus den folgenden Teilen:

— Periode n>1 => Periode 1
— Periode n>2 => Periode 2
— Periode 20+1 mit n=>0 => Periode 20
— ungerade Periode n>1 => Perioden m>n und gerade Perioden m<n
~ Periode p-2" mit ungeradem p>1 und n>1 => Periode (p+2)-20
— Periode p-2 mit ungeradem p>1 und n>1 => Periode 3-20+1 =
— Periode p-2® mit ungeradem p>1 und n=1 => Perioden 2M mit m>2.

Bezeichnungen: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung mit einem n-periodischen Punkt x* fiir ein
ne N, n22. Die Bahn von x* besteht dann aus den Punkten x*,f(x*),...,f®1(x*). Wir bezeichnen
diese Punkte mit xq,...,Xp-1, wobei die Numerierung derart vorgenommen wird, dass xj<x;j fiir
O<i<j<n-1.

Die Bahnpunkte unterteilen das Intervall [x(,Xp-1] in n-1 Intervalle der Form [xj,x_,.,.l] mit 0<j<n-2.
Wir bezeichnen disese Intervalle im folgenden als Teilungsintervalle. \



Proposition IX: Es sei f:R—>R eine stetige Abbildung mit einem n-periodischen Punkt fiir ein
n>1. Dann hat f auch einen 1-periodischen Punkt.

Beweis: f permutiert xg,...,Xp-1. Insbesondere ist f(xg)>xg und f(xp.1)<xp-1. Es gibt daher €in ma-
ximales m, 0<m<n-2 mit f(Xm)>Xm. Nach Konstruktion ist f(Xm)>Xm+1 und f(Xm+1)<xm. Proposi-
tion III impliziert f([xm,Xm+11)2[f Xm+1)fXm)]12[Xm,Xm+1]. Nach Proposition VI gibt es ein
X*€ [Xm,Xm+1] mit P(x*,f)=1.

Proposition X: Es sei FR->R eine stetige Abbildung mit einem'n-periodischen Punkt fiir ein n>2.
Dann hat f auch einen 2-periodischen Punkt.

Beweis: Ohne Verlust an Allgememhelt konnen wir annehmen, dass n die kleinste Periode > 2 von f
ist.

@ Zu jedem Teilungsintervall I gibt es ein Teilungsintervall J, J#I, mit fI)2J.

O Es sei I—[xl,xl.,.l] fiir ein i, 0<i<n-2. Es ist f(xj)=x; fiir ein j, 0<j<n-1, j#i. Entweder ist Xj<xj
oder xj>xj. Im weiteren ist entweder f(xl+1)<x1 od]er f(xl+1)>xJ Wenn xj=xj4+] ist, dann ist
f(xi+1)#xi, da andernfalls x; beziiglich f ein Punkt mit Perode 2<n wire.

Nehmen wir an, dass xj<xj und f(xi+1)<Xj. Dann sei J=[xj.1,Xj]. J ist ein Teilungsintervall ver-
schieden von L. Nach Proposition III gilt f(D=f([xj,Xi+1D2[f (Xi+1).f GDI2[xj-1.%j1=J.

Nehmen wir an, dass xj<xj und f(xj+1)>X;. Dann sei J=[x5,x1'+1]. J ist ein Teilungsintervall ver-
schieden von L. Nach Proposition III gilt fI)=f([x,Xi+1))20f Xi).f (Xi+ DI2[X},Xj+1]=].

* Nehmen wir an, dass xj>X; und f(xi+1)<xj. Dann sei J=[x;.1,X;] im Falle j>i+1 und J=[x; 1,xi] im
Falle j=i+1. J ist ein Teilungsintervall verschieden von 1. Nach Proposition III gilt f(D=f([xj,Xj+1])2
[f (e D). F xI2Lx5-1,%51=T fiir j>i+1 und fF@O=F(xiXi+ 1D20f Kir1).f xDI2Ax4-1.xi]=T fiir j=i+1.

Nehmen wir an, dass xj>xj und f(xj+1)>x;. Dann sei J=[x_i,xj+1]. J ist ein Teilungsintervall ver-
schieden von L. Nach Proposition II gilt f(D=f([x;,Xj+1D20f X0).f (Xi+ DI2[Xj,Xj+11=]. O

(i) Es gibt paarweise verschiedene Teilungsintervalle Io,...,Im-1 mit 2<m<n-1, f(I})2lj+1 fiir
j=0,....m-2 und f(Im-1)20p. '

O Es sei jo=0. Wegen (i) gibt es ein j1,lOSj1Sn-2, 3170, mit f([xj,Xj;+11)2[xjg-Xjg+1]- Analog gibt
es.ein jp, 0j2<n-2, jo#j1, mit F([Xj;.Xj;+11)2[Xjp.Xjp+1]. Wenn ja=jo ist, dann trifft (ii) fiir
Io=[xjp-Xjo+1] und I1=[xj;,xj,+1] zu. Wenn j2#jo ist, dann gibt es wegen (i) ein j3, 0<j3<n-2, j3#j2,
mit f ([sz,x_‘|2+1])3[x_]3,x_|3+1] Wenn j3=jo ist, dann trifft (ii) fiir Io=[xjo.Xjo+1], I1=[xj;,Xj;+1] und
Ip=[xj,,Xj,+1] zu. Wenn j3=j) ist, dann trifft (ii) fiir Ip= [xh,xn+1] und I1= [xJZ,xn...l] zu. Usw. .
Dieses Verfahren ergibt spitestens nach der Wahl eines jg-1, 0<jn-1<n-2, jp-1#jn-2, mit
F([Xjp 25X 2+1])3[x_,n 1Xjn-1+1]) das in (ii) postulierte Resultat. O

Wegen (ii) und Proposition VII glbt es ein x*e Ip mit fM(x*)=x*. Nach Proposition I ist P(x*,f)<m.
Wegen m<n und der Tatsache, dass n die kleinste Periode > 2 von f ist, muss P(x*,f) gleich 1 oder
2 sein. Nehmen wir an, dass P(x*,f)=1. Dann wire nach Proposition VII x*=f(x*)e IpnI;. IpN];
besteht aber hochstens aus einem der Punkte x,...,xp-1 und diese haben bezughch f die Periode
n>1. Es ist also P(x*,f)=2. O
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Proposition XI: Es sei f:R—>R eine stetige Abbildung mit einem 27+1-periodischen Punkt fiir ein
ne N. Dann hat f auch einen 2-periodischen Punkt. '

Beweis (Induktion nach n): Fiir n=0 folgt Proposition XI aus Proposition IX, fiir n=1 aus Proposi-
tion X.

Nehmen wir nun an, dass Proposition XI fiir ein n21 zutrifft. Es sei x*¢ R mit P(x*,f)=20+2, Nach
Proposition II ist P(x*,f2)=2n+2/2=2n+1_Nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf f2) gibt es
ein %eR mit P(&,f2)=2". Nach Proposition II ist P(X,f)=2"-ggT(P(X.f),2). Wegen n21 ist P(%,f)
durch 2 teilbar und damit ggT(P(R,f),2)=2. Dies impliziert P(X,f)=2n+1. [J

Proposition XII: Es sei f:R—>R eine stetige Abbildung mit einem n-periodischen Punkt fiir ein
ungerades n>1 und ohne k-periodischen Punkt fiir ungerades k, 1<k<n. Dann kénnen die Teilungs-
intervalle Io,.. ,In-z derart numeriert werden, dass f(Ip)2lp, f (IJ)DIJ+1 fiir i=0,...,0-3 und f(I5-2)2];
fiir jedes gerade j, 0<j<n-2.

Beweis: f permutiert XQs-..--Xn-1. Insbesondere ist f(x0)>xg und f(xXp-1)<xpn-1. Es gibt daher ein
maximales m, 0<m<n-2 mit f(Xm)>Xm. Es sei

@ To=[Xm:Xm+1].
Nach Konstruktion ist f(Xm)2Xm+1 und f(Xm+1)<xm. Proposition III impliziert

(i) fdo)=Ff (Xm-Xm+1D20f Gm+1):f EKm)12[XmXm+11=Io.
Aus (ii) bekommen wir induktiv

(iii) fi+1(To)=fi(lp) fiir jedes je N.
(iv) f*-2(I0)2[x0,%n-1]

O Wegen (iii) gilt f1-2(Ip)2...2f(10)2Io und damit f2-2(10)2{ xm.f (Xm)s---»fP2(Xm) }U{ Xme 1,
FEm+1)sf"2(Xm+1)}. Da f X0,...,Xp-1 permutiert, gibt es ein j, 1<j<n-1, mit xm+1=fi(xm). Aus
fo-i- Y xme )= 1(fi(xm)) =f"1(xym) und 0<n-j-1<n-2 folgt f*-1(xp)e fO- 2(Ip). Daraus folgt
200V { X f (Km)seersf ™ 2(xm) J1(xm) }={x0,...,Xn-1}. Da f-2(Ip) ein Intervall ist, folgt daraus
22(Ig)=2[x0,%p-1]. O

Wegen (ii1) und (iv) gibt es zu jedem Teilungsintervall K eine kleinste Zahl ke {0,...,n-2} xmt
Kcfk(1g). Wir nennen dieses k Index von K.

(v) Es gibt ein Teilungsintervall K, Kz, mit f(K)2Ip.

O Weil n ungerade ist gilt 1{xg,....xm }| # |{Xm+1,-.-.Xn-1}!. Ohne Verlust an Allgemeinheit nehmen
Wwir an, dass [{xg,....xm}! > {{Xm+1,....Xn-1}|. Fir xm gilt f(xm)2xm+1 Wegen der getroffenen An-
nahme kann nicht f(xXj)2xm+1 sein fiir alle j=0,...,m. Es gibt daher ein maximales j, 0sj<m-1, mit
F(xp<xm. Es sei K=[xj,xj+1]. K ist ein Teilungsintervall verschieden von Ip. Wegen f(xj)<xm,

f(xj+1)2xXm+1 und Proposition I fK)=f([xj,xj+1D2Lf (x)).f Xj+ DI2[xm:Xm+1]=Io- O

(vi) Jedes Teilungsintervall K, K+#Ig, mit f(K)2Ig hat Index k=n-2



O Nehmen wir an, dass k<nf2. Dann sei Jj=fj(Io) fiir j=O,...,k-1, Jx=K und Jj=Io fiir j=k+1,...,n-3.
Wegen (ii), (iii) und den Annahmen iiber K gilt f(Jj)DJj+1 fiir j=0,...,n-3 und f(Jp-3)2J0. Wegen

Proposition VII und Proposition I gibt es ein Xe Jo mit P(X, f) I n-2. Als Teiler einer ungeraden Zahl
kleiner n ist auch P(%,f) ungerade und kleiner n. Nehmen wir an, es wire P(%,f)=1. Dann wire we-

gen Proposition VII £=f(%)=...=fk(&)e JonJk. JonIx=IpnK besteht aber hichstens aus einem der
Punkte Xg,...,Xp-1 und diese haben beziiglich f die Periode n>1. Es ist also P(X,f) ungerade
1<P(X,f)<n, im Widerspruch zu den Voraussetzungen iiber f. Es ist also k—n-2 a

(vii) fJ’l(Io)ﬁ{xo,...,Xngl }£fi10)N{X0,-..%Xn-1} fiir j=1,...,n-2.

O Nehmen wir an, dass fi-1(Io)N{x0,...,xn-1}=FIT0)N{xX0,....Xp-1} fiir ein j, 1<j<n-2. Dann ist
FE AN X0, 201 NSFT)INS ({%0,-... Xn-1 D=FIA0)N (X0,....X0-1}=FF1(T0) N {x0,....xn-1},
das heisst fi-1dg)N{x0,...,.xp-1} ist invariant unter f. Wegen (iii) ist xjme fi-1dp)N{xg,...,.Xn-1} und
damit {x0,....Xn-1}={Xm,F Xm)s---.f*1(xm) }fI1Io)N{X0,....xn-1}=fI-1(Ip). Da fi-1(Ip) ein

Intervall ist, gilt [x0,Xp-11=f3-1(Ip). Damit hat aber jedes Teilungsintervall K einen Index k<j-1<n-2.
Dies widerspricht (v) und (vi). O

Wegen (i), (iii) und (vii) enthilt fi(Ip) fiir j=0,...,n-2 genau j+2 der Punkte X0--..Xn-1. fi(Ip) ist ein

Intervall, also zusammenhédngend. Die j+2 Punkte schliessen deshalb unmittelbar aneinander an, und

fi(Ip) enthilt fiir j=0,...,n-2 genau j+1 der Teilungsintervalle. Wir numerieren nun die Teilungsinter-
valle I; fiir j=1,...,n-2 derart, dass ,

(viii) Licfi(lo) und Gigfi-1(To).

Wir bemerken noch, dass das Ihtervall Ij unmittelbar unter- oder oberhalb des Intervalls Ipu...Ulj.1
anschliesst.

Nun rekonstruieren wir die Anordnung der Intervalle Ip,...,In-2 und der Punkte xm,f(Xm)...,
1(xp), bzw. Xm+1.f (Xm+1),---,f“'1(xm+l)-

I schliesst unmittelbar unter- oder oberhalb von Ip an.

1. Fall: I schliesst unterhalb von Io an, das heisst

(ix) In=[xm-1.Xm]- ; .
Nach Konstruktion von Ig gilt jedenfalls f(xm)2xm+1 und f(Xm+1)<Xm . Wére f(Xm)>Xm+1, dann

wiirde f(Ip) nach Proposition III ausser Ip und I} noch ein weiteres Teilungsintervall iiberdecken. Es
ist also v

(%) FEm)=Xm+1- .

Aus dem glelchen Grunde kann nicht f(xm+1)<xm-1 sem Es kann aber auch nicht f(Xxm+1)=Xm sein,
da andemnfalls P(x*,f)=2<n wire. Es ist also

(xi) f(Xm+1)=%*m-1-

Fiir n=3 ist man fertig. Zusammenfassend gilt

(xii) I;<Io und F2(Xm)<xXm<f Xm).



Fiir n>3 schliesst I unmittelbar an IgUI1=[Xm.1,Xm+1] an. Wegen (x) und (xi) ist f2(Xm)=Xm-1 und

F2(Xm+1)=f(Xm-1). Wiire f(Xm-1)<km.2 oder f(Xm-1)>Xm+2, dann wiirde f2(Ip) wegen Proposition
III ausser Ip, I} und I noch ein weiteres Teilungsintervall iiberdecken. Es kann aber auch nicht
f(Xm-1)=xm oder f(Xm-1)=Xm+1 sein, da andernfalls P(x*,f)<3<n wire. Nehmen wir an, dass

f(®m-1)=%Xm-2. In diesem Falle impliziert Proposition Il f(I1)=f([Xm-1.XxmD2f (Xm-1).f (Xm)]
=[Xm-2,Xm+1]2[Xm,Xm+1]=Ip im Widerspruch zu (vi), da I nach (viii) Index 1<n-2 hat. Es ist also

(xiii) f(Xm- 1)=Xm+2-

Wegen Proposition III gilt nun f'l(Io)—fz([Xm,xM1])D[f2(Xm) F2(xm+1)1=[Xm-1,Xm+2], woraus zu
entnehmen ist, dass

xiv) h=[xm+1,Xm+2]-

" I3 schliesst unmittelbar an IoUIlu12=[xm-1,xm+z] an. Es ist jedenfalls f(xm+2)<Xm+1. Zudem kami
nicht f(Xm+2)=Xm+1, f(Xm+2)=Xm oder f(xm+2)=Xm-1 sein, da andernfalls P(x*,f)<4<n wire. We-
gen (x), (xi) und (xiii) ist f3(Xm)=xXm4+2 und F3(Xm+1)=Ff(Xm+2). Wire f(Xm+2)<xm-2, dann wiirde
f3(10) wegen Proposition III ausser Ig, I1, I und I3 noch ein weiteres Teﬂungsmtervall tiberdecken.
Es ist also

(xv) fF(Xm+2)=Xm-2.

Wegen PrOPOSItlon 1 gﬂt nun f 3(10)_f 3((xXmXm+ 1D20 3 Xm+1).F 3 Em)}= [Xm-2,xm+2], woraus zu
entnehmen ist, dass

(xvi) I3=[Xm-2,Xm-1]-

Fiir n=5 ist man fertig. Zusammenfassend gilt

(xvii) I3<I31<Ip<I2 und f 4(Xm) <f2(xm)<Xm<f Xm)<f3(Xm)

Fiir n>5 ergibt die Iteration der obigen Argumente »

(XViii) In-2£...£11£10£12$...$1n-3 und fn-I(Xm)<...<f2(Xm)<Xm<f(Xm)<...<‘fn-2(Xm).
Aus (xviii) und Proposition HI folgt |

(xix) f(2lj+1 fiir j=0,...,n-3 und f(In-2)2lo fiir jedes gerade j, 0Sj<h—2.

2. Fall: I; schliesst oberhalb von Ig an, das heisst '

(xx) I1=[Xm+1,Xm+2].

Mit den gleichen Argumenten wie im 1. Fall zeigt man, dass in diesem 2. Fall

(xxi) In-3<...<Ip<Io<Ii<...<Ip2 und fP2xXme1)<...<f Xm+ 1) <Xm+1<F2Xm+1)<-.< 1 (Xm41).
Aus (xxi) und Proposition III folgt

(xxii) f(I;)2]j+1 fiir j=0,...,n-3 und f(In-2)2Io fiir jedes gerade j, O<j<n-2.

Damit ist Proposition XII bewiesen. [1



Proposition XIII: Es sei f R->R eine stetige Abbildung mit einem n-penod1schen Punkt fiir ein
ungerades n>1. Dann hat f auch einen m-periodischen Punkt fiir jedes m>n und jedes gerade m<n.

Beweis: Ohne Verlust an Allgemeinheit kdnnen wir annehmcn, dass n die kleinste ungerade Periode
> 1 ist. Die Teilungsintervalle Iy,...,In.2 kénnen dann nach Proposition XII derart numeriert werden,

dass f(Ip)2lp, f(I;)2lj41 fiir j=0,...,n-3 und f(Iy-2)2]j fiir jedes gerade j, 0<j<n-2.

Fiir gerades m<n sei Jo=In-2, J1=I(n-2)-(m-1)» 22=I(n-2)-m-2)»--» Jm-1=L(n-2)-1. Es gilt fI)2Jj+1 fir
j=0,....m-2 und f(Jm-1)2Jo. Nach Proposition VII und Proposition I gibt es ein ke Jo mit P(X,f)<m.
Nehmen wir an, dass P(%,f)<m. Nach Proposition VII ist 2=fPENR)e JoNIpG,f). JoNIp(,f) be-

steht aber fiir ISP(x ,J)<m-1 hichstens aus einem der Punkte xg,...,xp-1 und diese haben beziiglich f
- die Periode n. Es ist also P(X,f)=m.

Fiir m>n sei Jj= I, fiir j=0,.. ..,n-2 und Ji=lIp fiir j=n-1,...,m-1. Es gilt £(J;)2Jj+1 fiir j=0,...,m-2
und f(Jm-1)2J0. Nach Proposition VII und Proposition I gibt es ein e Jg mit P(X,f) | m. Damit 1st
insbesondere P(X,f)<m. Wegen m>n23 ist jedenfalls P(X,f)#m-1.

Nehmen wir an, dass 1<P(%,f)<m-2. Fir 1<P(%,f)<n-2 fiihrt 2=fPC.NR)e JoNJIpG,f) zu einem
Widerspruch, da JonJpg,f) fiir P(X,f)=L1... ,n-2 hochstens aus einem der Punkte xg,...,Xp-1 besteht
und diese beziiglich f die Periode n haben. Fiir P(%,f)=n-1 und n+1<P(&,f)<m-2 folgt fP&H+1(%)
=f(®)e Jp fH+1J1=IpNI;. Damit ist aber &=fPEAR)=fPE-1(fR))e {X,-...Xn-1}, Was ein Wi-
derspruch ist, da die xg,...,xp-1 beziiglich f die Periode n haben. Schliesslich gilt fiir n<m-2 und
PR.f)=n fo+}R)=fR)e Jn+s1I1=loNI1={xm} (vgl. Proposition XII (xviii)). Auch dies fithrt wegen
K=f(R)=fr-1(f(X))=f" 1(xm)ea Io=Jo (vgl. Proposmon XII (xviii)) zu einem Widerspruch. Es ist also
PR,f)=m. O

Proposition XIV: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung mit einem 2"-p-periodischen Punkt fiir
ein ungerades p>1 und ein n=1. Dann hat f auch einen 2"-(p+2)-periodischen Punkt.

Beweis (Induktion nach n): Es sei n=1 und x*¢ R mit P(x*,f)=2-p. Nach Proposition II gilt
P(x*,f2)=2-p/2=p. Nach Proposition XIII gibt es ein € R mit P(%,f2)=p+2. Nach Proposition II
gilt PRX,f)=(p+2)-ggT(P(X.f),2), das heisst P(X,f) ist gleich p+2 oder 2-(p+2). Wenn ersteres
zutrifft, dann gibt es wegen Proposition XTII ein X€ R mit P(X,f)=2-(p+2).

Wir nehmen nun an, dass Prbposition XTIV fiir ein n>1 zutrifft. Es sei x¥*e R mit P(x*,f)=2n+1.p,
Nach Proposition II ist P(x* Jf2)=2n+1.p/2=20.p Nach Induktionsvoraussetzung (angewandt auf f2)
gibt es ein %eR mit P(&,£2)=20.(p+2). Nach Prop. II ist P(%,f)=2"(p+2)-ggT(P(%.f),2). Wegen

n>1 ist P(X,f) durch 2 teilbar und damit ggT(P(%,f),2)=2. Daraus folgt P(%,f)=20+1.(p+2). I

Proposntlon XV: Essei f:R->R eine stetige Abbildung mit einem 2n -p-periodischen Punkt fiir ein
ungerades p>1 und ein n=1. Dann hat f auch einen 2“’f1 3-periodischen Punkt.

Beweis (Induktion nach n): Es sei n=1 und x*e R mit P(x*,f)=2-p. Nach Proposition II ist
P(x*,f2)=2-p/2=p. Nach Proposition XIII gibt es ein £ R mit P(%,f2)=2-3. Nach Proposition II ist
P&,f) =2-3-ggT(P(X,f),2). Da P(%,f) durch 2 teilbar ist, gilt ggT(P(X,f),2)=2 und damit
PR, f)=22-3.

Wir nehmen nun an, dass Proposition XV fiir ein n>1 zutrifft. Es sei x*e R mit P(x*,f)=2n+1.p,
Nach Proposition I ist P(x*,f2)=2n+1.p/2=20.p. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein X R mit
P(&,f2)=2n+1.3, Nach Proposition II ist P%,f)=21+1.3.ggT(P(%.f),2). Da P(%,f) durch 2 teilbar ist,
gilt ggT(P(X,f),2)=2 und damit P(X,f )=20+2.3, [
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Proposition XVI: Es sei f:R->R eine stetige Abbildung mit einem 27-p-periodischen Punkt fiir
ein ungerades p>1 und ein n>1. Dann hat f auch einen 2M-periodischen Punkt fiir jedes m>2.

Beweis (Induktion nach n): Es sei n=1, x*e R mit P(x*,f)=2-p und m>2. Nach Proposition II ist
P(x* f2) =2-p/2=p. Nach PrOposition XTII gibt es ein ke R mit P(%,f2)=2M-1, Nach Proposition II ist
P(R,f)=2m-1.goT(P(%,f),2). Wegen m_2 ist P(X,f) durch 2 teilbar und damit ggT(P(X.f),2)=2. Da-
raus folgt P(X,f)=2m,

Wir nehmen nun an, dass Proposition XVI fiir ein n>1 zutnfft Es sei x*¢ R mit P(x*,f)=27+1.p fiir
ungerades p>1 und m>2. Nach Proposition II ist P(x*,f2)=20+1.p/2=20.p, Nach Induktionsvoraus-
setzung (im Falle m>2) oder wegen Proposition X (im Falle m=2) gibt es ein X R mit P(%,f2)=2m-1,
Nach Proposition II ist P(%,f)=2M-1.gg T(P(%.f),2). Wegen m>2 ist P(%,f) durch 2 teilbar und damit
geT(P(R,f),2)=2. Daraus folgt P(%,f)=2m. [

Nachwort

Sarkovskii publizierte seinen Beweis im Jahre 1964 in russischer Sprache ([i]). Teile des Theorems
wurden danach unabhingig von mehreren Autoren bewiesen. Am bekanntesten ist die 1975 publi-
zierte Arbeit von Li und Yorke mit dem Titel "Period three implies chaos” ([ii]). In ihr wird unter an-
derem gezeigt, dass aus der Existenz eines 3-periodischen Punktes auf die Existenz periodischer
Punkte mit jeglicher Periode geschlossen werden kann. Stefan entdeckte 1977 Sarkovskii's Arbeit
und iibersetzte diese ins Englische ([iii]). Sarkovskii's urspriinglicher Beweis gilt als schwer ver-
stindlich. Straffin schlug 1978 eine einfachere, graphentheoretische Beweismethode vor ([iv]). Ho
und Morris publizierten 1981 einen vollstindigen Beweis des Theorems von Sarkovskii mit der
Methode von Straffin ([v]). Unabhingig davon fanden Block, Guckenheimer, Misiurewicz und
Young einen in den Grundziigen dhnlichen Beweis ([vi]).

Unser Beweis stutzt sich auf die zuletzt zitierte Arbeit ab. Dies trifft insbesondere fiir die zentrale
Proposition XII zu. _
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