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VORBEMERKUHG 

1m Januar 1988 fand im "Seminar iiber Didaktik der 
Mathematik fiir aktive Lehrer" der ETH-Ziirich ein Vor­
trag statt zum Thema "Mathematik mit dem Computer 
erleben". Dabei kam der Referent auf .die Aufgabe zu 
sprechen, in der ein JAger mit konst~nter Ge-, 
schwindigkeit auf einer geraden Waldstrasse wandert, 
wahrend sein Hund im Dickicht immer den Pfeiftonen 
des Meisters folgt. Gefragt war nach der Bahn, die 
der Hund bei der Verfolgung seines Herrn einschlagt. 
Obwohl im simulierten Bewegungsvorgang der Hund da­
mals !>loch recht holprig in' Ferm eines H iiber den 
Textbildschirm "rannte"'f vermochte mich als spatbe,ru­
fener Computerneuling die Dynamik, der Darstellung zu 
begeistern - ich war vorn Erlebniswert iiberzeugt. 

Wenige Jahre spater schrieb ich in Turbo-Pascal von 
Borland ein "hauseigenes"Prozedurenpaket (Unit), mit 
dem sich Turtlegraphiken am Bildschirm erstellen und 
in ,PostScript-Qualitat ausdrucken lassen. Das neue 
Werkzeug eroffnete ein, Feld von Animationen: lch er­
innerte mich wieder an den Jager und seinen Hund, an 
die Miick~, die spiralformig an die Lichtquelle heran­
fliegt, und an, die' bekannten "Kaferaufgaben". Damit 
waren damals '~ von ein paar wenigen Aufsatzen abgese­
hen - meine (Literatur~)Kenntnisse.iiber Verfolgungs­
probleme im wesentlichen erschopft. 

Ab November 1994 durfte ich auf Einladung von Prof. 
Kirchgraber fiir drei Monate am iProjekt "ETH fur die' 
Schule" teilnehmen. Meine anfangliche latente Angst, 
es konnte zum Thema Verfolgungsprobleme nur wenig 
geeignete Literatur vorliegen, verkehrte sich beim 
Bibliographieren rasch ins Gegent,eil: In der Haupt­
und Seminarbibliothek der ETH findet sich 'zum be­
sagten Gegenstand ein unerwartet reiches, vor allem 
englisches Schrifttum, weit verstreut in Monographien' 
und, besonders in senr vielen mathematischen Auf­
satzen. Gewissermassen iiber Nacht wurde ich nach 25 
Jahren des Lehrerseins in die Rolle des Schiilers ver­
setzt - eine wertvolle, beilaufige Erfahrung! 

AIle abgebildeten Turtlegraphiken (TG) habe ich mit 
der oben erwahnten Unit programmiert, und zwar mei­
stens vo;r der analytischen Beschreibung des Darge­
stellt;en. Wahrend Bewegungsablaufe - beispielsw~ise 
Verfolgungen - auf dem Bildschirm in Farben nachge-
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ahmt werden konnen, ersche~nen Ausdrucke auf dem 
Papier umstandehalber nur noch statisch und farblos, 
ein Mangel, der auch in diesem Heft zu bedauern ist. 
Uberdies erfahren'Verkleinerungen einen weiteren Qua­
litatsverlust.' Die Vielzahl der Bilder hat mit meirtem 
Bemuhen zu tun, die Schulerin und den Schuler uber 
das Auge zu mathematischerEinsicht zu bringen. Nach 
Friedrich Hebbel - Epigramme, Einem Ursprunglichen ­
ist "anzuschauen [ ... ] freilich. in Kunst und Leben 
das Hechste". Urn den Lesefluss' nicht zu steren, wur­
den ein Teil der Graphikenund langere formelmaSsige 
Herleitungen in den Anhang verlagert. 1m ubrigen habe 
ich einige Abbildungen bewusst manuell gezeichnet, ,urn 
- bei aller Wertschatzung des Computers -auch die 
Hand zum Zuge kommen zu lassen. 

Wahrend meiner Zeit arbeitete Albert Gachter vom Gym­
nasium Friedberg in derselben Abteilung an .seinem 
Heft uber "1NF1N1TESIMALGEOMETRIE am Beispiel der 
Kreisevolvente". So wie er mir schon mit seinen fru­
heren Turtlegraphiken "den Speck durch den Mund gezo­
gen" hatte, so blieb auch der osmotische Druck seiner 
Muster kinematischer Geometrie im Unterricht dank 
eines kollegialen Erfahrungsaustausches nicht ohne 
Wirkung auf mich. Bei~e Arbeiten sind infinitesimal­
geometrisch verwandt: am Kriimmungsbegriff beispiels­
weise besteht ein gemeinsames Interesse. 

Danken mechte ,ich ~umSchluss ganz besonders Prof. 
Kirchgraber fur die Einladung uber die Landesgrenze. 
An meiner· versteckten Furcht vor seinen Erwartungen 
und denen der Leser trug er keine Schuld, im Gegen­
teil, bel unseren-Gesprachen gab er mir stets freund­
lich und freudig grunesLicht zum Weitermacherl. 
Prof. Jerg Waldvogel von der ETH danke ich fur die 
anregenden Gesprache und fur die hilfreiche Korres­
pondenz. Jedes'Interesse aus dem Bekanntenkreis wirk~ 

teferderlich, insbesondere das von Prof. Baptist in­
Bayreuth. Der liechtensteinischen Schulbeherde ver­
danke ich'die Freistellung vom Unterricht. Schlies~­

lich bin ich dem Leser dankbar fur Hinweise auf all""" 
fallige Fehler, Verbesserungsvorschlage oder mir un­
bekannte Quellen. 

.-~ .

Georg Sch~erscher 

FL-9494 Schaan, im Oktober 1995 
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, EINLElTUNG 

Wenn, wie eingangs der Vorbemerkung erwahnt, ein Hund 
seinem Meister nachrennt, liegt ein typisches Verfol­
gungsproblem vor. AIIgemein geht es darum,' dass ein 
verfolgendes Objekt nach einer bestimmten Strategie 
einem Zielobjekt nachstellt, wobei letzteres sich auf 
einer gegebenen' Linie wie Gerade, Kreis oder log­
arithmischer Spirale bewegt oder in Einzelfallen 
ruht. Der Vorgang spielt sich in der Ebene abo Dabei 
geht es schwergewichtig urn die Bestimmung der Verfol­
gungskurve. Die Modellierung solcher Bewegungen fiihrt 
auf Differentialgleichungen 1. oder gar 2. Ordnung 
mit unter Umstanden variablen Koeffizienten. Es ist. 
zu erwarten,dass im Aufstellen der Differentialglei­
chungen'und 'im Bemiihen urn deren Losung(en) die ein­
schneidendsten didaktischen Schwierigkeiten und Gren­
zen des Machbaren und Sinnvollen liegen. 

In diesem Zusammenhang gilt es zu beachten, dass die 
neuere Didaktik aus guten Griinden' einen exemplari­I 

schen Umgang mit Differentialgleichungen wiinscht. 1 

Diese sind das Werkzeug zur Modellbildung von dyna­
mischen Systemen. Die verhaltnismassig einfache Los­
barkeit in geschlossener Form ist kein ausschliess­
liches Kriterium mehr. Seit der Verfiigbarkeit des 
Computers in der Schule lassen sich mit symbolisch 
rechnenden Programmen und graphisch-numerischen Re'-­
chenmethoden auch schwierigere. Differentialgleichun­
gen je nachdem exakt oder"wenigstens" naherungsweise 
l'osen. 

Di~ Gliederung der Arbeit ergibt sich zum Grossteil 
aus den ausgewahlten Verfolgungsstrategien und der 
Art der Fluchtlinien. 
1m ersten Kapitel geht es urn die Beschreibung von ein 
paar Begriffen und Verfolgungsst~ategiensowie urn die 
Diskretisation der kontinuierlichen Probleme. 1m 
Hauptabschnitt beschaftigen wir uns ausfiihrlich' mit 
der Hundekurve als Verfolgungsbahn bei q.er Geraden 
als'Fluchtlinie. Anschliessend interessiert uns all­
gemeiner die Flucht auf clem Kreis und auf der log­
arithmischen Spirale, wobei wir fast, zur Ganze auf 
formale analytische Untersuchungen verzichten (miis­
sen). 1m dritten Kapitel widmen wir uns einigen 

1 Vgl. Kirchgraber (1990) S. 13-17.'- Schneebe1i (1995) S. 
46f. 



Schleppkurven, allen voran der Traktrix und den all­
taglich zu beobachtenden Fahrradspuren. Indiesem, 
wie im vorhergehenden Kapitel, betrachten wir auch 
solche Verfolgungsprozesse, die mit verniinftigem Auf-· 
wand formal gar nicht mehr handhabbar sind, aber den­
no~h in Fcirm·blosser computergraphischer Experimente 
mathematische Ideen sowie qualitative und quantita­
tive Einsichten zu vermitteln vermogen. Ein paar An­
wendungsbeispiele weisen auf die praktische Bedeutung 
der behandelten P robleme hin und da und dort sind 
iiberwiegend "hausgemachte" Aufgaben eingestreut. Der 
kurze Abschnitt 4 streift mit zwei einfachen Beispie­
len die Schielwinkelkurven, eine Thematik, die mathe­
matisch in aller Regel 'sehr anspruchsvoll ist. 
1m Schlussteil stecken wir auf der mathematischen 
Landkarte ein paar jener Pfade ab, die sich beimBe­
gehen dieses. einen Weges eroffnet haben. 1m Anhang 
schliesslich befinden sich ausladende Herleitungen 
von Gleichungen und Formeln sowie Turtlegraphiken und 
Befehlslisten zu Maple-Graphiken. 

1m Kapitel iiber Hundekurven kommt - ausser implizit 
in den Turtlegraphiken - keinenaturliche Geometrie 
zum Tragen. 1m Rahmen der Zeit war ich leider nicht 
in der Lage, die anforderungsreiche einschlagige Li~ 

teratur2 zu verarbeiten, urn mir die notige Verfiigungs­
kompetenz·. anzueignen. 

Verfolgungsprobleme werden gerne im Bereich der Un­
terhaltungsmathematik angesiedelt .. Und genau diame­
tral gegeniiber - in den Militarwissenschaften - fin­
den wir solche wieder. So ernst und wirklichkeitsnah 
wie diese sind die in der. vorliegenden Arbeit behan­
delten Verfolgungsprobleme allerdings nicht~ .aber das 
erwartet wohl auch niemand. Ich binzufrieden, wenn 
die Beispiele im Unterricht zu motivieren vermogen. 
Die Beschaftigung mit ihnen bedeutet ein Ziehen an 
vielen Registern der Schulmathematik. 

2 Siehe Cesaro (1883) S. 85-89 sowie (1886) S. 65-83 und 
ahnliche Schriften anderer Autoren. 



1. EJ:NI'OBRDNG 

1.1 Die Bauptakteure und ihre Strategien 

Wer Verfolgungsproblemen in der Literatur nachgeht, 
komrnt sich vor wie i~ Zoo, in dem auch die '~rone der 
Schopfung" beheimatet ist: Achilles rennt der Schild­
krote nach, Herrchen zieht den Dackel an Jder· Leine, 

'der Bauer eilt seinem Schwein nach~ der Hund verfolgt 
den Jogger, die Spinne krabbelt zur Fliege, der Ha­
bicht fliegt dem Spatz' nach und der Hai jagt seine 
kleineren Artgenossen. Die Bandbreite reicht von der 
Idylle bis zurn Prinzip von Fressen und Gefressenwer­

,den. Schliesslich tauchen auch Piraten auf, die das 
Schiff mit dem ersehnten Schatz auf hoher See verfol­

\ ' 

gen. 

Urn die WirklichkEdtsnahe dies~r Beispiele brauchen 
wir uns an dieser Stelle (noch) nicht zu kfrmmern. Bei 
der Mathematisierung der in den Bildern skizzierten 
Verfolgungsablaufe miissenwir ohnehin starke Abstri­
'che an der "Realitat" vornehrnen: So darf der fliich­
tende Hase der Glatte der Kurven zuliebe keine Haken 
schlagen und die vor demHundfliichtende Katze nicht 
auf den nachsten Baurn klettern -'sie wiirde sonst die 
EBENE als unsere Biihne verlassen! Der geneigte Leser1 

wird also, in 'seinem phantasievollen Ausmalen von 
Flucht-und Verfolgungsstrategien stark eingeengt. 

Fluchtstrategie 

Die Fluchtstrategie istr einheitlich: ein Punkt Z (der 
Fliichtende/die Beute/das Zie1objekt) bewegt sich mit. 
konstanter F~ucbtgescb",indigJceitu auf einer vorgege­
benen Fluchtlinie z. Die Fluchtgeschwindigkeit kann 
in Einzelfallen null sein; dann haben wir es mit 
einem ruhendenZielobjekt zu' tun.~ , 

Verfolgungsstrategien 

Die Bahn des Punktes P (Ver~olger/Rauber) ist die uns 
interessierende VeJ;folgungskurve p. An Verfolgungs­
strategien seien drei Varianten zugelassen, so dass 
der Sachverhalt wie folgt atissieht: ' 

1 Mit dem Leser und dem Schuler sind ab jetzt immer auch die 
Leserin bzw. die Schulerin gemeint. 



10 Einfuhrung 

Verfolgungsstrategie 1: 

Ein Punkt P bewegt 'sich mit konstanter Verfolgerge­
schwindigkeit v so, dass seine Bewegungsrichtung im­
mer auf Z zeigt (Abb. '1.1) . 

Verfolgungsstrategie 2: 

Ein Punkt P bewegt sich bei konstantem Abstand a von 
Z so, dass seine Bewegungsrichtung stets auf Z zeigt( 
(Abb. 1.2). 

Verfolgungsstrategie3: 

In Abwandlung von Version 1 bildet der Verfolgerkurs 
von P mit der jeweiligen Visierlinie PZ einen Winkel 
a (*0), den sog. Schielw~nkel (Abb. 1.3). 

P 
f1' 

IV, 
\ 

~ 
Abb. 1.1 Abb. 1.2 Abb. 1.3 

Hier mag eine knappe Ubersicht dienlich sein. 2 

Fluchtl. Strategie a Verfolgungskurve 

Gerade 1 ° Hundekurve' 

allgemeine Hundekurve 

Traktrix 

Schleppkurve 

andere 1 ° 
Gerade 2 -­
andere 2 -­
frei 3 konst. Schielwinkelkurve 

frei, 3 var. allg. Verfolgungskurve 

2 In Anlehnung an Hasemann (1953) S. 270~ 
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Es uberrascht vielleicht fur den Augenblick, dass die 
Schleppkurven - speziell. die Traktrix, wie sie im 
Idealfall beispielsweise der an derLeine ~ gezogene 
Dackel beschreibt - unter die Verfolgungskurven ein­
geordnet werden. Diese Einteilung ist aber gerecht­
fertigt, wenn wir beachten, wie verwandt die beiden 
Verfolgungsstrategien 1 und2 sind: In der Strategie 
1 ist v konstant und a variabel; 'in der Strategie' 2 
ist es gerade umgekehrt - dort ist a konstant und v 
variabel - sonst besteht ke.in Unterschied,. 

1.2 Diskretisation einer kontinuier~ichen·Bewegung 

Die Bewegung eines Verfolg~rs ist eine kontinuierli­
che und kann somit von der Turtle uber ihrer endli­
chen Menge von Computerzahlen nicht in dieser Quali­
tat simuliert werden. Fur sie muss der Bewegungsvor~ 

gang durch Diskretisation der Zeit "mundgerecht" auf­
bereitet werden. . 

Zu diesem Zwecke wenden wir das schulerfreundliche 
Etilerverfahren ,als numerische· Naherungsmethode an. 
Wir unterteilen die Zeit'in gleich grosse Intervalle 
und berechnen die ,zu den Intervallgrenzen gehorenden 
Zustande ZO,Zl,Z2' ... bzw. PO,P1,PH ... (Abb. 1.4). PnZn ,mit 
n aus 'No sind die jeweiligen Visierlinien des Verfol­
gers. Indem wir entsprechende benachbarte . Zustande 
durch ,Strecken verbinden und damit die Bewegung 
stuckweise linearisieren,l ergeben' sich die Polygon­
zuge z- und p- als, Naherungsgraphen der exakten Bahnen 
zund p. Je feiner wir diskretisieren, d.h., je klei­
ner die Zeitintervalle'gewahlt werden, destoglatter 
fallen die Kurven aus. 

Vetfolger und Fluchtender rucken zeitlich, versetzt 
von Station zu Station. Wenn wir jetzt im Gegensatz 
zu oben zuerst den Fluchtenden statt den Verfolger 
auf den Kurs schicken, dann resultieren der Polygon~ 

zug (Po'=PO)-P1 '-P2 '-••• als Naherungkurve p= von p und 
die Visierlinien Pn' Zn+l. P liegt nun - wie man uber­

'legt - zwischen p- und p .... Bei guter Konditionierung 
, des Problems ist es auf diese Weise moglich, im Rah­
, .men der Genauigkeit und unterBeachtung der Rechen-­

zeit befriedigend nahe an die "wirkliche" Verfol­
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gungskurve heranzukommen. 3 Wir werden wiederholt die 
Gelegenheit haben, die Gute der Approximation durch 
Vergleich exakt und numerisch berechneter Werte zu 
beurteilen. 

z.., 

... 

Abb. 1.4 

Es ist vorteilhaft, wenn der Schuller zur Verinnerli­
chung des Eulerverfahrens Naherungskurven zuerst von 
Hand skizziert, wie dies :Ln Abb. 1.4 geschehen ist. 
Die Schuler mogen in Gruppenein Problem mit ver­
schiedenen Diskretisationsweiten auf Transparentfo­
lien bearbeiten und dann die aufeinandergelegten 
Handzeichnungen hinsichtlich Kurvengestalt, Anderung 
des Kurvenverlaufs und dergleichen mehr diskutieren.' 

1.3· Beutefang - eine heikle P~ogramm;eraufgabe 

Da sich die Turtle wegen der Quantisierung der Zeit 
in "Quantensprungen" vorwartsbewegt, stellt zum Bei­
spiel das Fangen der Beute durch den Rauber eine pro­
grammiermassige Herausforderung dar. Vorausgesetzt, 
dass es theoretisch zumFang4 kommt, wird in aller Re­

3 BeimAusdrucken der Turtlegraphiken in Postscript ist der 
relativ trage Druckerprozessor der Bremsklotz. Um die Zeit des 
Druckens in ertraglichen Grenzen zu halten, habe ich die Dis­
kretisationsweiten auf Kosten der Genauigkeit grossergewahlt 
als bei nur bildschirmorientierten Simulationen. 

4 Ahnliches Vorgehen im Falle der asymptotischen Ann~erung. 
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gel dieverfolgende Turtle diefluchtende Turtle 
nicht genau treffen. Es ist dafur zu sorgen, dass 
erstere nicht "uber· das Ziel hinausschiesst". Wir 
haben uns daher folgendes' Fangkriterium zurechtge­
legt: 

Wenn die verfolgende Turtle sich in siner 
"kreisformigen" Umgebung der fluchtenden 
Turtle (Beute) von hinreichend'kleinem Radius 
befindet, dann gilt die Beute als gefangen. 

BeimEindringen der verfolgenden Turtle in den Nahbe~ 

reich der fluchtenden TurtleS - zur Optimierung der 
Prograrnmablaufgeschwindigkeit erstdann - verkleinert 
ein einprogrammierterAutomatismus ~ie ursprungliche 
Diskretisationsweite in Abstimmung mit demUmgebungs~ 

radius. 

5 Radius von der Grossenordnung der Diskretisationsweite. 



2. BONDEKURVEN 

2.1 Bouguers VerfolgungsprOblemund die Bundekurve 

Der Begriff de+" Hundekurve ist mit Bouguer ebensosehr 
verkntipft wie etwa die Glockenkurve mit Gauss. Es ist 
daher angezeigt, einleit~nd ein paar biographische 
Daten tiber diese Person anzugeben .. 

PmRRE BOOGOER (1698 - 1758) 

franz. Naturforscher 
geboren am 10. Februar 1698 in Le Croisic (Bretagne) 
gestorben am 15. August ~758 in Paris' 

Der Mathe~tiker, Physiker und Astronom Bouguer leitetezusammen 
mit eiriem Forschungskollegen die 1735 von der Pariser Acadetnie 
des Sciences ausgesandte Expedition nach dem nordlichen Peru 
(heute Ecuador), die durch Gradmessungen die Abweichung der Erde 
von der genauen Kugelgesta1t bestimmen' sollte. Er beobachtete 
dort erstmalsdie Ablenkung des Lotes von der Senkrechten durch 
die Gebirgsmassen des Chimborasso (Bouguer-Anomalie). . 
Durch seine Messungen der Absorption des Lichtes von Him­
melskorpern und dessen Ablenkung durch Brechung an der Erdatmos­
phare wurde Bouguerzu einem der Begrunder der Photometrie. , 
Bouguer hat zahlreiche wisse~schaftliche Arbeiten u.a. uber die 
Gestaltsmessungen des Erclballs (La 'figure de la terre (1749», 
die Navigationskunde (Nouveau traite de navigation et de pilotage 
(1753» und die Lichtabsorption (BouguerschesGesetz) verof­
fentlicht. Als Professor der Schiffahrtskunde in Le Havre hat er 
sich mit Stabilitatsfragen von Schiffen beschaftigt: In der 
Preisfrage 'der Pariser Akademie nach der besten' Bemastung eines 
Schiffes hat er, nebenbei 'bemerkt, dem damals neunzehnjahrigen 
Leonhard Euler den ersten Preis weggeschnappt. Spater pflegten 
die beiden einen regen Briefkontakt miteinander. 1 

Im Jahr 1732 verfasste' Bouguer in den Memoires de 
I'Academie RoyaLe des Sciences eine 14-seitige Ab­
handlung mit dem Titel "SUR DE NOUVELLES COURBES aus­
quelles on peut donner Ie nom de LIGNES DE POUR:­
SUITE". Er formuliert, darin jenes Verfolgungsproblem, 
das heute als klassisch bezeichnet werden darf und 
mitdem sichseitdem viele hervorragende Mathematiker 
auseinandergesetzt haben. Bouguers VerfolgungsprOblem 
lautet kurzgefasst wie folgt: 

Zwei Schiffe, fahren mit konstanten Geschwin­
digkeiten auf ho.her. See; das eine halt immer

'. .Kurs auf das andere, welches s~ch auf e~ner 

Geraden bewegt. Was fur eine Kurve beschreibt, 
das Verfolgerschiff? 

1 Vgl. Maheu (1966) S. 206-224 sowie: 
Brockhaus Enzyklopadie in 24 Banden. Mannheim: F.A. Brockhaus 
191987. Bd. 3. S. 577. 
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Nachdem dieses Verfolgungsproblem in Frankreich nahe­
zu 100 Jahre in Vergessenheit geraten war, tauchte es 
dart unter Namen wie Dubois-Ayme2 und Saint-Laurent3 

wieder auf mit dem Unterschied, dass jetzt Runde Kurs 
auf ihren Meister nahmen. So istaus der Kurve von 
BOuguers Verfolgungsschiff und· den spateren. Runden 
die Bezeichnung Bundekurve hervorgegangen. 

Wenn bei nachstehend abgebildeten Turtlegraphiken Katzen, Jogger oder 
Radfahrer von Hunden verfolgt werden, so mag der Leser diesem Scherz mit 
der notigen Grossztigigkeit begegnen! 

Gleichungen der Hundekurve4 

Wir betrachten die beiden Schiffe als masselose Punk­
te Z (Fluchtschiff) und P (Verfolgerschi,ff) mit den 
entsprechenden (konstanten) . Geschwindigkeiten u und v 
(>0). Z bewege sich auf
 
der x-Achse des kartesi ­

schen Koordinatensystems
 
in positiver Richtung.
 
Die Abszisse von Z sei
 
mit xz ' die Koordinaten
 
vonP seien mit x,y und
 
das Verhaltnis der Ge­

schwindigkeiten v: u mit
 a 
k ~ezeichnet. s ist der
 
Bogen von Po bis P~
 

Mit der Startlage von P
 
in Po(O~a), a>O, und von
 
ZimKoordinatenursprung
 
Zo(O,Q) 'wahlen wir rech­

nerisch vorteilhafte An­

fangsbedingungen. 

Die n~chstehende Beziehung zwischen dem Bogen s und 
der Abszisse .X z von Z (als Summe aus der· Abszisse x 

.und der Subtangente von P list charakteristisch fur. 
die Problemstellung: 

2 Siehe Correspondance sur l'Ecole Polytechnique. tome II. 
1814. S. 275. 

3 Mehr daruber in einemunteren Abschnitt. 
4 Vor der formalen Behandlungdes Verfolgungsproblems wird 

man die Schuler im Sinnevon Abschnitt 1.2 zu mehreren verschie­
denen Parametern und Anfangsbedingungen aandzeichnungen anferti~ 
gen lassen, damit sie eine gewisse Vertrautheit mit der Thematik 
erwerben. 

Abb. 2.1 
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(I) 

Weiter folgt aus den Beding~ngen des Problems 

dy= y (2)dx x-xz 
oder (bei Bezeichnung der Ableitungen von y nach x 
mit Strichen) 

-x- yX z- -I' (3) 
Y 

Aus (l), (2) folgt s=k (x-L) ; es ist dS=Vdx2 +dy 2,
yl . 

Wir betrachten ~ als unabhangige Variable und elimi­
nieren s. Aus den vorangehenden Ausdrucken ftir s unq 
ds gewinnen wir zwei formal verschiedene Termeftir 
ds/dx und setzen diesegleich:, 

. II 
k yy = Vl+yt2, 

y/2 

Nach einer kleinen Umformung gelangen wir zur folgen­
den Differentialqleichunq der Bundekurve: . 

...•~.~ ...~~ 
Es handelt sich urn eine solche 2. Ordnung mit varia­
bIen Koeffizienten. Es ist rechnerisch vorteilhaft, 
dass sie die unabhangige Variable x explizit nicht 
enthalt; wir haben gute Aus s icht , nach Einftihrung 
einer neuen Verapderlichen mit der Methode der Varia­
blentrennung zur integralen Gleichung der Hundekurve 
zu kornmen . Die Integration ftihren wi'r im Anhang Al 
durch und' iibernehmen von dort die Losung. Bei ihrer 
Herleitung sind die zwei· FaIle k:;t:l und k=l zu un­
terscheiden. 

Die Gleichunq der Bundekurve: 
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Die Abbildung 2.2 
zeigt .das der Dif­
ferentialgleichung 
(A1.5) im Anhang A1 
zugrundeliegende 
Richtungsfeld samt 
einer Bahn. Die 
Graphik ist mit 
Maple hergestellt 
worden. 5 Der Hund, 
urn bildhaft zu 
bleiben, rennt 
einer auf der x­
Achse fliehenden 

\. \ '\. '" 
\\'\."'o. \ \, "' 
\ \, '" 
\\'\."'
\ \ ,"'
~\'\."',\,"'


0.4 \ \, '" 

x 
\ ,"'
\~,"' 
\\ "' 
\\,~
\\,~~o. \\,"\.~ 
\\,"'
\ \ , '" 
\ \ , "\.
\ \, '" 
\\'\."' 

----_.~~--

, -------- ­" -.:----_.--­, _-------­, -----_.--­" -----_._-­" ----­
, ---- ­" _----_.--­, _-------­, -------~--, _-------­, --------­

~ 
" _-------­_--------­
-..:::::::-... --------­'" -----_.,, -.;:::----~--------_­ ~-----

o 0.2 0.4 0.6 0.8 

y 

Kat z e mit de r e n Abb. 2. 2
 
doppelter Geschwin­
digkeit (k=2) nach. 6 Zum Zeitpunkt des Startes war die
 
Katze im Nullpunkt und der Hund im Punkt (0,1) (d.h.
 
a=l). Er erwischt sie .offensichtlich, aber wo?' An
 
welchen Stellen musste er besonders wendig sein ­

oder anders gefragt - wowar die Gefahr des Ausrut­

schens am grossten? Ratte er sein Opfer auch er....
 
wischt, wenn er nur ein bisschen schneller-gewesen
 
ware als dieses? Solchen Fragen wollen wir im nach­

sten Abschnitt nachgehen.
 

2.2.1 Eigenschaften der Verfolgung nach Bouguer 

Zur Verfolgung nach Bougue'r lassen sich viele inter­
essante Fragen1 stellen, z.B. 

• Wie gross .sind unter gewissen Bedingungen 
die Weglangen von dem Verfolger und dem Fluch­
tenden sowie ihr Abstand? . 
• Unter welchen Umstanden kann der Verfolger 
den Fltichtenden einholen (fangen, treffen); wo 
liegt gegebenenfalls der T-ceffpunkt und wel­
ches ist die Treffzeit? 
• Wie sieht das Krummungsverhalten der Verfol­
gungskurve aus? .. 

5 Die Plotb~fehle sind im Anhang A7 angegeben. 
G Die Koordinatenachsen sind vertauscht;es wollte leider 

nicht gelingen, sie in deriiblichen Lage zu plazieren. 
7 Vgl. Bacon (1950) S. 1065f. 
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Die Antworten lassen sich auf zweierlei Arten finden: 
exakt mit Schulmathematik aus den hoheren Stockwerken 
und numerisch-graphisch durch Simulation am Bild­
schirm,wobei fur den Schuler erst die zweite Methode 
Leben und Bewegung im wortlichen und iibertragenen 
Sinne in die Sache zu bringen vermag. 1m iibrigen bie­
tet sich hier meines Erachtens eine giinstige Gelegen­
heit ZuID Methodenvergleich. 

Vorgangig muss ich in diesem zusammenhang auf ein paar formale und dida~­

tische Schwierigk~iten hinweisenund andeuten, wie ich sie zu losen ver­

sucht habe.
 
Beim oblgen Fragenkatalog muss beachtet werden, dass bei der Beantwortung
 
von fast jeder Frage bis zu drei FaIle bezuglich k zu unterscheiden sind.
 
Eine mit Text durchsetzte, formelmassig liickenlese Darlegung ware somit
 
sehr aufwendig und muss hieraus Platzgrunden unterbleiben.Mit der Angabe,
 
der Schlusselstellen zu den in knapper For.m dargestellten mathematischen
 
Antworten - sei es im Textteil oder im Anhang- ist dem Leser wohl soweit
 
gedient, dass er mUhelos selbst die Uberlegungskette vervollstandigen kann.
 

In der Formel fur die BogenUinge tritt beim Gebraueh kartesischer Koor­


dinaten liblieherweise yl=~und bei KrUrnmung und Krfrmmungsradius zusatz­
2 

lieh yH=d y auf 
• 

Nun erweist sieh hier die Berechnung von Bogenlange unddx2 

Krummung mit diesen DifferentialqUotienten als sehr widerspenstig! Diese
 
Schwierigkeit wird in gewissen Aufsatzen dadureh'umgangen, dass das Ziel­

objekt auf der y-Aehse flieht und der Verfolger auf der x-Aehse startet.
 
Von der theoretisehen Seite her gesehen steht dem Uberhauptnichts im Wege,
 
wohl aber von der prakt~schen: Der Verfolgunsprozess, der sich meistens in
 
die Richtung des Fluehtenden dahinzieht, fugt sich bei der von mir gewahl­

ten Konfiguration besser in meinen querformatigen Bildschir.m. Wii betrach­

ten daher mittel£ristig y,als unabhangige und x als abhangige Variable und
 

2 
gelangen so mit q.= dx unci q ••= d X klippenfrei z~ Ziel. Man konnte natur­

dY dy2 ,
 
1ich schon zu Beginn mit dieser Betrachtungsweise arbeiten, aber dann ware
 
der Schuler nebst anderen Sehwierigkeiten gleiehzeitig aueh noch mit dieser
 
umstellung konfrontiert, was iron erspart werden mag.
 

Nach dieser Anmerkung,kommen wir zur entsprec:henden 
Beantwortung obiger Fragen. Es gelten weiterhin die 

-bei der Herleitung der Gleichung der Hundekurve ge­
wahlten Bezeichnungen und Anfangsbedingungen. 

1. Treffpunkt von Zielobjekt und Verfolger 

Der Verfolger komme der Fluchtgeraden beliebig 1 

nahe; uns interessiert seine Lage'i~ Vergleich zu 
jener des Zielobjektes. In (4) (Gleichung der Hun­
dekurve) bilden wir den folgenden,Grenziibergang 
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. . 1· k 1 Y -j( afur k>1: Xr = hm(...xk(-.(1:)1- -(-) 1)
+ -

k)
, d.h. y I 0 2 k+l a k-l .a k 2 -1 

(6) 

Bei der nachstehenden Ahstandsprufung wird 
sich herausstellen, dass die Distanz zwischen 
Zielobjekt und Verfolger null ist, sofern es 
sich bei x T urn die (endliche) Treffste~le qer 
beiden handelt. ' 

fur ~1: Divergenz, da x ~ fur yJ..O ~ Damit steht00 

fest,. dass der Verfolger das Zielobjekt im 
Endlichen nicht einholt;mehr tiber die gegen­
seitige Lage der beiden erfahren wir ebenfalls 
bei der nachstehenden Abstandsuntersuchung. 

2. Treff- oder.Fangzeit von Zielobjekt und Verfolger 

Sei k>l, d.h. v>u. Genau dann holt der Verfolger 
das Zielobjekt im Endlichen ein, und die Treffzeit 

t r berechnet sich ganz! einfach so: 
r avt r = x , und wegen (6) gilt: t r = . 2 (7)2' 

u v -u 

3. Weglangen von Zielobjekt und Verfolger 

In Z (xz, 0) hat das Zielobjekt den Weg X z zurtick­

gelegt.
 
Aus Gleichung (1) ergibt sich fur die entsprechen­

de Bogenlange des Verfolgers der Wert s=~·xz.
 

Wir konnen s auch in AbhangigkEiit der Position
 
V'(x, y) des Verfolgers berechhen; aus dem Anhang A2
 
entnehmen wir fur das Bogenelement
 

(8) 

Falls lr;:¢:1: Wir. integrieren (8); im Startpunkt ist 
y=a und s=O; daraus ergibt sich die Integra­

. 2 

tionskonstante zu -~~ und somit 

2
s(y) - .1 (Y)-i) _ a(9.1)ky( 1 (Y)i k 

- 2"" k+l a + k~l a k 2 -1 . 

Falls .k=1: (8) vereinfaGht sich zu ds = ~( ~ + ;)dYi 
bei analogem Vorgehen wie oben erhalten wir 
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1
s(y) = 4 a(y2 - a2(2ln(~) + 1)). (9.2) 

1m Grenzfall liefern uns (9.1) bzw. (9.2) 

bei k>l: s = lims(y) =k·~, d.h. wegen (6) s=k·x-r,
ylO k 2 -1 

im Einklang mit der in (1) ausgedruckten 
Grundeigenschaft; 

bei kSl: Divergenz ,da x -7 00 fur yJ..O. 

4. Abstand Verfolger-Zielobjekt d~ 

Das Zielobjekt befinde sich in (xz'O), der Verfol­
ger in (x,y). Nach Pythagoras gilt 

in Kombination mit 
I 
der Kehrform von (2) wird 

d~ =y2(1 +(:n. 
Wir' ersetzen den Differentialquotient durch den 
aquivalenten Term gemass Formel (A2.1) im Anhang 
A2 underhalten nach einer kleinen Umformung 

d~ = ~2((~)i + (~rir bzw .. 

dvz = ~ ((~)i + (~ri). (10) 

Uns interessiert vor .allem der Grenzwert von dvz 
bei. yJ..O. Seine Berechnung verlangt die folgende 
dreifache Fpllunterscheidungbezuglich k. 

k<l: d~z divergiert erwartungsgemass gegen oo'fur 
y.J.,O; das Zielobjekt eilt dem langsameren 
Verfolger davon. 

k=l: d = limdvz(Y) '"' li~.z((1:) + (1:)-1) = lim y2+a , also d = a
2

. 
ylO ylO 2 a a ylO 2a 

Bei gleichen Geschwindigkeiten kommt der 
Verfolger im Unendlichen schliessl,ich bis an 
die halbe Startdistanza an das .Zielobjekt 
heran. 8 

8 Vgl. Steinhaus (1964) S. 166f. (Aufgabe 88). Dieses Ergeb­
nis wird dort elementargeometrisch gewonnen. 
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k>l: Eine kleine Umformung von (10) liefert 
1 ..! ( -~ l+..! l-"!). 1 • bt . hdvz = 2"a k a k y k + Y k; wegen 1- k>O erg~ S~c. 

limdV7:(y) = 0; das bedeutet unter Berucksich­
yolO I 

. tigung der obigen Resultate, dass der an Ge­
schwindigkeit uberlegene Verfolger das Ziel­
objekt im Endlichen trifft (einholt) . 

5. Krummungsverhalten der 'Hundekurve' 

Nach der Formel (A2.5) im Ailhang A2 gilt fiir den 

Krfunmungsradius R: R(y) = ~((~)i + (~ri + 2); (11.1) 

, und auf unsere Bedurnisse angepasst geschrieben: 

R(y) = ~(( ~)~ + 2y + a i y,~).	 (11. 2) 

Der hinterste Exponentzwingt uns fur die weitere 
Behandlung zu folgender Fallunterscheidung: 

k>2: RT =limR(y) = 0; d. h., die Verfolgungskurve
yolO 

hat imTreffpunkt T den Krummungsradius 
null, und daher ist dort die Kriimmung un­
endlich: KT=~ (siehe TG 2.1).9 

k=2: (11.2) vereinfacht sich zu R(y) = ~(( ~r + 2y + a); 
wir .bekommen RT = limR(y) = 2a , und somit ist 

yolO 

die Kriimmung K T = ~ (siehe TG 2.2). 

k<2:	 Der Krummungsradius divergiert gemass (11.2) 
bei y~O gegen ~, und es giltdaher fur die 
Kriimmung K = 0 (siehe TG 2.3) . 

bieses Kriimmungsverhalten uberrascht: Das Einlen­
ken des Verfolgers in, die Fluchtgerade (mit der 
Krummung null) verlauft nur im Falle k<2 stetig, 
sonst unstetig, im Fall k>2 sogar mit einem Un­
endlichkeitssprung. In den Graphiken TG 2.1-3 ver­
\mittelt die Evolute zur jewei;J..igen Hundekurve 
deren Kriimmungsverhaltetl; die Evolute, Tragerin 
der Krummungsmittelpunkte, 1st als Einhullende der 
Kurvennormalen gezeichnet. 

. 9 
tiber eine praktische Bedeutung siehe Abschnitt 4.3. 



H(0.0J320.0) 

Gegeben: 

v Radatver [AI- 30.0 GE 
v Hund [HI - 75.0 GE 
SChieIWinkel - 0.0 Grad 

R(0I0) 

-

Radlatver -> 

TG 2.1. Hundekurve mit Kurvennorma­
l~n ~nd Evolute; a = 320,k = 2,5 

Gegol>on: 

v Radlllhrer lRl. 30.0 GE 
v Hur>lIHJ '. 60.0 GE 
SCIlio_1 • o.oGtad 

H(O.OI32O.O) 

RIOlO) 

TG 2.2. Hundekurve mit Visierlinien,' 
Kurvennormalen, Evolute und Krummungs­
kreis; a = 320, k = 2 



Gtgobiln: 

v flalI- (III- 30.0 GE 
vlUldlHl - 38.0GE . 
~ - O.OGtld 

Hund verlolgt Raclfahrer auf g,racI~~~P1 

H' 

R' 

./ 

TG 2.3. Hundekurve mit Visierlinien, Kur­
vennorrna1en -qnd Evolute; a = 167, k = 1,27 

In den Abbildungen 2.3-5 sind die den Graphiken TG 
2.1-3 entsprechenden Krummungsradius-Funktionen R(y) 
gemass der Zuordnungsvorschrift (11.1) geplottet. 
Der Leser ist eingeladen, die Beziehungen innerhalb 
der drei Bildpaare zu beschreiben und daraus ergan­
zende qualitative und quantitative Aussagen abzu­
leiten .10 . 

300 

12 
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20 

00 . 5 10 15 20 00 50 100 150 200 
:I } 

Abb. 2. 3 . Abb. 2. 4 . Abb. 2.. 5 
Graphen der Kriimmungsradius-Funktion nach (11.1') mit 
(a, k) = (32 0 ; 2, 5) , (32 0 ; 2) ,(1 67 ; 1, 2 7) . 

50 

.0-0 50 100 150 200 
.T 

10 Siehe. AUfgabe 2. 3 . 
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Aufgabenll 

Abb. 2.6 

2.1	 Diskutiere die Gleichung (5) der
 
Hundekurve fur a=1 lind k=2. 12 Ver­

schiebe zu diesem Zweck den Kurven­

scheitel in den Koordinatenursprung
 
(Abb. 2.6). Bestimme den Scheitel ­
krummungskreis und den Inhalt der
 
vom Graph eingeschlossenen Flache.
 
Dnter; welchem Winkel schneiden sich
 
die Kurvenaste? Deute den neu hin­
zugekommenen Kurvenast.
 

2.2	 Ein Zielobjekt fluchte mit der Geschwindigkeit u 
vom Nullpunkt aus in positiver Richtung der y­
Achse. Sein Verfolger starte im Punkt Po (a/ 0) , 
a>O, und bewege sich mit der Geschwindigkeit v 
auf den Fluchtenden zu. Le~te die Gleichung der 
Verfolgungskurve her. 

2.3	 Interpretiere anhand der Turtlegraphiken TG 2.1-3 
und der entsprechenden· Abbildungen 2.3-5 das 
Kriimmungsverhalten der jeweiligen Hundekurve. In 
welchem Punkt d~r Hundekurve in TG 2.3ist di~ 

Kriimmung am grossten, und wie gross ist sie dort? 
Ermittle die Wertezeichnerisch und numerisch und 
vergleiche sie. 

2.4	 Stelle die Abstandsfunktion dvz gemass (10) gra­
phisch dar.· Wahle interessante Werte fur k. Wo 

. kommt	 der Verfolger seiner Beute· beispielsweise 
bei a=320 und k=0,8 qm nachsten? 

2.5	 Die der Hundekurve zugrundeliegende Verfolgungs­
strategie ist taktisch schlecht. Entwickle bei­
spielsweise £ur die ~eefahrtbessere Strategien 
und	 berechrie den fur das Verfolgerschiff sich 
ergebenden Zeit- oder Energiegewinn. 13 

11 Ein gutes halbes Dutzend elementar losbarer Verfolgungs­
probleme n~nnt und lost Steinhaus (1964) S.40-42 bzw. S. 165~ 

170. 
12 Besser bekannt als Tschirnhaus-Kubik; sie ist auch die 

Katakaustik einer quadratlschen Parabel (siehe Anhang A3) . 
Eine eingehende Diskussion der Hundekurve fur verschiedene k 
findet sich in Luterbacher (1909) S. 18-55. 

13 Zu Aufgaben dieser Artsiehe Steinhaus (1978) S. 126-138 
sowie Dorrie (1979) S. 434f. 
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2.1.2 Kegelschnitte als Isochronen 

Zu gewissen Jahreszeiten kann es vorkommen, dass 
gleichzeitig mehrere Kater einereinzigen Katze nach­
rennen. Wenn wir die Kater durchHunde ersetzen - urn 
dem Bild von Katz und Hund treu' zu bleiben , so 
stellt sich eine mathematisch reizvolle Frage: 

Eine Katze renne geradlinig mit der Geschwin":" 
digkei t U von einem PU,nkt F zil einem schiitzen":" 
den Unterschl upf ,M. Es verfolgen sie eine 
Schar Hunde mit der Geschwindigkei t v (>u) ~ 

Von welchen Punkten aus konnen die Hunde die 
Katze in, M gerade noch erwischen,wenn sie 
diese friihestens in Fwahrnehrneil ?14 

Wir gewinnen auf' die folgende weise eine VeJ:DIUtuDg tiber die Htille des 
fraglichen Gebiets urn M: , 

v K qH1-" -. s 
1. Betrachtung an der Achse(FM) : I • • 

Sl F M S2 
Die Hunde H1 und H2 sind zU Beginn der Verfolgung so positioniert, dass sie 
die Katze gleichzeitig in M erreichen. Wegen 'der Bedingungen der Aufgabe 

liegt M in der Mitte der Strecke S=S152' und F befindet sich ~ ~ (LE) vor 

M. Setzen wir wiederUIri k= ~ , so misst die Strecke FM = i ~ . 
Hunde, die nicht auf der Strecke.s starten, mtissen symmetrisch urn diese
 
positioniert seine '
 

2. Turtlegraphisches Experiment a~ Bildschirm:
 
Wir set zen die Katze in den Punkt M und in geeigneter, hinreichender Nahe
 
davon ein paar Hunde. Nun drehen wir den Spiess urn: Die Katze renne mit der
 
Geschwindigkeit u von M nach F, upd 'die Hunde fltichten vor ihr mit der
 
Geschwindigkeit v. Die Beobachtung weckt jene Vermutung, die wir nachste­

hend als Behauptung zu formulieren wagen.
 

Unter den Voraussetzungen der obigen Frage gilt die 

BehauptWlg' : 
Die gesuchte Pu~ktmenge wird' von der Ellipse mit 
dem ;Mittr=lpunkt M und F als einem ihrer Brenn­

. punkte eingehiillt .15 

Mit anderen Worten: AIle Hunde, die mit gleicher Ge­
schwindigkeit dieselbe an, Schnelligkeit unterlegene 
Katze verfolgen (k>l) und zur gleichen Zeit (iso­
chron) und am gleichen Treffpunkt erwischen, sind in 
jedem Augenblick auf einer,' Ellipse, it?- deren einem 

14 Die Geschopfe seien (auch ihrem SChutz' zuliebe!) '" masse­
lose	 Punkte; verfolgt wird nach Strategie 1 (S. 10). 

15Der interessierte Leser findet den Beweis im Anhang A4. 
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Brennpunkt sich jeweils die Katze befindet. Es liegt 
also eine unendliche Schar von sog. Ellipsen-Isochro­
.nenmit dem Treffpunkt als gemeinsamem Mittelpunkt 
vor. 
In der TG 2.4 sehen wir 13 solcher Isochronen mit den 

,zugehorigen 24 Hundekurven. 16 Die Bahnq.bschnitte zwi­
schen zwei' Isochronen sind erwartungsgemass aIle 
gleich lang. (u=18 GE, v=~O GE, somit k= 19° ) 

TG 2.4 

Apollonius von Perga hatte·wohl seine Freude an den 
Hundekurven gehabt, treten doch in'ihrem Zusammenhang 
aIle Kegeischnitte auf .17 Analog wie oben erhalten wir 
namlich im FaIle k=l Parabel- und bei k<l Hyperbel­
Isochronen.' In den' Turtlegraphiken 2. 5-8 sind diese 
zusarnmen mit den zugehorigen Hundekurven abgebildet. ' 
TG,2.6-7 zeigen im besonderen die parabel- bzw. hy­
perbelformige Front der die Katze K verfolgenden Hun­
de. 

'Aufgaben 

2.6	 Beweise, dass die Isochronen im FaIle k=l Para-' 
beln undim FaIle k<l, Hyperbeln sind. Schreibe 
einPrograrnm zur Simulation dieser FaIle am BiId­
schirm~ , 

, 16Wir zahlen den Treffpunkt M als ausgeartete E'llipseniso­
chrone'dazu. 

17 Siehe dazu auch Anhang A3 sowie AUfgabe 2.1. 
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'Bundekurven', Parabel- und Byperbel-Isochronen
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2.7	 Stelle eine Beziehung her zwischen dem Geschwin­
digkeitsverhaltnis k undderlinearen Exzentrizi ­
tat der Ellipsen~, Parabel- und Hyperbel-Isochro­
nen. Was geschieht beikJ..1, ki1, k......:, mit den00 

Isochronen?	 ' 

2.8	 Bestatige (wenigstens) durch Winkelmessung, dass 
es sich bei den Hundekurven urn isogonale Trajek­
torien beziiglich der Isochronen handelt. (Miss.zu 
diesem Zweck langs einer Bahndie Schnittwinkel 
zwischen ihr und den Isochronen.) 

2.9	 Beweise: AIle Hundekurven mit gleichem Geschwin­
digkeitsverhaltnis k. sind ahnlich. (VgI. die 
Turtlegraphiken 2.4-5 und 2.8.) 

2.1.3 Die 'Hundekurve' als isometrischer Streckenzug 

Der . Ver~uch, gewisseErgebnisse in Abschnitt 2.1.2 
durchdie Strategie des extremen Denkens plausibel zu 
machen, fiihrt nach einer Phase des Spekulierens auf 
eine interessante Fahrte beziiglich der Rektifikation 
der Hundekurve. 
TG 2. 9 las~t vermu­
ten, dass die Langen 
des vom Hund zuriick­
geTegten Kurvenbogens 
HE' 18 und des St~ek­
kenzuges .HMH' nume­
risch iibereinstimmen. 

Nun. zeigen wir, dass 
s und HMH' exakt 
gleich lang sind. 
Voraussetzungsgemass 
gilt: k>l (im Bild 
ist k=40/30); a=HR 
steht lotrecht zur 
FIuchtgerade; Mist 

Hund vertOIgl Radtalve' aut geradOt BaM-,	 --, ...... ­" ......... (AI. :III.OGE 
"ty'OtHl 40.0 OE H"lSI5.Jvo.ClDOClllOllllO 
leNt O.oOtId .... A' ....4LE 

WltH'·1SULE 
10M(' .. m.JU

'.. 

~_:--------_..:======---_--=::~:"'......	 ........ -.
 
TG 2.9.
 

der Mittelpunkt von HR. Di~ Lange der Strecke RH' hat 
'.' 

nach Formel (6) den Wert k::l' Fiir die Hypotenuse MH' 

18 Mit dem Turtle-Hodometer gemessener Wert. 



29 Hundekurven 

im rechtw:inkligen Dreieck HRH' berechnen wir· nach 

Pythagoras den Wert ;~::~ . Danach bekommen wir 

HMH' = ~ + ~ k 
2
+1 und nach Vereinfachung HMH' = k ~a ; im

2 2 k 2 -1	 k -1 

Bruchfaktor erkennen wir nach (6) die Treffstelle ~ 
.	 1 

von Radfahrer und Hundi sie hat nach (.1) den Wert k S • 

Folglich erhalten wir HMH'=s, womit die Isometrie von 
Kurvenbogen und Streckenzug bewiesen ist. . 

Von hier ist es nur ein'kleiner Schritt zum folgenden 

Xsometrie-Satz: 
Ein geradeaus Fliichtender starte in R und sein 
Verfolgergleichzeitig in H (*R). Die Verfolger­
bahn sei eine ' Hundekurve' mi t k>1; M sei die 
Mitte des Tangentenabschnitts HR. Der Treffpunkt 
liege in H'. Dann gilt: 
Der Kurvenbogen HR' ist gleich lang wie der aus 
HM und MH' zusammengesetz~e Streckenzug. 

Gegoben:	 Etgebnis: 

v _-IRI. 30.0 GE Endlage: R"(501.95ItI)
 
vlUld (H) • 38.0 GE H'(501.91/0.00000000001
SCIlie_.. . 0.0 Grad H(220.0I350.0)	 Weg R' - 501.9 LE 

Weg H' • 635.9 LE 
HMH' - 635.9 LE 
Fang 

,:;:'=-	 --.,;::::::::= --=:~H' 

1I(0IO) R8llfaJve, -..	 R' 

TG 2.10. Hund verfolgt Radfahrer; Isometrie 
von Kurvenbogen HH' und Streckenzug HMH' 

Der Beweis verlauft analog wie aben: MH' lasst sich 
mit dem Cosinussatz ausdrucken; mit <I>: =L (HRH'), Q: =HR 
und e:=RH'konnen wir auf einschlagige Formeln im An­
hang A4zugreifen. Fur weitere Ausfuhrungen vgl. Auf­
gabe 2.10. 
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Aufgaben 

2.10	 Beweise den I~ometfie-Satz.19 

2.11	 Ein Habicht, ein Adler und ein Spatz sind· in 
der Luft. Der Adler gleitet 50 Fuss iiber dem 
Spatz, der Hab~chtfliegt 100 Fuss unterhalb 
des Spatzes. Der Spatz fliegt geradeaus. langs 
einer horizontalen Geraden. Der Habicht und der 
Adler fliegen beide auf den Spatz zu .Der Ha-. 
bicht fliegt doppelt so schnell wie derSpatz. 
Der Habicht.und der Adler erreichen den Spatz 
zur se1ben Zeit. Wie weit fliegt jeder und mit 
welcher Geschwindigkeit fliegt der Adler?20 

2.12	 Drei Fiichse befinden sich im P~nkt 0 und ein 
Hund im Punkt S, 150 Meter nordlich von O' (TG 
2.11). Sie starten aIle gleichzeitig die 
Fiichse laufen 

Ein Hund vetfolgt n_n""de' dnl'FQc:hs.

mit derselben 
1(0.(11.1".0): *oc:r."2.0GE; *lurd-.. 4.0Q(; ~tVla.o..Dar.Igleichformi­ 'le...N,DI: F,fo04'ZlI.2); '.t514A1Dbl 
~"HIonlII& .'IDIOU"'~\IOIIo.sLE) 

gen Geschwin­

digkeit, und
 
der Hund ist
 F, 

doppelt so
 
flink. Der
 
erste Fuchs
 
lauft nach
 
Westen,· der
 
zweite nach
 
Siiden und der
 F, 

dritte nach TG 2.11
Osten. Der 
Hund rennt 
auf den ersten Fuchs zu und erwischt ihn in Fi. 
Er verfolgt sofort den zweiten und erwischt ihn 
in. F 2 ; dann verfolgt er den dritten Fuchs und 
erwischt ihn in F3 • Wie weit muss der Hund ren­
nen, urn die drei Fiichse zu fangen?21 

19 Eine Beweisversion in knappen Ziigen ist abgedruckt in 
Amer .. Math. Monthly 47(1947)5. S. 320f. (E 387, Solution by Jack 
Lotsof) . 

20 Vgl. die englische Originalaufgabe Nr. 3573 in Amer. 
Math. Monthly 39(1932) S. 549. Eine Losung des Problems befinde£ 
sich in Amer~ Math. Monthly 40(1933) S. 436f. 

21 Vgl. die englischeOriginalaufgabe in Math. Monthly 
2(1860) S. 413-415 (mit zwei Losungen der Aufgabe). 
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2.1.4 Schwimmender Hund von Saint-Laurent und Sturm 

1823 veroffentlichten Thoma.s de St-Laurent und der 
Genfer Ch. Sturm eine Losung der folgenden 

Kanalaufgabe: Ein Hund, der an einem gegebenen Punkt am 
Ufer eines geradlinigen Kanals konstanter Breite lauert, 
springt ins Wasser, urn seinenMeister einzuholen, der sieh 
an einem bestimmten Punkt am anderen Ufer befindet und mit 
konstanter Gesehwindigkeitdem Ufer entlanggeht. Der Hund 
schwimmt mit stets gleieher Kraft auf seinen Herrn zu. 
Aber die Stromung des ihn mitziehenden Wassers lenkt ihn 
dauernd und gleiehmassig von der gewollten Riehtung ab. 
Gefragt wird naeh der Kurve, die der Hund bei diesen ver­
sehiedenen Bedingungen auf der Oberflaehe des Wassers 
besehreibt. 22 .. . 

. . 
.Hund verfolgt Meister auf geradlinigem ~naJufer 

lGeg.: vMeistei [vM] = 3.0 GE ; vHund (vH]· 6.0 GE ; ¥Wasser [vW] • -2.0 GE ; SchleIwlnke/ ISw]- 30.0 Grad . 

11lI/ln1: ohne vW, Sw IBahn2: ~I vW. ohne Sw IBaIln3: ohne vW. mil Sw IBahn4; rnt vW. Sw 
.	 M(195.7/ 0.0) M(421.1/0.0) M(1117.81 0.0) "(2"01 0.0)
 

H(195.7/-o.0) H(421.0I 0.0) H(l117.lII 0.0) H(2oC&OI 0.0)
 

'Neg" .198L£ 'Neg". 421 L£ Wag .... l.L£ 'Neg".:H8L£ 
WegH .3"1 L£ Weg H • 661 LE Wag H .. 33Ii L£ WegH .. 412L£ 
Fang I Fang	 Fang Fang 

TG 2.12 

In der Turtlegraphik 2.12 ist der Kanalgrau unter­
legt dargestellt; die heiden Pfeile zeigeri die Stro­
mungsrichtung des W'assers an. Der Bund startet im 

22 Annales de Mathematiques pures et appliquees 13(1823)9. 
s. 289. (Samt einer Losung der AUfgabe, S. 289-303). Die Aufgabe 
.~st von mir aus dem Franzosisehen tibersetzt worden. 
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Punkt H, der Meister in M. Wir haben die Kanalaufgabe 
mit zusatzlichen Bedingungen erweitert und, zu Ver­
gleichszwecken, die jeweilige Verfolgungskurve ge­
zeichnet (Bahn 1-4) . Genaue Angaben beziiglich der Ge­
schwindigkeiten, de~ S6hielwinkels, der Flussbreite 
usw. kennen direkt oder indirekt ausdem Bild oder 
seiner Legende entnommen werden. Dort finden sich 
auch zu jeder der 4 Bahnen die numerisch gewonnen Ko­
ordinaten des Treffpunktes sowie die ent sprechenden 
Bahnlangen von Meister und Hund. 

Bahn'l: Fliessgeschwindigkeit [vW] und Schielwinkel 
[Sw] gleich null; identisch mit Bouguers 
Verfolgungsproblem. 

Bahn 2:	 Bedingungen' der Kanalaufgabe; zur Bewegung 
des Verfolgers nach Bouguer tritt zusatz­
lich eine durch, die Fliessgeschwindigkeit 
des Wassers bestimmte Translation. 

Bahn"3:	 vW~O; Verfolgungsstrategie 3 bei Sw=30o. 
Bahn 4:	 vW=-2; Verfolgungsstrategie 3 bei Sw=30o. 

Drei Monate nach Veroffentlichung'der oben erwahnten 
Losung der Kanalaufgabehat Querret diese in einfa­
cher Weise auf das Verfolgungsproblem von Bouguer zu­
riickge,fiihrt, so dass auch Bahn 2 eine Hundekurve 
ist. 23 ,Die Eigenschaft, Hundekurve zu sein, erweist 
sich als' translationsinvariant. 

Aufgaben 

2.13	 Simuliere die erweiterte Kanalaufgabe anhand 
eines selbstgeschriebenen Programmes am Bild­

,schirm.	 Variiere die Ausgangsbedingungen, ver­
gleiche die Ergebnisse und interpretiere sie. 

2.14	 Lose die Kanalaufgabe analytisch. 

~.15	 "A dog directly opposite his master on the banks of a stream, flowing 
with uniform speed, swims at a still-water speed of two miles per 
hour heading directly. towards, his master at all times. The man notes 
that the dog does not stop drifting down stream until he is two­
thirds accross :neasured perpendicularly to the banks, an that it 
takes five minutes longer to make the trip than if the water had been 
still. How wide is the stream?"24 ' 

23 Anna1es de Mathematiques pures et app1iquees 13 (1823) 12. 
s. 391f. 

24 Aufgabe Nr: 3690 (J.B. Reynolds)., In: Amer. Math. Monthly 
64(1957)2. S. 22. 
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2.2 Maupertuis' Verallqemeinerunq der Hundekurve 

Einige Tagenach Bouguers Vortrag seiner Abhandlung 
tiber das der Hundekurve zugrundeliegende Verfol­
gungsproblem (S. 14) ersann Maupertuis eine Losung 
"asses courte du meme probleme". 25 Diese Bemerkung mag 
ein Licht werfen auf die damalige Aktualitat des The­
mas. Wichtig ftir dessen weitere Entwicklung ist je­
doch' der Umstand, dass "Maupertuis seiner Losung ein 
anderes Verfolgungsproblem hinzuftigte, in dem - im 
Unterschied zu Bouguer - die fluchtlinie nicht bloss 
eine Gerade, sondern eine beliebige Kurve sein kann. 26 

Ab jetzt konnte das Zielobjekt auf.einem der Kegel­
schnitte - urn ein paar harmlose Kurvenbeispiele zu 
nennen - fltichten. Die Hundekurve nach Bouguer wurde 
zu ,einem Spezialfall der allgemeinen Bundekurve nach 
Maupertuis. So klein derSchritt zu dieser Verallge­
meinerung sein mochte, so gross war (und bleibt) 
deren mathematische Herausforderung. Schon im einfa­
chen falle de~ Kreises als Fluchtlinie gelangt Loria 
zur Beschreibung der entsprechenden verfolgungskurve 
a~f eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die 
"j~doch noch nicht integriert word~n" ist. 27 

Maupertuis' Sympathie fUr Verfolgungsprobleme hat vielleicht mit ein paar 
Ahnlichkeiten zwischen seiner und Bouguers Biographie zu tun. 

PIERRE LOUIS MOREAU DE MAUPERTUIS (1698-1759) 

~ranz. Naturforscher, Mathematiker und Philosoph
 
geboren am 28. September 1698 in Saint-Malo
 
gestorben am 27. Juli 1759 in Basel
 

Maupertuis war Mitglied der Pariser Academie des Sciences, in 
deren Auftrag er 1736/37 eine Forschungsreise nach Lappland un­
tertlahm, auf der er durch Gradmessung Newtons Theorie von der 
Abplattung derErde an den Polen bestatigen konnte. 1746-56 war 
er, . der "aplatisseur de la terre", Prasident de·r Akademie der 
Wissen~chaften in Berlin und folglich Vorgesetzter von,Leonhard 
Euler. Sein Prinzip der kleinsten Aktion (1744) als einer Art 
Weltformel bescherte ihm Streitigkeiten und Spott, so dass er 
sich 1756 verbittert aus dem 6ffentlichen.Leben zurUckzog. 28 

~ Maupertuis (1732) S. 15. 
26 "Je vais chercher les 60urbes que doit d~crire un Vais­

seau pour en poursuivre un autre qui fui t par quelque courbe 
donn~e quece soit [ ... ]." (1732) S. 15f. 

27 Loria (1902) S. 610. 
28 Vgl. Emil A. Fellmann: Leonhard, Euler. Reinbek bei Ham­

.. burg: . Rowoh1 t Taschenbuch 1995. S. 7.5-84. - Rudiger Thiele: 
Leonhard Euler. Leipzig: BSB G.G. Teubner 1982. S. 69-87. 



0.1 LE 

Bund verfOlgt Laufer auf Kreisbahn
 

- _. 
.. 1AI.iW1\.l .. IO.VOl 
.. MuooiIM 1.001 ,.t.e..ot.[ll 2000ep 

"HyIIGrHI ... 00£ -:.-==:r - ·M...,.............
"--L. -•.OLl ...... • ....us.W- M .. ULI ~l·"PoPl·2000lf ....... COl.!
s.__.... H .. aUf --­

TG 2.13 

.. l""'[LI .. lODOE -"Huftllltoil .. 120Gl: 

F11dll.l·8.1/W1 .. 2000 L[ 
S-W.... ,oon ..... 01 Lf 

TG 2.15 

......."I·,U.
 -......." ....
 

........... •..u
 ......_H. "'LI: 

H__-,
..,a.........
 
...... -1.'OU 

.­
""l. "ailE:....,H ....LI!'- . 

TG 2.14 

.. ~tll .. 200G!. -.. l1I.I'ld(H) .. ISOGE 

~l"""·200,OLE 
e.w-....H.. 

TG 2.16 

-,
.-...wlll .. "..oOl 
"'H!IIIlIIHI .. It.tOl 

AIlII".L...... -JDllOLE 
.......,H. U,U
 

E....; 

w.QL .. "lOLl 
w.QH .. 41Ull 

' ­

TG 2.17 TG 2.18 



35 

I' 
I 

Hundekurven 

2.2.1	 Flucht auf dem Kreis 

Maupertuis veranlasst uns zu einem kleinen Szenen­
wechsel, bei dem wir e~ wieder mit zwei Darstellern 
zu, tun haben, 'namlich einem Laufer, der auf einer 
kreisfarmigen Finnenbahn(Radius R = 200 LE) im Ge­
genuhrzeigersinn seine Trainingsrunden absolviert und 
dabei von einem Hund nach gewohnter Hundemanier (Ver~ 

folgungsstrategie 1) verfolgt wird (TG 2.13-18). Der 
Laufer startet injedem Bild im Punkt Lund joggt, 
wie sein im Punkt, H losrennender Verfolger, mit kon­
stanter (skalarer) Geschwindigkeit. 29 In den Graphiken 
2.13,14 und 18 'kommt der Hund von aussen gerannt, in 
TG 2.15-17 von innen, in TG 2.16-17 speziell vom 
Kreisbahnmittelpunkt. In TG 2.13,16 und 17 sind (in 
zeitlich konstanten Abstanden) Visierlinien des Hun­
des eingezeichnet; in TG 2.16-17 sind zusatzlich,die 
Normalenzur Verfolgerkurve, welche die Evolute er­
zeugen, gezeichnet.Der Leser mage unter Beachtung 
der jeweiligen Bildlegende dieseGraphiken studieren, 
urn daraus vermuiungen und'Erkenntnisse zu 'gewinnen. 

Wir bezeichnen mit, k wieder ,das Verhaltnis der Ge­
schwindigkeiten von Verfolger und Verfolgtem und nen­
nen in diesem Zusarnmenhang eip paar Ergebnisse aus 
der Theorie der Kreisverfolgung: 

~1:	 Der Verfolger kanndeI) Fltichtenden nicht ein­
holen. Die. Verfolgungskurve geht in den zum 
Fluchtkreis konzentrischen Grenzkreis oder 
Grenzzyklus30 mit Radius r = koR tiber; die An­
naherung des Verfolgers an den Grenzkreis 
erfolgt asymptotisch. 

k=1:	 r = R, d.h. der Grenzkreis und der Fluchtkreis 
decken sich. 

k>l:	 Der Fltichtende wird vom Verfolger (in endlicher 
Zeit) eingeholt. 

29 Es kommt auch hier -wie frtiher - ni,cht auf die Konstanz 
derGeschwindigkeiten von Fltichtendem und Verfolger an, sondern 
nur auf die Konstanz des Geschwindigkeitsverhaltnisses. 

30 "This example thus presents us with a phenomen, which _is 
often present in nonlinear systems ,nameIy , that, of a fixed 
curve toward which the motion tends asymptotically. To such a 
curve Poincare gave the name of limit cycle." Davis (1962) s. 
123. 
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Die analytische .Behandlung der Kreisverfolgung ist 
nach meiner Einschatzung zu schwierig fiir die gymna­
siale Stufe. Ich' verzichte daher auf einget.endere 
Theorie und verweise den Leser auf weiterfiihrendes 
Schrifttum im Literaturverzeichnis. 

2.2.2 Kafer verfolgen Kafer 

Ein Aufsatz iiber Verfolgungsprobleme'darf sich nicht 
iiber das sogenannte Kaferproblem ausschweigen,' das 
sich folgendermassen beschreiben lasst: 

n Kafer startenin den n Ecken eines regularen 
Polygons und verfolgen einander in zyklischer 
Reihenfolge (im oder gegen den Uhrzeigersinn) mit 
gleicher konstanter Geschwindigkeit. 
Gefragt sind die Form, die Lange und die Krilmmung 
der Verfolgungskurve, der augenblickliche Abstand 
der Kafer wahrerid der Verfolgung usw. 

TG 2.19 TG 2.20 

Die Mathematiker Brocard, .Lucas, Gardner, Steinhaus 
und viele andere haben" sich mit diesem Problem be­
schaftigt und ihre Lieblingstiere - meistens Kafer, 
aber auch Runde oder "verliebte Mause". - . ins Rennen 
geschickt. 31 Es ist ein dankbare.s Thema fiir den Unter­
richt, weil viel beziehungshaltige Mathematik anfal·lt 

31 Brocard/Lucas (1877) S. 280. - Gardner (1959) S. 113. 
Steinhaus (1964) S. 40. - Hainer/Stein (1974) S. 33f. 
Abelson/diSessa (1986) S. 72-76. 
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wie Trigonometie, komplexe Zahlen, Reihen, Rekursion,
I ,

vollstal'\dige Induktion, Grenzwerte, Bernoullische Un­
gleichung, Rektifikation, 'Krummung, Ouadratur und 
logarithmische Spirale. Letztere ist fur sich allein 
schon ein schier unergrundlicher Unterrichtsgegen­
stand. Man kann zudem den Spieltrieb etwas ausleben 
und die asthetische Seiteder Mathematik geniessen. 32 

In den letzten Jahren sind einige sehr leser.swerte 
Aufsatze . dazu.-, erschienen, insgesamt so umfassend­
auchbezuglich des Aufgabenmaterials -, dass wir ~ns 

hier mit ein paar wenigen, vorwiegend graphischen 
Erganzungen begnugen durfen. 33 

1. Kafer auf logarithmischen Spiralen 

Brocard weist in faszinierender Weise - ohne Rechnung 
- nach, dass die Verfolgungs-· und Fluchtkurven der 

.Kafer loqarithmische Spiralen mit dem Polygonzentrum 
als Pol sind (TG 2.19-2.23). In den Turtlegraphiken 
2.19-20 sind zusatzlich Visierlinien der Kafer einge­
zeichnet. ' 

TG 2.21 TG 2.22 

TG 2.21 zeigt die Verfolgung am regularen 20-Eck mit 
einer der 20 logarithrnischen Kurvem. In TG 2.23 ist 
die Verfolgung im gleichseitigen Dreieck dargestellt. 

32 Vgl. Rutherford, Boyd: Mathematical ideas in design. In: 
Scripta Mathematica 14(1948) S. 128-35. 

33 Bikner (1985) S. 385-92. - Kern (1986) S. 4-11. - Poppe
(1990) S. 10-13. . 
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TG 2.23. Logarithmisehe Spiralen und ihre Evoluten 
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Die Evoluten als EinhuIlende der Kurvennormalen sind 
wieder logarithmische Spiralen, eine der Eigenschaf~ 

ten, die fur deren Entdecker Jakob Bernoulli zum Sym­
bol fur die Unsterblichkeit wurden. 34 

2. Eine Verallgemeinerung~esKaferproblems 

Wir' zeigen anhand der Turtlegraphiken 2.24-25, wie 
~	 sich das Kaferproblem auf eine erste Art veral~gemei~ 

nern lasst. Die Ecken ~erregulare~ Achtecke seien ­
je bei der Ecke oben links beginnend ~ im Gegenuhr­
zeigersinn mit K1 bis Ke benannt. Anstatt der zykli ­
schen Verfolgungssequenz gelten nun in TG 2.24-25 die 
Reihenfolgen ~1-K3-K7-Ks-K8-K6-K2-K4-Kl beziehungE)weise 
KI-Ks-K3-K7-Ke-K4-K6-K2-Kl· 

TG .2.24	 TG 2.25 

Die vielen Kombinationsmoglichkeiten liefern beschau­
liche Muster mit und ohneSymmetrien. 

3. (Fast) ohne Rechnung bitte! 

In Aufgabensammlungen begegnen wirwiederholt, der 
Aufforderung, die Bahnlange der Kafer bei der Verfol­
gung im. Quadrat _. im Stil des Kaferproblems - ohne 
Rechnung zu bestimmen. 3S (Wir kommen darauf zuruck.) 

34 Er liess eine solche Spirale (9pira Mirabilis) auf seinen 
Grabstein in Basel meisseln und gab ihm die Inschrift Eadem 
mutata resurgo (Verwandelt kehr ich als dieselbe wieder) . 

35 Butchart, J.R., Leo Moser: No calculus, please. In: 
Scripta Mathematica 18(1952) S. 223. - Gardner (1959). S. 113. ­
und andere. 
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TG 2.26-2.32 (von links oben nach rechts unten) 
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Diese Aufgabe erweitern wir zum reizvollen Auftrag an 
die SchUler, die BahnlAnge der KAfer be~ der Verfol­
gung im regulAren n-Eck schle,chthin fast ohne Rech­
nung zu ermitteln. 

Losung: Die KAfer befinden sich zu jedem (endlichen) 
Zeitpunkt der Verfolgung in den Ecken eines regulAren 
n-Ecks mit gemeinsamem Mittelpunkt und dem Aussenwin­
kel lp = 2n • Das Startpolygon habe die SeitenlAnge s;n . 
Ki , Ki +1 und Ki+2 seien drei seiner benachbarten, mit 
den KAfern identifizierten 
Ecken. v sei die Verfolgungs- ~~...1(""2­

geschwindigkeit, v' die skala- y~ 
re Komponente in Richtung . der _._v_...~__.-:;...'CP~...~ _ -
Geraden (Ki Ki +1 ) gemAss neben- 1<.. I(HA y­

stehender Skizze. Der Kafer Ki 
nahert· sich Ki+l mit der Ge- ... 
schwindigkeit v-v'. Wenn wir die Treffzeit mit ~ und 
die Bahnlange mit L n bezeichnen, dann gilt: 

s == (v-v') ~ = (v-vcos<p) ~ = v~ (1-cosq» =Ln (1-cosq», 
a I so Ln =

. s 
2' 

l-COs 2 
. 11 

~m FaIle des Quadrates ist jeder der vier KAfer ein 
Querlaufer bezUglich seines Verfolgers. Der Cosinus 
verschwindet: Die einzelne Verfolgungskurve ist eben­
so lang wie die Quadratseite. 

4. Kafer wagensich in die GAUSS-Ebene 

In den Turtlegraphiken 2.28-30 sind drei aus gleich­
seitigen Dreieckszellen zusammengesetzte Sechsecke 
abgebildet. In den Zellen ihrerseits sind die Bahnen 
und Visierlinien einander verfolgender KAfer zu er­
kennen. Diese. krabbeln in den ers.ten beiden Figuren. 
abwechselnd links- und rechtsherum, wAhrend sie in 
der dritten Figur dem Gegenuhrzeigersinn treu blei­
ben. 

Jedem KAfer im Sechseck ist ein '''BildkAfer'' in der 
GAUSS-Ebene zugeordnet, der dort nach einer der vier 
komplex-analytischen Zuordnungsvorschriften f( z) = Z2, 

Z3, exp(z) oder sin(z) mit krummem Blick seine Verfol­
gungspur zieht (TG 2.26,27,31,32). Die mathematische 
Interpretation der Bilder wollen wi~ dem Leser ebenso 
Uberlassen wie die Beurteilung des kUnstlerischen 

. Talents der BildkAfer. 
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Aufgaben 

2.16	 Lose das Kaferproblem apalytisch fur ein belie­
biges n und beantworte die dazu gestellten Fra­
gen.· Bestatige insbesondere die obige Formel 
fur die Bahnlange Ln.· 
Diskutiere Deine Ergebnisse fur den cFall, dass 
n gegen unendlich strebt. 

2.17	 Der Inhalt einer schwar'zen (oder weissen) Spi­
ralflache. in TG 2.22 ergibt sich unmittelbar 
aus der Zeich~ung. Ermittle ihn ubungshalber 
auch noch rechnerisch. 

2.18	 Erzeuge mit dem Computer weitere Kaferverfol­
gungsmuster im Sinne von Abschnitt 2, S. 39. 

2.19,	 Das Kaferproblem lasst sich beispielsweise noch 
auf diefolgenden drei Arten verallgemeinern: 
a) Verzicht auf die Regularitat des StartpQly­
gons und/oder 
b) Verzicht auf die Gieichheit der Geschwindig­
keiten. 
Untersuche diese FaIle graphisch-numerisqh. 

2.3 Geschichtliches 

Verfolgungsprobleme durften so alt sein wie der Jagd­
trieb von Mepsch und Tier, werden aber fiir die Ge­
schicht,eder Mathematik erst mit ihrer mathematischen 
Beschreibung und eventuellen Losung bedeutungsvoll. 
Nach Tropfke sind Bewegungaufgaben und damit Verfol­
gungsprobleme im beso,nderen "in den agyptischen und 
babylonischen Texten nicht iiberliefert". 36 Das bekann­
teste Beispiel aus der friihen Literatur ist wohl die 
Bewegungsstudie des Zenon von Elea (um 490 bis 430 v. 
Chr.) iiber "Achilles und die Schildkrote"; die den 
Denker in Widerspruche zwischen Theorie und Erfahrung 

. verwickelthatte. War das ein Grund, dass Verfol­
gungsprobleme "merkwiirdigerweise [ .. ] auch in den 
griechischen Aufgabensammlungen" fehlen?37 

36 Tropfke (1980) S'. 588. 
37 Tropfke (1980) S. 588. - Ahnlich aussert sich Smith 

(1917) S. 69f. 
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Wir finden Verfolgungsaufgaben"erstmals bei den Chi­
nesen [schon im Chiu Cha~g Suan Shu, einem Rechenbuch 
der ~rfihen Hanzeit (202 v.Chr.'bis 9 n.Chr.)],dann 
bei den Indern und Arabern, fiber die sie dann ins 
Abendland gelangt sind". 38 Dabei ging es urn die Ver­
folgung etwa von Boten,Dieben, gefllichteten Sklaven 
oder Schiffen. Das schon in Ch~na benutzte Motiv vom 
den Hasen verfolgenden Hund war besonders im Spit ­
mittelalter recht beliebt (vergleiche Titelbild) . 

Bis .dahin verlief die Verfolgung stets· lings einer 
Geraden, "les courbes de poutsuite a deux dimensions 
n' ont pas ete etudies avant Ie XVTlle 

· siecle" . 39 Rund 
50 Jahre nach der Begrfindung der Infinitesimalrech­
nung durch Leibniz lost Bouguer 1732 mit ihrer Hilfe 
sein Verfolgungsproblem (S. 14). Die courbe du chien 
und das verallgemeinerte Problem von Maupertuis (S. 
33) machen die Runde nach England (the Curve of Pur­
suit),· Italien (curva di caccia), Deutschland 
(Hundekurve oder selten Hasenlinie) und· knapp 100 
Jahre spiter wieder zurfick nach Frankreich. Seitdem 
gibt es eine Ffille von Abhandlungen- auch von nam­
,haften Mathematikern, wie wir schon .frfiher erwihnt 
haben - in deren· Zentrum des Interesses hiufig die 
Flucht auf dem Kreis steht. An die Stelle des vom 
Hund verfolgten Hasen tritt. die lings des Randes 
eines kreisformigen Wasserbeckens schwimmende Ente. 40 

"Present-day textbooks ignore the curve of pursuit 
altogether", schreibt Puckette, und meint: "Nothing 
essentialy new appears to have been introduced since 
Maupertuis' problem, either here or abroad". 41 Er 
relativiert diese Aussage aber mit der berechtigten 
Vermutung, das s die Theorie der Verfolgung mit der 
Konstruktion selbstgesteuerter Lenkwaffen eine neue 
Aktualitit und Entwicklung erfahren habe (vgl. Ab­
·schnitt 4.3). 

38 Tropfke (1980) 5. 589.
 
39 C1arinval (1957) 5.25.
 
40Der an Verfolgungsproblemen und ihrer Geschichte inter­


essierte Leser s~i auch verwiesen auf Arthur Bernhart: 
- Curves of pursuit. In: 5~ripta Math. 20(1954) 5. 125-141; 
- Curves of pursuit II. In: Scripta Math. 23(1957) 5. 49-65; 
- Polygons of pursuit. In: Scripta Math. 24(1959) 5. 23-50; 
-Curves or general pursuit. In: Scri'pta Math. 24 (1959) S. 189­
207. 

41 Puckette (1953) S. 258. 



3. SCBLEPPKURVEN
 

Unser Hund, die zentrale Figur im vorigen Kapitel, 
hat inzwischen seine "Angriffslust" verloren und sich 
zum Schlittenhund gewandelt. Als solcher zieht er nun 
- der sog. Leitkurve (der Fluchtlinie entsprechend) 
wie Gerade oder Kreis folgend - an einer Deichsel fe­
ster LAnge einen Schlitten,dessen ~ufen Spuren im 
Schnee hinterlassen. Es sind· die aus der Verfol­
gungsstrategie 2 (S .. 10) sich ergebenden Schleppkur­
ven. Der bisherigen. Redensart gemAss konnen wir 
zwanglos feststellen: Der auf den Hund ausgerichtete 
Schlitten "verfolgt" jenen, den "Fluchtenden", unter 
Wahrung eines konstanten Abstandes. 

Was fur Bouguer die Hundekurve und fur Maupertuis die 
al1gemeinen Hundekurven sind, bedeuten fur Perrault 
die Traktrix und fur Euler und andere die al1gemeinen 
Traktrixkurven. Diese Analogien zeichnen den Weg und 
die Methoden fur dienAchsten zwei Abschnitte gewis­
sermassen vor' und erlQ.uben Abkurzungen. Obwohl wir 
das Bild vom Hund-Schlitten-Gespann nun verlassen, 
kommt der Hund doch noch nicht ganz zur Ruhe. 

1m Gegensatz zu Bouguer hat Perrault, wie wir gleich 
erfahren werden, sein Problem lediglich gestellt 
gelost wurde es zuerst von Huygens, der der erzeugten 
Kurve den Namen Tractoria (Zuglini~) gab (1693).42 

3.1 Perrau1ts Taschenuhr und die Traktrix 

"Claude Perrault (1613-1688), ein vielseitig gebildeter Pariser Arzt, der 
als Musiker, als Mechaniker, a1s Architekt [ .. ] b~kannt ist, stellte vielen 
Mathematikern, zuletzt auch Leibniz, die von ihm selbst [ .. ] nicht bewal­
tigte Aufgabe, die Curve zu finden, welche ein an dem Ende B eines Fadens 
AB befestiges Gewicht beschreibt, wahrend das andere· Fadenende A langs 
einer geraden Linie hingeflihrt wird. Als Beispiel benutzte Perrault dabei 
seine silberne an einer Kette befestigte Taschenuhr, welche er in' der 
vorgeschriebenen Art liber den Tisch zog ~ ,,43 j • 

Diese dynamisch erzeugte Kurve, die Traktrix, lAsst 
sich geometrisch-statisch,wie folgt ~harakterisieren: 

Die Traktrix ist eine Kurve mit' der Eigenschaft, 
dass der TangentenabSChnitt zwischen Beruhrungs­
punkt undeiner festen Q~ritden g' konstante Lange 
a hat. 

42 Cantor (1901) S. 214f.
 
43 Cantor (1901) S. 214.
 



45 Schleppkurven 

1. Gleichungen der Traktrix 

Als feste Gerade g wah­

len wir die x-Achse;
 
P(XiY) und Z(xz,O) seien
 

Adie Endpunkte des Tan­

gentenabschnitts mit der
 

,konstanten Lange a. Die
 
Starttangente liege auf
 
der y-Achse; A(O, a) 'ist
 a
 
demzufolge der Start ­

punkt, s der Kurvenbogen
 
von A bis 'P. Der be­

tragsmassig unendlich
 

, gros s'en Steigung der Abb. 3.1 

x 

Starttangenteweich~n 

wir aus, indem wir zur 
Erstellung der Differentialgleichung den reziprok~p 

Wert'des (im ersten Quadranten negativen) Tangenten­
, anstiegs einbringen. Es ist 

dx = x-xz • (12) 

,dy "y-' 
Mit PZ=a bekommen wir nach Pythagoras 

X-Xz = _~. (13) 
y y 

Wir setzen (13) 'in (12) ein und erhalten bereits die 
Differentialgleichung der (halben) Traktrix: 

Nach der einfachen Variablentrennung bleibt das Inte­
gral mit der Integrationskonstanten C 

a2 x = -f V ...y2 dy + C (15) 
" Y 

zu berechnen. Je nachAnspruch greift man zur Formel­
sammlung, lasst die 'Aufgabe von einem symbolisch 
rechnenden Programm erledigenoder lost sie selbst. 
Wir fiihren di,e Integration im. Anhang AS durch und 
libernehmen vondort die (integrale) 

Gleichung der (halben) rraktrix: 
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Abb. 3.2 zeigt das der Diff~rent{ial­
gleichung (14) zugrundeliegerideRich­
tl,lngsfeld samt einer Bahn. 44 . Fiir die 
mit Maple hergestellte Graphik wurde 
a=1 gewahlt. 45 . 

2. Rektifikation der , Traktrix' 

\ 11'11\\\\\\""">
I n\\\\\\\\',,', '" ',' ,
I I ~ \ \ \ \ \ \ \ , " , '," '". 
II \\\\\\\"'S""'-­
I I \ \ \ \ \ \ \ \ "'-""',"',. 

'1\\ \\\\\\"'-""""'"
I \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ , , ,,',." 

'1\\\ \\\\\"'-"","'" 
I\\\\~\\\\"","'" 
I \ \ \ \ \ \ \ \ \ "'-',"""'" 
\\\\\\ \\\\,"'''''.,- ­

,,\\\\\\\ \\",-"""" 

o 

\\\\\\\\ \\,","'"
\\\\\\\\\ "'-,"'",-, 
11\\\\\\\\ ,'"',,,,, ­
I I \ \ \ \ \\ \\.\~~"""-­
\ \ \ \ \ \\\ \\\,' """'." 
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, • ...I,~.~y.,o.,~...... 
'0.2\ 0.4 0.' 

Abb. 3.2 

Nebst dem Bogendifferential ds sind die Differential ­
2 

quotienten dx und d x Schliisselelemente beziiglich
dy dy 2 

Bogenlange und Kriimmung derTraktrix. ddx ist mit (14)y . 
schon bekannt. Mit Bezug auf Gleichung_ (16) bestatigt 
man leicht durch Nachrechnen, class gilt: 

(17) 

Aus (ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 bilden wir ~; = - ~ (:r+1 und 

erhalten nach Einsetzen von (14)
 
ds _ a
 
dy - y'
 

Trennung der Variablen und anschliessende Integration 
fiihrt zu s = -alny + C. Da der Kurvenbogen in A (0, a) 
beginnen solI, ist·s (a) =0 und somit C= a Ina ..Die Lange 
des Kurvenbogens AP (Abb. 3.1) berechnet sich daher 

44Wir beschranken uns bis auf weiteres auf den im 1.' Qua­
dranten gelegenen Teil der Trakt:rix. Die Ergebnisse lassen sich 
wegen der Symmetrie zur y-Achse leicht auf den im 2. Quadr~nten 
gelegenen Teil libertragen(vgl. Aufgabe 3.2). 

45 Zu den Plotbefehlen siehe Anhang A7. Die Koordinatenach­
sen liessen sich,leider nicht wie gewohnt plazieren. 
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nach der Formel 

s = aln a mit O<y~a. (18) 
y 

3. Krummung und naturliche Gleichung der Traktrix 

1m Anhang A2 haben wir fur den Krtimmungsradius R die 
folgende Formel hergeleitet 

R(y) 
_.(1+( :ni 

d2x 
dy 2 

Unter Einbezug der Gleichungen (14) und (17) erhalten 
wir nach kurzer Rechnung furtlen KrUmmungsradiu8 R 
der Traktrix das Resultat 

R (y) = a va 2- y2 ( 19) 
Y 

und fur die KrtimmungK den reziproken' Wert 
" 

K(y) d Y (20) 
ava 2 _ y 2 

Die Krtimmung strebt gegen ~ fur yia und erwartungsge­
mass gegen 0 fur y~O. 

Wir machen bei dieser Gelegenheit den Krummungsradius 
Rauch noch in Abhangigkeit der Bogenlange s verfug­
bar, weil wir spater darauf angewiesen sind. 

Dazu schreiben wir R (y) in der Form R (y) ~ a ~ (~r -1 

a 
und ersetzen a dank Gleichung (18) durch e s, was uns y
 
zum gewunschten Ergebnis fuhrt:
 

Das ist gleichzeitig die ,Gleichung der Traktrix in 
den natdrlichen,Koordinaten R und s. 

Die Gleichung (21) ist in dieser Form unabhangig von 
der Einbettung der Traktrix in die Ebene. 
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3.1.1 Die Kettenlinie als Evolute der , Traktrix' 

Die Traktrix ist die Animatorin zu einem interessan­
ten Ste1ldichein des "Trio E", bestehend aus Envelop­
pe, Evolute und Evolvente - drei Begriffe, die wir 
als bekannt voraussetzen. 

An der Leine gezogener Hund 

Endlage: M'(619.9610.00) 
H·(373.44/41.59245948) 

Weo M' • 619.96 LE
 
Weo H' • 448.42 LE
 

.---­
.. _----" ." 

----~ 

M(OIlI) Meisler •••> M' 

TG 3.1 

In der Turtlegr.aphik 3.1 zieht (schleppt) der Meister 
auf seinern Spaziergang langs der Geraden von M nach 
M' den Hund ander Leine von H nach H'. Der alE Punkt 
gedachte Vierbeiner beschreibt dabei bekanntlich eine 
'l'raktrix. 46 Diie abstandsweise· vorn Hund zurn Meister ge­
zeichneten Tangentenabschnitte stehen fUr di~.Leine 
oder die Visierlinien des Geschleppten. Die Schar der 
dazugehorenden, nach oben verlaufenden Kurvennorrnalen 

46 Achtung vor einer Sprachverwirrung! Das in der Literatur 
vorkommende Motiv des an der Leine gezogenen HUndes ist Ursache 
daftir, dass in alteren, aber gelegentlich auch noch in jtingeren 
~chriften statt der Bezeichnung Traktrix der inzwischen mehr.... 
heitlich in unserem Sinnegebrauchte Begriff der Hundekurve (!) 
aufscheint. 
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Schleppkurven 

besitzt eine Enveloppe(Htillkurve); es ist die Evolu­
'.	 te (Krtimmungsmittelpunkts-Kurve) der Traktrix, die 
als. deren Ausgangskurve selbst eine Evol vente (Ab­
wicklungskurve) der Evolute ist. 

1st die Evolute der Traktrix eine Parabel (wie Gali- ­
lei in einem anderen Zusammenhang· vermutete)? Die 
Antwort ergibt sich aus der analytischen Be­
schreibung, die wir zwecks Methodenvergleich in drei 
Versionen - "urchig", "mittelbar" und "elegant." - angehen 
wollen. 

"Urchige" Methode: Die (glatte) Ausgangskurve besitze im Punkt P einen 
Kriirnrnungskreis mit endlichem Radius,-Wenn wir einen benachbarten Kurven­
punkt P' von P nach P streben lassen, dann r-ahert sich der Schnittpunkt-der 
Kurvennorrnalen durch P bzw. P' dem'Mittelpunkt des Krlimrnungskreises von P 
und komrnt im Grenzfall auf ihnzu liegen. Diese Methode flihrt beispielswei­

. se bei den Kegelschnitten "leicht" zur Evolutengleichung; benimrnt sich aber 
im FaIle der Traktrix rechnerisch.so widerspenstig, dass wir.sie nicht wei­

'ter verfolgen. 

"Mittelbare" Methode: P(x,y) sei. ein von A(O,a) verschiedener 
Punkt auf der Traktrix, Z(xz,O) der zugeordnete Schnittpunkt 
der Tangente durch P mitder x-Achse. Dann gilt nach dem.Satz 
des Nikolaides (1866), dass die Kurvennormale n T durch P und 

.. die Normale nB auf die Leitkurve (x-Achse) ,durch Z einander im 
Mitteipunkt M des Kriimmungskreises von P s'chneiden. 

Wenn wir in den fleichungen von n T : TJ = - :~ + (Y+ ~;x). und 

von nB: ~ = x+Ja L y 2 den Term ~;' und die Variable x mit 

Hilfe von (14) bzw. (16) durch die entsprechenden Terme in y 
ersetzen, ergibt der Schnitt von nT und nB den Mittelpunkt 
M(u, v) mit 

u=aln a+va2 _ y 2 undv= a 
2 

y y 
Durch Elimination von y erhalten wir die gesuchte Ortskurve 

von M, die Bvolute, in der 'Gestalt v = ~(e ~ +e -~) und nach 
2. . 

Umbenennung von u und v in x bzw. y in der Form 

(22) ist die Gleichung der Ketten1inie in den karte­
sischenKoordinaten x und y.47 . 

47 Merkhilfe zu (22): Die Punkte P der Kettenlinie sind die 
Mittelpunkte der auf der vertikalen durch P liegenden Punkte der 

:t:lE 
Graphen von y=pe a 
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"Elegante" ~ethode: cesaro, einer der Vater der na­
tiirlichen Geometrie, hatte wahrscheinlich geschmun­
zeIt iiber die Losungsmethode 2,ganz zu schweigen vom 
Losungsversuch 1. Seinen Pfaden folgend bezeichnen 
wir die Bogenlange derEvolute mit SI' den Kontingenz­
winkel mit d<Pl und den Kriimmungsradius mit R l • Die 
Bogenlange der Evolute andert sich jeweils um das 
Stiick, urn das sich der Kriimmungsradius der Traktrix 
andert, d.h. dS l = dR. Bei geeignet gewahlter Inte­
grationskonstanter folgt daraus sl=R. Da defini­
. . dS 
tionsgemass Rl=---dl ist unddie Kontingenzwinkel ~ 

CPl
 
und d<Pl gleich sind, gilt:
 

R - dSl - dR_ dR ds = dR R. 
1 - dcp 1 ..., dcp - ds dcp ds . 

Urn die Bogenlange SI ins Spiel zu bringen, ersetzen 

awir R rechten	 Term a Ve 2S -1 von Gleichung 
(21)	 • dem Ableiten von R nachs unter 

ch zu 

Das ist die Gleichung der Kettenlinie in den natur­
lichen Koordinaten 8 1 und ~. 

Die Kettenlinie oder Seilkurve, von Huygens Catenaria 
genannt (1690), ist fiir den Physiker ein Bogenstiick 
mit moglichst tiefem Schwerpunkt. In der kinemati­

. schen Geometrie erscheint sie als Ortslinie des 
Brennpunktes einer auf einerGeraden abrollenden Pa­
rabel. 

3.1.2 Die ' Traktri.x' als Erzeugende der Pseudosphare 

Wir lassen die Traktrix urn ihre Asymptote rotieren 
und erhalten so die in Abb. 3.3 dargestellte Rota­
tionsflache mit ein paar eingezeichneten Kriim­
mungslinien Schnittkurven mit Ebenen durch die 
Drehachse (Traktrizes) und senkrecht zur Drehachse 
(Kreise). Zu jedem beliebigen, nicht auf der Kante 
sitzenden Punkt P der Drehflache gibt· es zwei or­
thogonale Tangentenrichtungen, beziiglich derer dereine .	 . 
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Abb. 3~3 

Normalschnitt (Traktrix). - das dreidimensionale Koordinatensy­

stem sei so gelegt, dass letzere wie in Abb. 3.1 zu liegen kommt - maxi­
male positive Kriimmung KI , der andere Normalschnitt 
minimale negative Kriimmung K2 hat. RI und R2 seien die 
zugehorigen Kriimmungsradien (Abb. 3.4). 

Nach Gleichung (20) ist Kl~ Y Es gilt nunava 2 _y2 

1 
~ = R zu berechnen. Aus cler Ahnlichkeit der Dreiecke 

2, 

PM2P' und ZPP' erhalten .wir (unter Beachtung, dass 
va 2 y 2 

somit ist = 
_

K2 ay 

Man erkennt ~nmittelbar, dass das Produkt der beiden 

Kriinunungen _1m ist, d.h.: 

Die Gauss-J(rummungder ~otationsf1i.che der Traktrix 
hat,konstanten negativen Wert. Die Strecke a ist Hohe 
im rechtwinkligen Dreieck . MI M2 Z (Abb.' 3.4) . 

Pseudosphare: Die Kugel (Sphare) hat eine konstante 
positive Gauss-Kriimmung. Die durch Rotation derTrak­
trix umihre Asymptote erzeugte Flache wird in Analo­
gie dazu PseudosphAre genannt. 

Anmerkung: Es scheint mir sinnvoll, irn, Unterric'ht propadeutisch an die 
Thematik der Krfunmung im Raum heranzufUhren. Methodisch hilfreichfUr das 
Be-greifen ist die Tatigkeit der SchUler an selbstgebastelten Modellen aus 
geeignetem Material (Styropor, Kitt usw.). Das didaktisch Mogliche wird 
nicht nur 'durch die Schwierigkeit des Themas, sondernmindestens so sehr 
durch die fehlende Musse und durch das tendenziell sinkende durchschnitt­
liche Leistungsniveau in der Kla,sse eingeengt. 

'\ 



Schleppkurven 52 

Aufgaben 

3.1	 Studiere den Satz des Nikolaides und zeige, dass 
er sich an der Turtlegraphik 3.1 pewahrheitet. 

3.2	 In den Unterabschnitten3 .1-3.4 haben wir uns auf 
den im 1. Quadrantel1gelegenen Teil der Traktrix 
beschrAnkt. Leite die entsprechenden Ergebnisse 
fur denim 2. Quadranten gelegenen Teil der Trak­
trix her. Was Andert - was bleibt gleich? Besteht 
Einklang mit Deinen Erwartungen? 

3.3	 Durch Ziehen eines schweren Massepunktes an einem 
Faden lAsst sich unter Beibehaltung der Zugrich­
tung hochstens die halbe Traktrix bilden. In­
w~efern nimmt die mathematische Aussagekraft des 
mechanischen Modellszu, wenn wir den Faden durch 
eine Stange verna6hlAssigbarer Masse ersetzen? 

3.4	 Berechne die LAnge des in der Turtlegraphik 3.1 
dargestellten Weges, den der Hund zurtickgelegt 
hat. Die notigen Angaben la~sen sich aus der Bildlegende ermit­

teln.	 Vergleiche mitdemvon der Turtle gemessenen 
Wert. Wie gross ist der prozentuale Fehler? 

3.5	 Betrachte die Traktrix tiber dem Intervall [O,a] 
und berechne: 
a) die zwischen ihr und ihrer Asymptote gelegenen 

FIAche; 
b) das Volumen des bei der Rotation urn die Asym­

ptote entstehenden Drehkorpers; 
c) die OberflAche dieses Drehkorpers. 

3.6	 Welcher ~urve folgt ein beliebiger Punkt zwischen 
den Leinenenden beim Schleppen des Hurides IAngs 
einer Geraden? Beantworte die Fragegraphisch 
(Computerprogran~) und analytisch. 

3.7	 Beweise: AIle Kettenlinien sind Ahnlich. . . 
3.8	 Berechne die BogenlAnge der Kettenlinie tiber dem 

Intervall von x=a (~O) bis x=b. 

3.9	 Bestimme die Menge der Punkte auf der Pseudo­
sphare, in denen die maximale bzw. die minimale 
Kriimmung der durchsie laufenden Normalschnitte 
betrags~assig gleich gross sind. 
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, . 

3.2 Die Traktrix des Kreises 

Es liegt in der Luft, d~ss wir - Maupertuis folgend ­
als Leitkurven nunmehr Kreise, Klothoiden usw. zulas­
sen und so die Traktrix einer beliebigen Kurve erhal­
ten. 

1m FaIle des Kreises als Leit­
kurve ist es schon 'Riccati 
(1676-1754) und Euler (1707­
1783) im Jahre 1752 bzw. 1775 
gelungen, die Kreistraktrix 
durch Integration der betref­
fenden Differentialgleichung zu 
finden. Wir lassen uns nicht 

\ I 

\~ j auf die Analysis der Kreistrak­
trizen ein. Abhandlungen dar­
uber finden sich bei Loria~.:/ 
(1902), S. 566-572, und bei 
Heinemann (1972), S. 20-27. 

Das Motiv zu den Turtlegraphi­
ken 3.2-4 entstammt einer Kind­
heitserinnerung: Ein Kind (K) 
zieht auf einemfrisch geteer­
ten, kohlrabenschwarzen Park­
platz (damals eine Neuheit!) 
einen an einer Schnur befestig­
ten weissen, seine Spur auf­
zeichnenden Gipsklotz (G) hin­
ter sich her. Fur das Weitere

G 

sind bei diesem "Erlebnis" nur 
noch der Radius R des Kreises, 
den das Kind im tiefsten 
Punkt K startend - im.Gegenuhr­
zeigersinn abschreitet, und die 
Lange L=KG «R) der Schnur von 
Belang. . 

In jeder. der drei Graphiken 
nah~rt sich die Schleppkurve 
asymptotisch dem zum Basiskreis 
konzentrischen Grenzkreis mit 
Radiusr (vgl. Aufgabe 3. 12). 

TG 3.2-4 In TG 3.4 sind zusatzlich Nor-
male zur Schleppkurve gezeich­

net; ihre Einhullende bildet bekanntlich die Evolute 
der Ausgangskurve. (Um das Bild nicht zu tibedaden, haben wir das 
Kind nach einer Drehung von 450 0 gestoppt.) 

I 
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Die Kreistraktrizen in TG 3.5-6 sind geschlossen. Es 
lasst sich zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, 

wenn das Verhaltnis aus Lund VL2-R2 rational ist. 
Dies bedingt L>R, so dass die Schnur durch eine 
Stange (vernachlassigbarer Masse) zu ersetzen ist, 
daffiit der Klotz Gauch gestossen werden kann. \ 
Wenn wir fur Lund Rnur ganzzahlige Werte zulassen, 
dann besagt die obige' Rationalitatsbedingung:Es gibt 
eine positive ganze Zahl - setzen wir fur diese S -, 

so dass ~1~lll::il[.w· ':~:;::::' .~~~ii ist. (Zur Bedeutung von S vgl. Auf­
gabe 3.13.) 

Fazit: Wenn (L,R,S) ein pythagoreisches Zahlentripel 
(mit L>R,S) bildet, dann ist die Traktrix des Kreises 
mit dem Radi us R und der Stangenlange Leine ge­
schlossene Kurve mit 2-S/ggT(L,R) Spitzen. 

Aufgaben 

3.10· Erkunde die Bedeutung. der Schleppkurven in der 
Praxis des' Strassen- und Schienenbaues. 

3.11	 Zeichnemit Turtle-Graphik Schleppkurven von Ke­
gelschnitten und der Klothoide. 

3.12	 Es sei L<R. Stelle eine Beziehung her zwischen 
L, R sowie r und erprobe diese an TG 3.5 und TG 
3.6.	 Erlautere,den Spezialfall L=R. 

3.13	 Erzeuge Bilder wie TG 3.5 (Tripel (17,15,8» und 
TG 3.6 (Tripel (85,36,77»; bestatige experimen­
tell, dass das Doppelte von S die Zahl der Spit ­
zen der geschlossenen Kreistraktrix angibt. 

TG 3.6
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3.3 Radspuren auf der Spur 

Das "Stahlross" ist nebst deh Beinerr das meistve!:breitete Fortbewe­
gungsmittel des Homo sapiens. Nach Schatzungen des Velohandels 
werden im .Jahr weltweit rund 100 Millionen Fahrrader produziert. Die 
Werbung weiss es - Radfahren h,3.lt gesund, macht fit und schont die 
Umwelt - und beruft sich auf die Aussage von Winston Churchill, dass 
keine Stunde im Leben, die man im Sattel verbringt, verloren ist! 

. Nachdem der Fahrradboom zu liberborden droht, schlagen wir die Ein­

. flihrung einer obligatorischen Filhrerprlifung vor und liefern der 
Verordnungsbeh6rde gleich ein paar Prlifungsaufgaben. 

TG	 RSI TG RS2 

In den Tuttlegraphiken RSI und RS2 sind die Spuren 
eines Fahrrades gezeichnet. Die Velofahrprlifung hat bestan­
den, wer die folgenden Aufgaben zu 99% richtig gel6st hat. 

1.	 Ordnen Sie in T~ RSI und RS2,das Vorder- und 
das Hinterrad der entsprechenden Spur zu. 

2.	 Lisst sich in TG RSI und RS2 aus den ~puren die 
Fahrtrichtung (~oder~) erkennen? I 

3.	 1st es einerlei, obKilometerzihler und Dynamo 
am Vorder- oder am Hinterrad montiert sind? 

,4. Erkliren Sie die Lenkgeometrie des Fahrrades.' 
5.	 Ermitteln Sie in"TG RSI den ungefihren Abstand 

der Auflagepunkte V und H des Vorder- bzw. des 
Hinterrades beim Mass~S,tab 1: 140. 

6.	 Beschreiben Sie die Vorder- (v) und'die Hinter­
radkurve (h) hinsichtlich Symmetrie und Kriim­
mungsverlauf. Decke~ Sie die Zusammenhinge zwi­
schen v und h einerseits und zwischen TG RSI 
sowie TG RS2 andererseits auf. Ziehen Sie dabei 
die Schnittpunkte der Spuren mit in Betracht. 

7.	 Das Hinterrad eines Velos fahTt von einer Ge­
raden in einen rechtsdrehenden Viertelkreis 
(r=6cm) und verlisst diesen tangential zur 
Ausfahrtsrichtung. Konstruieren Sie die ztige~ 

horige Vorderradkurve (bei VH~2cm) . 

Erlaubte Hilfsmittel: Papier, Bleistift, Geodreieck,Meterstab und 
ein Faprrad samt einer Uinglichen Wasserpflitze im sonst trockenen, 
geteerten Innenhof des Prlifungsgebaudes. 
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Die Kurvendiskussion etwa im Sinne von "Pr'ilfungsauf­
gabe" 6 solI bis zum Schluss des Kapitels Auftrag zum 
vorliegenden Anschau~ngsmaterial bleiben. Es werden 
dabei (fast) keine Rechnungen angepeilt - wir wtirden 
uns damit ohneh~n die ZAhne ausbeissen. Die Thematik 
ermoglicht auch'ohne formalen Kalktil in vorztiglicher 
Weise, Mathematik "von unten her" zu lernen: "Fragen 
sehen ,und produkt iv, damit umgehen". 48 Das Aufsptiren 
von Unerwartetem" ja Paradoxem nimmt den Radspuren 
die Langeweile alltAglicher Erscheinungel1 und fordert 
bizarre, ansprechende Formen zu Tage. Auch wenn un­
sere vom Computer gezeichneten , Radspuren' mehr oder 
weniger starke Idealisierungen sind, so ist ihr Bezug 
zur'Wirklichkeit doch erkennbar. Man wird den Schtiler 
ohnehinden Weg vom Experiment bis ~ur mathematischen 
Aufbereitung und Verallgemeinerung des Themas gehen 
lassen. Zum Experiment brau~ht es, wie oben angedeu-" 
tet,· nicht viel: ein Fahrradmit nassen Reifen "und 
eine geeignete Unterlage. 

Es bleibt noch die Frage nachzuholen, inwieweit die 
Spur des Hinterrades als Scllleppkurve der Vorderrad­
spur angesehen werden kartn. Wegen der geschwungenen 
Gabelscheide verkleinert sich der Abstand der Aufla­
gepunkte V und H - d.h. die LAnge des Tangentenab­
schnitts zwischen den Spuren -umsomehr, ,als der Len­
ker von der Orthogonalen zur Ebene des Fahrradrahmens 
abweicht. Mechanikkornmt ins Spiel! 49 Der Konstanz des 
Abstandes der Auflagepunkte V und H zuliebe sei die 
Vorderrqdgabel unseres "Fahrrades" - wie diejenige 
eines billigen Kinderdreirades - geradlinig und stehe 
zur Fahrtrichtung orthogonal. 

3.3.1 Sinustraktrizen 

In TG 3.7-11 folgt das Vorderrad einer mehr oder we­
niger stark gestauchten Sinuslinie, wAhrend das Hin­
terrad die zugehorige Sinustraktrix als Spur hinter­
lAsst "(vgl. Aufgabe 3.20). In TG 3.7 gibt' die Evolute 
Aufschluss tiber das Krtimmungsverhalten. TG 3.10: Spu­
ren eines Fahrrades mitEinrad-AnhAnger;TG 3.11 ent­
hAlt noch eine Schar von Tangentenabschnitten. 

48 Martin Wagenschein: Ursprlingliches Verstehen und exaktes 
Denken. Stuttgart: Klett 1970. Band 2. S. 179. 

49 Vgl. Janecke (1914) S. 94-102. 
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3.3.2 Mit dem Fahrrad durchs Dorf 

In . unserem Dorfsind di'e Kaufladen noch nicht unter 
einem Dach, so. dass Hausfrau oder Hausmann mit dem 
Fahrrad durchs ganze Dorf fahren muss, urn den Ein­
kaufskorb fursWochenende zu fullen. Unterwegs sind 
allerlei Manover fallig: hier um die Ecke zur Molke­
rei abbiegen, dort einem parkierten Autoausweichen, 
vor der Kr~uzung die Spur wechseln, auf halbem Heim­
weg wenden, weil das Petersilienstrausschen verges sen 
ging. Sood~r ahnlich konnte die Vorgeschichte zu den 
Zeichnungen auf der nachsten Seite lauten. 

In den Turtlegraphiken 3.12, 3.14, 3.16 und 3.18,der 
1inken Spa1te bewegt sich das Vorderrad nach der Aus­
fahrt (V)· aus einer Geraden auf einem oder me-hreren 
Viertelkreisen urid folgt dann nach dem Verlassen des 
letzten Kreisbogens der Tangente im Ausfahrtspunkt. 
Das Hinterrad beschreibt, in H beginnend, die ent­
sprechende Schleppkurve, die sich gegen Ende asympto­
tischder Geraden nahert. Die Evolute der Schleppkur­
ve verrnittelt deren Krurnrnungsverlauf. (Wie reagiert 
die Milch in der Kanne hinten auf dem Gepackstrager 
beim Uberfahren eines Wendepunktes?) . 

In den Turtlegraphiken 3.13, 3.15, 3.17 und 3.19 der 
rechten Spa1tebewegt sich das Binterrad nach der 
Ausfahrt (V) aus einer Geraden auf einem oder mehre­
ren Viertelkreisen und folgt dann nach dem Verlassen 
des letzterr Kreisbogens der Tangente im Aus­
fahrtspunkt H'. Die ,einander zugeordneten krurnrnen Ab­
schnitte der Leit- und der Schleppkurve sind konzen­
trischeKreisbogen. Welch ruppige Fahrt: An den vie­
len Knickstellen wechselt die Krurnrnung sprunghaft 
entwederbetragsmassig zwischen null und dem Kehrwert 
der Radiuslange des beteiligten Kreisbogens oder von 
einem endlichen Wert in den additiv inversen. Diese 
Bilder haben keine praktische Bedeutung. 

Je schmalerdie wirkliche Fahrbahn und je grosser die 
zulassige Hochstgeschwindigkeit sind, desto, ris'iko­
reicher ist die Durchfahrt durch die Knickstellen ­
die Fahrzeuge scheren dort namJ..ich in Richtung der 
Einfahrtstangente aus. .Bei ubergeordneten Strassen 
werden in der Praxis solche kritischen Ubergange 
durch eine Folge von verschiedenen Kreisbogen sanfter 
oder - technisch eleganter -durch Klothoidenbogen 
flussig gestaltet. 
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3.3.3 Aquitangentiaie einer Sinuskurve 

Ausgangsiage: 
Gegeben sei eine glatte KurveC". Gesucht ist eine 
Kurve C, die fiir C' Leitkurve (S. 44) ist mit der Tan­
gentenabschnitts~Langea. 

Die Idee zur Herleitung der Kurvengleichung von C 
stehlen wir der Turtle, da sie zur Darstellung der 
Kurve ohne die.Gleichung auskommt. 

--' 
Abb. 3.5 TG 3.20 

Wir beobachteri das "Treiben" der Turtle an einem be­
liebigen Punkt p* ihres Wanderweges C'. Dort geht sie 
auf der Tang~nte durch ~* urn a Schritte vorwarts zu 
dem p* zugeordneten Punkt P (Abb. 3.5). Dass die Turtle zu p. 
zurUckkehrt und die Prozedur im "nachsten" Kurvenpunkt wiederholt, kUmmert uns schon nicht 

mehr. Der Ort der PunkteP bildet die .gesuchte Kurve C, 
welche man Aquitangentiaie von c" nennt. 50 TG 3.20 
sowie TG 3.24-25 zeigen die Aquitangentiale von y =sinx 
bzw. von y=4sin(4x) mit a=15bzw. 10 und 16 LE. 

1m Anhang A6 ist ~ die Gleichung der,Aquitangentiale 
~iner Sinusfunktion von der Form y=Asinx hergelei­
tete Kernstiick ist dort .die Differentiation (A6.2) 
zur Ermittlung der Steigting derTangente mit dem Be­
riihrpunkt p* •. Riickblickend konnen wir die Abhangigkeit 
zwischen Leitkurve C und Schieppkurve C" schematisch 
wie folgt darstellen: 

DIFFERENTIATION 
Leitkurve C • Schieppkurve C" 

INTEGRATION 

Auf unsere Ractspuren angewandt heisst das: 

Zu einer gegebenen Hinterradkurve C" gibt es genau 
eine Vorderradkurve. C. Zu einer gegebenen Vorder­
radkurve C gibt es unendiich vi.eie Hinterradkurven 
C... Aus der Wahl der Anfangsstellung des Hinter­
rades (Anfangswertproblem) berechnet sich die In­
tegrationskonstante. 

50 Die Turtle kann auch a Schritte riickwartsgehen; dadurch 
entsteht eine Kurve, die mit C bis auf die Lage identisch i~t. 
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3.3.4' Gliederzug 

Beim Geschicklichkeitsfahren miissen dieWettbewerbs­
teilnehmer . manchmal einen Traktor samt, Anhanger in 
einem erigen,geschwungenen Kor,ridor riickwartsfahren ­" 

eine gefiirchtete Ubung (nicht nur fur jene, die in Rechtskurven 

mit dem Hinterrad ihres Autos auf den Gehsteig geraten)! Jedenfalls 
entwickelten Fahrzeugtec,hniker vor Jahren ein sog. 
Elektronisches Rilckfahrsystem ERS als Lenkhilfe fiir' ­
wohlgemerkt - berufsmassige Fahrer von LKWs mit An­
hanger. Auf Schweizer Strassen verkehren zur Zeit 
rund ein halbes Dutzend mit ERS ausgestattete Glie­
derziige. Beim Riickwartsfahren melden 

"Sensoren inder Anhangerkupplung und am Drehkranz [ ... ] laufend die 
position des Anhangerzuges an die Fahrzeugelektronik" Mit dem Lenkhe­
bel wird manuell die zu fahrende Spur fein dosiert vorgegeben. Aus 
diesen Daten berechnet der Mikroprozessor die notigen Lenkeinschlage. " 

(Auskunfte und die im Literaturverzeichnis angegebenen Unterlagen verdanke 
ich dem-Nutzfahrzeug-Center Neuendorf in CH-4623 Neuendorf.) 

, , i 

TG 3.21-23, zeigen, wie "le"icht" die Turtle drei- und 
mehrelementige (einspurige) Gliederziige vo:r- und 
riickwartschauffiert. 

TG 3.22
 

TG 3.23
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Aufgaben 

3.14	 a) Miss beiDeinem Fahrrad den Abstand der Auf­
lagepunkte V und H in Abhangigkeit von der Len­
kerstellung. . 
b) Erzeuge mit Deine~ Fahrradeine Traktrix C* zu 
einerGeraden als Leitkurve C. Stelle den Velo­
rahmen zu Beginn orthogonal zu C. 
c) Welchen Weg legt das Vorderrad zurtick, bis H 
n6ch 50, 20, 10 cm seitlich von C,liegt? Ver­
gleichemit den errechneten Werten. 
Wo stecken welche Fehlerquellen? 

3.15	 a) Schiebe Dein Velo so, dass das Hinterrad 
einer Sinuskurve folgt. Trage die Messwerte zur 
Vorderradspur in eine Tabelle ein und ver.gleiche 
sie mit den errechneten Werten. i 

b) Konstruiere zu einer beliebig !angenommenen 
Hinterradkurve die Vorderradkurven zu zwei ver­
schiedenen Rahmenlangen a und vergleiche. 

I	 ' 

3.16	 Zeichne mit Turtlegraphik die Radspuren bei 
einer frei gewahlten Leitkurve (wie Klothoide 
oder Kegelschnitt) C und lass die Turtle die. 
Spurlangen von t und C*messen. 

3.17	 MiSs eine Zeitlang Deine , Radkilometer' mit Je 
einem Kilometerzahler am Vorder- und am Hinter­
rad und ermittle die prozentuale Abweich~ng. Wie 
funktioniert der Tachometer beim Auto? 

3.18	 Ein- Hobbyfahrer addiert am Saisonende die vom 
Velocomputer gemessenen Trainingseinheiten und 
notiert: 4232,7 km. Aussere Dich zu diesem Ein­
trag aus mathematischer Sicht. 

3.19	 Decke etwaigeAbhangigkeiten zwischen den "Prti ­
fungsaufgaben" 1 bis 7 (S. 55) auf.: 

3.20	 Diskutiere die Graphiken TG 3.24-25. Welche Ab­
schnitte der Leitkurven wirken geraq.ezu paradox? 

TG 3.24
 



4. SCHIELWINKELKURVEN 
!	 . 

Beim Tontaubenschiessen zielt der Jager auf einen ge­
eigneten '~Punkt" vor' der fliegenden Taube, urn das 
Flugobjektl zu treffen. In Fachkreisen heisst derWin­
kel zwischen Visier- und Schusslinie der Vorhalt und 
entspricht I genau dem Schiel winkel in der danach be­
nannten V1erfolgungsstrategie 3 (S. 10). Dieser 
Schielwinkel kannnun wahrend der Verfolgung konstant 
oder variabel seine . 

I 
4.1	 Spiral~ger Weg zu einer brennenden Kerze 

i
I	 . 

Ein sch6ne~ Beispiel einer Schielwinkelkurve verdan­
ken wir de~ Natur. Anw~rmen Sommerabenden lasst sich 
dereigena~tige Flug gewisser Insekten (wie Nachtfal­
ter und Mucken) beobachten, wenn sie z .B. von der 
punktf6r;migen Lichtquelle einer 'Kerze angezogen wer­
den. 

i
"Infolge der $truktur ihrer Kornple.xaugen konnen diese
 
Insekten nicht. geradeaus sehen, sondern fliegen in
 
einern bestirnrnten Winkel auf einen' Lichtstrahl zu. Da
 
sie ihren Fl~g fortwahrend diesern. konstanten Winkel
 
anpassen, fUh,rt, sie ein spiraliger Weg schliesslich zurn
 
Ziel. ,,51
 

l 
Die zur glbichwinkligen Spirale ideali ­

sierte Flu:glinie lasst sich als Verfol­

gungskurv~ mit konstantem Schielwinkel
 
cr und' derl Lichtquelle L als ruhendem
 
Ziel deuteln. 52	 TG 4.1 

•	 I
 
I
 
I 

4.2	 KreiS~OgengLeiChe ein Beispiel mit variablem 
SChie4winkel 

I 

In einer iseiner vielen "mathematische [n] Untefhal­
tungen" la'sst Ian stewart u. a. einen L6wen nach einer 
bestimmten "Kreis-Strategie" einen Gladiator in der 
Arena verf!olgen. 53 Dieses Beispiel greifen wir auf und 
modifiziel:]enes fur unser Bedurfnis. (Aus Platzgriinden 
rnUssen wir - ~anz irn Gegensatz zu Stewart - die Darstellung sehr nUchtern 
und knapp halten.) > 

Gegeben s~i ein Kreisbuschel mit dem Koordinatenur­
sprung 0 als Buschelpunkt. 

!
" 

51 Thomps:on (1973) S. 222.
 
52 Vg1. das Unterkapitel Kafer verfolgen Kafer, S. 36. Erin­


nert sei auc~ an die Schielwinkelkurve zur Kanalaufgabe in TG 
2.12, S. 31. I 

53 Stewarit (1992) S. 9. 

I 
! 
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Schielwinkelkurven . 

Gesucht ist vorerst 
der Ort i der Punkte 
P,fUr die der: im po­
sitiven Drehsinn ge­
messene Kreisbogen OP 
die vorgegebene Lange 
b hat (Abb. 4.1). Wir 
nennen i die Kreis­
bogengleiche zu b. 

I~re ,Gleichung 
s~ch ~n den Polarkoor­
dinaten R und <p (im 

64 

lasstAbb. 4.1 

Bogenmass) aus wenigen elementargeo­
metrischen Beziehungen gewinnen: 

R = b sing> . 
<p 

In TG 4.2 nimmt <p die Werte aus 
[-181t,181t] an. 

Nun konnen wir eine rein mathema-­
tikbezogene Deutung im folgenden 
Sinne vornehmen (TG 4.3): TG 4.2 

. I 
Die Punkte P einer Kreisbogengleiche bewe~en sich mit 
konstanter Geschwindigkeit v langs desl jeweiligen 
Kreisbogens PO auf 0 zu. Sie peilen dabeil Schritt fUr 
Schritt das ruhende Zielobjekt 0 an'und ~chlagen zur 
momentanen Blickrichtung den variablen Schielwinkel 
o=<p zwischen der Visierlinie und· dem ~eschwindig­

keitsvektor v in P. Die Verfolger befind~n sich lau­
fend auf einer gemeinsamen, zum jeweiligen Bogen PO 
gehorenden Kreisbogengleiche, der damit d 1ie Bedeutung 
einer Isochrone zukommt. I 

TG 4.3 

I 
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Schielwinkelku~ven 

4.3 Von der Unterhaltungsmathematik zum Militar 

Fiir Bouguer sind Hundekurven alltagliche Erscheinun­
gen. Konkret erwahnt er in seiner Abhandlung den Feh­
ler in der Marine, "de diriger exactement la Proue 
vers les Vaisseauxausquels, on donnoit chasse", (8. 
2). Vielleicht dachte erdes weiteren an die nach 
N~hrung jagenden,Tiere im'Wasser, auf demLande und 
in der Luft. Verfolgungskurven sind auch zu beobach­
ten, wenn Kinder einem an ihnen vorbeirollenden Ball 
nachlaufen! oderwenn sich in einem Fussballmatch 
Spieler un~ Gegenspieler gegehseitig in,ihren laufe­
rischen Aktionen "bewachen". 

M1i. - H!Jnilg 
Tnijedoire par vent 
Caube iii ctienl 

,0_ Flugschul-Lehrgange'warnen vor den 
Gefahren des Abdriftens. In de~ 

Abb. 4.2 fliegt ein Flugzeug ein im 
Norden gelegenes Funkfeuer an: Von 
Seitenwind abgetrieben, halt es 
laufend Kurs auf die Station' und 
folgt so der eingezeichneten Hunde­
kurve. 54 

Wahrend des Zweiten WeItkrieges haben 
die Verfolgungskurveneine neue, milita­
rische Bedeutung durch die Entwicklung 
,zielsuchender Geschoss,e erhalten. ,Bou­
guers Verfolgungsmodell war nicht prak­
tikabel: Zum einen nahert sich der Ver~ 

Abb. 4.2 
folger dem Zielobjekt stets, nur von hib­
ten, zum andern mtisste der Drehkreisra­
dius des, Geschosses beim Geschwindig­

keitsverhaltnis k>2 null (!l sein, w~il in diesem FaIle die 
, Verfolgerkurve im Fangpurikt unendlich stark gekrtimmtist. An­
gesichts der Beschrankungen von Wendigkeit und Laufzeit des 
Verfolgers brachten "Verfolgungskurven m+t geeignet geregeltem 
Schielwinkel [ .. ] neue Vorteile". 55 

'Und heute?,Den Golfkrieg von 1991 haben die' Alliier­
ten mit hochentwickelter Elektronik, Hochleistungs­
computern und modernster Lasertechnik gefiihrt. Es ist 
anzunehmen!, dass die den Raketensystemen (wie Toma­
hawk-Cruise-Missiles und Patriot) einprogramrnierten; 
interaktiven Verfolgungsstrategien entsprechend raf~ 
finiert sind., Militarisches,Geheimnis! 

54 Aus: A~i, G.: Radionavigation. (Lehrgang) '. Hg. v. Eidge­
nossisch~n Luftamt in Bern. (Vorwort vom 1. November 1967). 
Anhang. S. 3., Das Bild erinnert uns unwi'11ktir1ich an di~ Kanal­
aufgabe (S. 31). 

~ Hosemann (1953) S. 271. 
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Die Beschaftigung mit Verfolgungsproblemen hat uns in 
die Geometrie der Kurven und am Beispiel der Pseudo­
sphare ansatzweise in die der Flachen gefiihrt. Angel­
punkte waren stets die auftretenden Differentialglei­
chungen, die nur in den einfachsten Fallen integriert 
werden konnten. -In der Auseinandersetzung der Metho­
den - Eleganz versus Praktikabilitat -' rnusste die 
'.'Konigin der exaktenWissenschaften ", meistens ,,'or der 
Turtle kapitulieren, die sich im Eldorado der Dif­
ferentialgeometrie sichtlich wohl fuhlt. 

Verfolgungsprobleme haben einen Wurzelstock mit vie­
len Ablegern. Plakativ und'ohne Rangord~ung seien ein 
paar Ausblicke genannt: ­

•	 Naturliche Geometrie der Hundekurven; 
•	 Verfolgung auf der Kugel und allgemein auf derFl§­

che und im Raum;i 
•	 Zulassung zusatzlicher Verfolgungsstrategien; 
•	 Isochronen und Isometriesatz im FaIle: der Schiel­

winkelstrategie; 
•	 Variation der Methoden; 54' j 
•	 Erganzung der Sammlung an Aufgaben und iAnwendungen. 

Dieses Heft will brachli~gendes Material ~us der Ver­
folgungsthematik zur didaktischert Aufbereitung fur 

-denexemplarischen Mathematikunterricht offenlegen. 
Es ist im Einzelfall zu pr~fen, was ~ich fur die 
Schule eignet. Die Freude am Thema kommt zwar, dem 
Unterricht zugute, darf aber nicht die alleinige Norm 
fur die Stoffauswahl sein" Keinesfalls is,t es ...meine 
Absicht - auch die obigen Ausblicke hegen nicht das 
Ziel "Prestigestoff" in -den Unterricht einzu­
schleusen. Der sich - verengende schulische Rahmen 
sowie meine Grenzen und die der Schuler tendieren 
eher ins Gegenteil. Wie dem auch sei - zum Schluss 
der Arbeit bleibt mir angesichts der Fulle der mathe­
matischen Eindrucke der letzten Monate verwehrt, wie 
.Goethe festzustellen: 'Nun weiss man erst, was Rosen­
knospe sei. Jetzt, da die Rosenzeitvorbei.' 

-	 - . 

Vom.Leser erhoffe ich mir, dass er ein wenig von Ver­
folgungsproblemen "verfolgt" wird. 

54	 Vgl. Wund~rlich' (1957) S. 277-311. 



Anhang 

Al. Integrale Gleichung der Bundekurve 

Die in Abschnitt 2.1 hergeleitete Differentialglei­
chung der Hundekurve lautet 

kyy// ,.... y/2v'~~1-+y-I"""2 = o. (A1 .1) 

Wir ftihren eine neue Variable y/:p ~in und erhalten 

in die Gleichung (A1.1) eingesetzt, bekommen wir 

ky dp p - p2 J1 +P 2 = O. (A1 . 2 ) 
dy ­

D . L" O· l' . t dy = Y (S. 16)J.e osung P = J.mp J.zJ.er wegen dx x-x 
z 

. y = 0, also die Verfolgung auf der Geraden. 

Nach der Trennung der Variablen y und p in (A1.2) be­
kommen wir 

1 dp = 2: 2: dy. (A1. 3)
pJl+p2 k Y _ 

Der Term auf der linken Seite ist (bei Beachtung der 
Negativitat von p) aquivalent zum Ausdruck. 

dp 

l'Dieser kann durch die Substitution u=- auf die be­
p 

kanntermassen integrierbare Gestalt 
du 

Jl+u 2 

gebracht werd~n; die Integration von (A1.3) liefert 

In(~ +~ l+(~r) " i (lny+!nC,)
 
und in delogarithmierter Form 
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(AI. 4) 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C1 setzen 
wir die Anfangsbedingungen y=a und l/p=O ein und er­
halten C1=1/a. Mit diesem Wert schreibt sich (Al.4) 

1 2 1 1 
yk dy - a k y - k dy = 2 a k dx . (AI. S) 

wurzelfrei und nach den Variablen getrennt wie folgt: 

Fur die zweite Integ:r:ation mussen die' beiden FaIle 
k*l und k=l unterschieden werden . 

.Fall 1: k*l 

Wir integrieren (Al.S) und bekommen unmittel­
bar 

1 2 kk k+1 · 1- 1
ak_._y kk+1Y k-l 

Mit den Anfangswerten x=O und y=a ermittelt 
.1+1 k 

man fur C2 den Wert -2a k . ; wir setzen ihn 
k 2 -1 

oben ein, isolieren x und erhalten die 

Gleichung der Hundekurve 

1 1)_ ky· ·1 Y k _ 1 Y - k 
Jf - 2 (k+l(-a) . k-l(-a) + 

Fall 2: k=l 

Die Gleichung (Al.S) vereinfacht sichzu 

ydy - a 21.dy = 2adx . 
. y 

Bei analogem Vorgehen wie. im Fall 1 bekommen 
wir mit denselben Anfangswerten die 

Gleichung der Bun~ekurve 
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A2. Differentia1geometrische E1emente 

1m Abschnitt 2.2.1 haben wir bezuglich aquivalenter 

f " dx" d d
2
x . f" d d d K"Terme ur --d un ---. SOW1e ur s un ' en rummungs-

Y dy . 
radius R auf den Anhang A2 verwiesen. Diese Elemente 
sollen nachstehend aufbereitet werden. 

1. Aus der Gleichung (A1.5) gewinnen wir unmittelbar 
die Beziehung 

(A2 .1)dx 
dy 

2 .. Wegen ds =.jCJ.X2 + dY. gilt in anderer Form 

(A2 . 2) 
ds = dY~l + (:r 

Andererseits fuhrt ~ s = X z zur Gleichung ~ s = x-y : ; 

die Ableitung nach y liefert die Beziehung 
d 2x _ 1 ds (A2 .3)
dy - ky dy' 

3. Wir ersetzen in (A2.2) den Differentialquotienten 
durch den rechten Term in (A2.1) und erhalten 

(A2 . 4) . ds = ; (( ~) j + (~rj) dy. 

4. Aus der Definition. der Krummung 
da.K = ds ergibt sich 

da 1K(y) =	 da dy =
 
dy ds dy dB'
 

ydy 

Mit a. = arctan( :) und (A2.1-4) er­

rechnen wir,da fur den Krummungsradius R~l/K gilt: 

R(Y) =(1 + ~!ni= k:((~r~ + (~ri + 2). 
dy.
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.A3. Die Hundekurve als Katakaustik der Parabel 

In der Turtlegraphik A3.1 
wird ein Buschel horizontal 
einfallender Lichtstrahlen ­
angedeutet durch die funf ... 
?£eile - an der Parabel mit 
der Gleichung y= ~.reflek­
tiert. Uns interessieren die 
nach der erste'n Reflexion 
ausfallenden 8trahlen: Ihre ....of 

Einhullende istdieKatakau­
sti,k. der Parabel und wird in 
der Literatur Tschirnhaus- TG A3.1 
Kubik genannt. Oem Leser ist 
sie vielleicht als negative Fusspunktkurve der Para­
bel bekannt. In unserem FaIle liegt das Uberrasch~nde 
aber darin, dass sie eine Hundekurve darstellt, bei 
der der Verfolger doppelt so schnell ist wie die 
Beute (k=2). 1 Anstoss zur naheren Untersuchung der 
Tschirnhaus-Kubik mit der Gleichung - soviel sei verraten ­

y3 -6y2+9y-9 x 2 =0 

gibt die Aufgabe 2.1 (8.24). 

Die Katakaustik in TG A3.1 kann man sich dadurch zur 
Turtlegraphik A3.2 erweitert denken, dass Licht hori­
zontal von der 8ymmetrieachse aus nach beiden 8eiten 
zur Parabel fallt 2 und dort zuruckgeworfenwird. 

TG A3.2 

1 Wir mtissen den Beweis aus Platzgrtinden schuldig bleiben. 
Der geneigte Leser ftihre ihn selbst oder lese zum Beispiel bei 
Wieleitner (1908) s. 53-56 nacho 

2 Der Schlichtheit der Figur zuliebe nicht gezei6hnet. 
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A4.Beweis zur E11ipsenisochrone 

Wir 
25) 

beweisen die 
betreffend 

Behauptung in Absc
die Ellipsenisochrone 

hnitt 
und 

2.1.2 (S. 
iibernehmen 

die dort gewahlten Bezeichnungen. Die Darstellung 
erfolgt vorteilhaftin Polarkoordinateni 3 die kart. 
Koordinaten x und y leisten Starthilfe. 
1m ersten Schritt legen ,...;----------------, 
wir den Pol in den Punkt vF, wahlen (FM) als Polar­

achse und Q,~ als Polar­

koordinaten (Abb. A4.1).
 

·In der Folge stossen wir 
erwartungsgemass auf die 
Brennpunktsgleichung der 
Ellipse. Da diese Form 
eher ungewohnt ist, flih­
ren wir sie im zweiten 
Schritt mittels der Po­

Flarkoordinaten r,~ mit 
dem Pol im Treffpunkt M 
in die bekannte Polar- Abb. A4'.1
 
gleichung (mit dem Mit­
telpunkt als Pol) iiber .
 

. VF istein Abschnitt auf der Tangente an die Hunde­
kurve durch V, s ist .die Lange des Kurvenbogens VM. 

1Mit £:=k gilt FM = es. Aus cosel> = es+x folgt 
. Q" 

x = Qcosel> - £s, aus sinel> = y wird Y = Qsinel>.
Q 

Zur Elimination von x und y leiten wir diese nach s 
ab: 

dQ cosel> -Q sinel> del> - £ =: cos~ (A4.1)
ds ds ­

(A4. 2)~~ sinel> + Qcos eI> ~~ = sinel>. 

Wir multiplizieren (A4.1) mit cos~ und (A4. 2) mit 
sin~. Die anschliessende Addition liefert 

dQ =l+ecos4>. (A4. 3)
ds 

J Vgl. Latka (1928) S. 421f. 
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(A4.3) in (A4.2)eingesetzt flihrt zu 

Q ~~ = -e sinel>. (A4. 4) 

.' 

Diesebeiden Gleichungen multiplizieren wir mit 
1-eeasel> bzw. mit esinel> und erhalten nach der Addition 

(1 - ecas eI».Qe. + Qe Si nel> del> = 1...: e2 . 
. . ds ds 

oder in anderer Form: d( (l-ecasel» Q) = (1-e 2)ds. 
Integration von 0 bis s ergibt mit e:=£s 

Qt (1 - ecasel» = e. (A4. 5)
1-e2 

Damit ist der erste Schritt zu Ende. 

Nun zeigen wir im zweitenSchritt, dass es sich bei 
(A4. 5)· urn die l?olargleichung einer Ellipse mit· der 
numerischen Exzentrizitat £ und der linearen Exzen­
trizitat e handelt. 

Aus der Abb. A4.1 entnehmen wir unmittelbar, dass 
x=rcasel> und X=Q casel>-e gilt. Gleichsetzen flihrt zu 

. Qcasel> = rcascp+e. (A4. 6) 

Mit dem Cosinussatz erhalten wir im Dreieck FMV die 
Beziehung Q2 + e 2 - 2eQ casel> = r 2; den Faktor QCosep er­
setzen wir durch die rechte Seite von (A4.6), radi­
zieren und bekommen 

Q = vr2-e2+2e(rcascp+e) . (A4. 7) 

In der nennerfrei. geschriebenen Form von (A4.5) er­
setzen wir die Faktoren QCosep und Q durch die aquiva­
lenten Terme gemass (A4 .~6) und (A4. 7) und erhalten 
nach ein paar einfachenUmformungen die Gleichung 

Mit e=~ und a~ - e 2 =b2 gelangen wir schliesslich zu 
a 

2 
r 2 = b . (A4 . 8) 

1"': e2 cos2.CP 

Das ist die bekannte Polargleichung der Ellipse (mit
 
dem Mittelpunkt als Pol) .
 



Anhang 73 

AS. Integrale Gleichung,der Traktrix 

Nach Gleichung (15) im Abschnitt 3.1 ist 

'X=_fVa~y2dY+C. (AS.l) 

Mit der Substitution y=asint ,O<t~~, wird daraus
2 

x = -acos t - af C/-t + C. (AS. 2)
slnt 

Mit nochmaligerSubstitution t=2u mit O<u~: bringen 

wir das verbleibende Integ·ral in die, Form 

f d(tanu) . ( t)tan u ,also glel.ch In tan"2 . Aus (A5.2) wird 

x = -acos t-, a In(tan g) ,+ C. (AS. 3) 

Wegen tan-! = sin t erhalten wir nach Erweiterung
2 l+cost 

des rechten Bruchterms mit a, bei y;;:;:asin t , die Glei ..,·: 
chung 

tan -! :;: y (AS. 4 ) 
2 a+'va2_y2 

Einsetzen von (AS. 4') in (AS. 3) liefert nach einer 
kurzen Umrechnung von acost 

Aus der Anfangsbedingung, dass A(O, a) ein Punkt der 
Kurve 'sein solI, ergibt sich fur C der Wert O. 

Wir erhalten somit fur die ;'rechte Halfte" der Trak­
'trix die folgende Gleichung: 

(AS. 5) 



74 Anhang 

A6 Aquitangentiale einer Sinuskurve 

Wir beziehen uns auf die Abbildung 3.5 (Seite 60) und 
wahlen zur Beschreibung der Ausgangskurve eft den Para-· 
meter t, d.h. 

c· : y(t) =Asint. (A6. 1) 

p* als beliebiger Punkt· auf eft hat dann die Koor­
dinaten t bzw .. A"sint. Von p* gelangen wir nach Durch-. 
messen der Strecke ain Richtung des Tangentenvektors 
zum zugeordneten PunktP(x,y) aufder gesuchten Aqui­
tangentialen e von eft. Wir sind am Ziel, wenn es uns 
gelungen ist, die Koordinaten x und y vonP in Abhan­
gigkeit des Parameters t auszudrucken. 

\ 

Die Rechnung gestaltet sich kurz skizziert wie folgt.: 

DieSteigung der Tangente bekommen w1rdurch Ableiten 
von y nach t: 

. y=acos t. (A6. 2) 

Die Punkt-Steigungsform der Geraden (P*P) liefert 

y-Asin t = Acost . (A6. 3) 
x-t 

Fur den Term y-Asint gewinnen wir nach Pythagoras die 
Beziehung 

(y-Asin t) 2 =a 2 - (x-t) 2. (A6. 4) 

Quadrieren von (A6.3) und Einsetzen von (A6.4) ergibt 
nach kurzer Rechnung das Ergebnis 

Analoges Vorgehen bezuglich y fuhrt nach ebenso kur­
zer Rechnung zum Resultat . 

Mit den Gle{chungen(A6.5) und (A6.6) liegt nun die 
Darstellung der gesuchten Aquitangentiale der Aus-· 
gangskurve eft in Parameterform vor. 4 

4 J~tzt lassen sich die Leitkurve e und ihre Aquitangen­
tiale C ohne Programmierarbeit z.B. in Maple plotten. . 
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A7 Befehlsliste zu Maple-Graphiken 
J 

Maple ist ein Computera1gebra-System der Waterloo Maple Soft­
ware. 

,Die nachstehenden Befeh1szei1en sind in Maple V Release 2.0 
geschrieben worden. 

Erzeugung der Abbildung 2.2 (S. 17):
 
Richtungsfeld zur Differentialgleichung der
 

Hundekurve mit einer Trajektorie
 

• I 

> with(DEtools):
 
> a:=1:
 
> k:=2:
 
> DQ:=(1/2)*«y/a)"(1/k)-(y/a)"(-1/k)); 

. 1)- 1 1
DQ:=- y --- ­
. 2 2 JJV 

>' pp1 :=phaseportrait(DQ,(y,x],y=0•.a,{x(a)=0},stepsize=O.001):
 
> df1 :=dfieldplot(DQ,[y,x],y=0..a,x=0•.2/3*a,arrows=LlNE):
 
> with(plots):, .
 
> display([pp1,df1],scaling=constrained);
 

Erzeugung der Abbildung 3.2 (S. 46):
 
Richtungsfeld zur Differentialgleichung der
 

Traktrix mit einer TrajektorieS
 

> with(DEtools):
 
> a:=1:
 
> DQ:=-sqrt(a"2-x"2)/x;
 

. )1 _:2 
DQ:=- . -- ­

x 
> pp:=phaseportrait(DQ,[x,y],x=0.15..a,{y(a)=0},stepsize=0.001,Iimitrange=true):
 
> .df:=dfieldplot(DQ,[x,y],x=0.15..1.05,y=0..1.5,arrows=LINE):
 
:> with(plots):
 
> display([pp,df],scaling=canstrained);
 

5 Wir verweisen bei dieser Ge1egenheit auf 
Gander, W. und Jiri Hrebicek: Solving problems in scientific 
computing usin'g MAPLE and MATLAB. Heidelberg: Springer-Verlag 
1993. (Chapter 1. The Tractrix and Similar Curves. S. 1-14). 
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