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Résumé
Dans un polygone Q € IR?, nous analysons la régularité du probléme d’élasticité linéaire
dans une formulation mixte, contenant le probléme de Stokes comme cas particulier. Nous
établissons la régularité des solutions dans des espaces de Sobolev pondérés. Les résultats
obtenus peuvent s’appliquer 3 'analyse de convergence de méthodes d’éléments finis.






1 Introduction

Dans un polygone {2, nous considérons le probléeme d’élasticité & deux dimensions suivant :
-V - {2nef) + MY - )T} = £ (1.1)

ol glu] = H(¥u+Yu'), u= () représente la déformation, f = (’f:) la densité de force exercée

sur le corps et T la matrice 2 x 2 identité. A et p sont les constantes de Lamé. Pour obtenir une

. - . - A o s o 1-2v __ \ 1
formulation mixte, nous introduisons p := —;(Z -u) ainsi que £ := 52¥ = L ot v € ]0, 3] est le

nombre de Poisson, relié aux constantes de Lamé par la formule v = 5(5&75 Nous avons alors le
systeme

~V {2 ~pI} = flu=f
Y-ut+ep = 0.

Nous remarquons que pour € =0 (& v = %) il s’agit du probléme de Stokes incompressible. Pour
plus de généralité, nous considérerons le systeéme

V-u+ep = h,
de sorte que le cas € = 0 correspond au probléme de Stokes général.

Le présent travail analyse la régularité de la solution de (1.2). En particulier, nous montrons
(théoréme 5.3) que, sous certaines hypothéses sur les données, u € H, 2’2(9)2, p€H é’l(ﬂ). Un
résultat essentiel (théoréme 5.4) montre la régularité dans les espaces B},(Q), ce qui permet de
prouver la convergence des méthodes d’éléments finis (voir par exemple [1]).

Dans [2], I'analyse a été effectuée pour le probléme de Stokes, c’est-a-dire pour le probleme (1.2)
avec € = 0; nous allons ici généraliser les résultats au cas € > 0 quelconque. Ainsi, nous traitons tout
ensemble les équations d’élasticité en formulation mixte ((1.2) avec h=0, £ > 0) et les équations de
Stokes ((1.2) avec € = 0).

Dans [3], le probléme d’élasticité (1.1) a été analysé dans sa formulation standard; ces résultats
ne sont cependant pas directement applicables dans notre situation car ils ne donnent pas la
régularité de la “pression” p.

La démarche que nous utilisons ici et les résultats intermédiaires sont exactement les mémes que
dans [2]. Dans la section 3, nous formulons le probléme varationnel et montrons l'existence dans
espace de Sobolev classique H*(2)2 x L%(Q2). La section 4 est consacrée a ’analyse de la solution
dans un secteur infini Q = {(r,#): r >0, 0 < 0 < w}. Enfin, dans la section 5, nous utilisons les
résultats de la section précédente pour montrer la régularité au voisinage des sommets, et finalement
en déduire la régularité dans le polygone entier.

|

2 Préliminaires

Nous désignons par @ C IR? un polygone & M c6tés dans le plan, avec les sommets A;, les
angles w; et les arétes T; reliant A; et Ajy1,4 =1,..., M. Les indices 4 sont compris modulo M, i.e.
Apy1 = A1, Taryr =T, wpn = wi (fig. 1). Soit D et A une partition de {1,..., M}. Posons
I := J;ep T4, T := U;en T Nous avons donc

r=80=rur, r°nrt=90.

Soit ensuite 8 = (B1,..-,0x) un M-tuple de nombres réels tels que 0 < B; < 1, 1 <i < M, et soit
la fonction de poids

M
Bpri(z) = [ [ (ri(@))Pit*,

i=1



Fic. 1 — polygone Q

ol r; = dist(=, A;) représente la distance euclidienne au 7¥™¢ sommet et k un nombre entier naturel.
Nous désignons par H*(Q2), k € IN, I'espace de Sobolev habituel, et par H g’l(Q), k > 1> 0,’espace
de Sobolev pondéré muni de la norme

k
”u”i{s.o(g) = Z |]<I>ﬂ+[a|D°’u“%2(Q) (1 =0),

la|=0
k
el gy = NulBoaey + 3 141D ulay (> 0).
lerl=l
Nous avons ici utilisé la notation
Alely
D%y = FrG ey a=(a,o), |o|=a+as
pour les dérivées partielles en coordonnées cartésiennes. Pour & = | = 0, nous écrivons Lg(}) :=

HY°(0).
B
Soit @ = {(r,8) : 0 < r < 4,0 < § < w} un secteur fini (§ < o0) ou infini (§ = o). Nous utilisons

la notation
dlely

Ore: oz’
pour la dérivée d’ordre o en coordonnées polaires (r,8) et définissons ’Hg’l (Q) Pespace de Sobolev
pondéré relatif au coordonnées polaires

Dy = a=(og,0), |a]=o01+a

k

”u“iﬂz’o(Q) = Z Ilrﬂ+a1Dau|l%2(Q)

o|=0

! lk w 4§

= //r2(ﬁ+°“)}D°‘u(r,9)|2rdrd0 (=0,
lel=09 o
k

IIUII‘Q){Z,I(Q) = Nullfpoigy + D PP Dulfag) (1> 0).

Jeet




Nous aurons en outre besoin d’espaces WZ; (Q) introduits par Kondratev ([4, 5, 6]), définis par leur

norme
el = 22 /T2(B_k+a‘)lDQUI2rdr do.
g loj<k* @

Nous définissons encore D = {(1,6) : 7 € R, 0 < § < w} ainsi que I'espace H}(D) par sa norme

lullgpy = 3 [ D uf?dras
laj<k*P

onkeNet he R,h>0.
Dans le polygone {2, I’espace B;a(ﬂ),l =0,1,2, est défini comme suit :

BY(Q) = {ue[)Hg'(Q):VEk>letVatel que |of =k,
k>l
1®g1k—1D%ul|z2(q) < Cd* k-1, ob C,d > 1
sont des constantes indépendantes de k}

De manitre analogue, nous définissons dans le secteur fini S = {(r,6) : 0 <7 < 4,0 < § < w}, cette
fois en coordonnées polaires,

BE(S) = {ue€ ﬂ ’HZ"(S) :Vk>1letVatel que | =k,
k>l
12640, —1D%ullL2(s) < Cd*'(k = 1)}, ou C,d > 1
sont des constantes indépendantes de k}

141 —1 ;
Nous utiliserons par la suite H, g 22 (™) et B}, 2(I'™), les espaces de trace de H g’l(ﬂ) et

Bi(@) sur ™, m =0,1, k>1=1,2,et

IlgIIH;_%,,_%(Fm) = Glir;f:g 16 g5 0y
”g”B;_%(I‘"‘) = G!i‘r,},f_:g ”G“BE(Q)

L’espace WZ; "%(I‘"‘) est défini de facon analogue.

Le théoréme suivant montre que les espaces de Sobolev pondérés sont équivalents en coordonnées
cartésiennes et polaires :
Théoreme 2.1 Soit § = {(r,0) : 0 < 7 < 6,0 < 8 < w} un secteur fini, 0 < B < 1 et Bg =717,
Alors, pour 1 =0,1,2 et pour toutk > 1, on a

ue HY'(S) <= ueHy'(S), ueBy(S) < ueB(S).
Pour la démonstration, nous renvoyons & [7].
3 Formulation du probléme, existence et unicité

Dans le polygone 2, on considére le probléeme

-V - alu, p] f dans

V-u+ep = h dans
- 3.1
o = ¢° sur T° 3-1)

alu,pln = gt sur T




oll g = 12

> 0, n désigne le vecteur normal dirigé vers l'extérieur, et ¢ est donné par

2v
o = 2€fu] ~ p1L, (3.2)
1 T
£= 5(2@4- WA )
Nous écrirons également ’équation ci-dessus de fagon abrégée sous la forme
L = (¢ dans 0,
W (33)
B(E) = 1 sur T.
Nous supposerons pour les données que
[€Ls(?, heHYNQ), geHI D2, 1=1,2 (3.4)

Nous allons maintenant exprimer notre probléme sous forme variationnelle. Nous définissons &

cet effet
o {u € HY()? : ulro = 0} si|I° >0
o= { fu€ H'(Q): (,r)q =0Vr € R} si [ =0 (35)
I L%(9) si T >00ue>0 (3.6)
CT VL) ={ge L*(Q): (¢,1)a =0} si|T!=0ete=0. ’
ou

rean(o): () ()

est I’espace des déplacements rigides.
Intégrant la premiere équation de (3.1) contre v € W et la deuxiéme contre ¢ € Ly, nous obtenons

2(eul, glv)e ~ (0, ¥ -v)e = (f,2)e+ (", v)m
(@Y -wa+elg,pa = (hae

ou( , )aet( , )r:représentent les produits intérieurs de L2(Q) et L2(I').
Posant u; =u — G° avec

G CHPW o= 18,18 g0 S 1L Nzoe <2350, B
ainsi que
a(y,v) == 2(eul, fv))e,  b(p,v) == -0,V - v)a, (3.8)
F(v) = (f,9)e+(g",0)r —a(G°v), Uq):=—(h,q)a —b(g,G°) (3.9)
nous avons alors le probléme variationnel suivant :
a(uy,2) +b(p,w) = Flu) YueWo (3.10)
Ma,u) —elpgla = Ug) Vg€ Lo

Nous aurons besoin des deux propositions suivantes :
Proposition 3.1 Soit Jo :={v € Wo: V-0 =0} et J- .= {v € W : (w,w)a =0 Vw € Jp},
Lo comme plus haut. Alors, pour tout q € Ly il existe un unique u, € Ji- tel que

-V-uy,=¢

et
g llwo < Cllglizo




Pour la preuve, voir [8], corollary 2.4 p.24.

Proposition 3.2 Soit X, M des espaces de Hilbert réels et a, b, des formes bilinéaires continues
a: XxX—~R, b:MxXr—R.

Soient F € X',1 € M’ des fonctionnelles linéaires continues. Supposons encore que a est Z-coercive
avec Z :={v € X :b(q,v) =0 Vg€ M} ,ie

a(u,u) 2 allullk  Vu€ 2,

et que b satisfait la condition inf-sup

inf sup @Y S5 (3.11)
0£9€M gzvex llallm|lvllx

Alors il existe un unique couple (u,p) € X x M vérifiant :

a(u,v) +b(p,v) = Fv) YweX
bg,u) = Ug) VgeM (3.12)

De plus, la solution vérifie lestimation a-priori
llullx + llpllar < C{IF|lxr + |12lae}- (3.13)

pour une constante C > 0 indépendante de F et l.

Pour une preuve, voir [9].
Nous pouvons maintenant formuler le résultat principal de cette section :

Théoréme 3.1 Soient f, h, g° et g* comme dans (3.4). Si|T*| =0 ete =0, on pose g* =0 et on
impose la relation de compatibilité suivante :

/hdz+/g°-ﬂds=0 (3.14)
Q r~

Si |T% =0, on pose g" =0, et on impose la relation d’éguilibre :

/Qi.ﬁdz+/rgl-£ds:0 VzEstpan{G),((l)),(f;)} (3.15)

Alors le probléme (3.10) admet une unigue solution (u,,p) € Wo x Lo et on a lestimation a
priori

)

Hi—z,%—t(rl)} (3-16)

1
sl + o) < LMoo + gy + 211,
=0

Remarque 3.1 Si [T = 0 et € = 0 (probléme de Stokes avec condition au bord de Dirichlet),
intégrant la deuziéme équation de (8.1), nous obtenons la relation (3.14); remarquons en outre que
p est alors défini ¢ une constante prés seulement, c’est pourquoi nous pouvons supposer fQ pdz = 0.
Dans le cas du probléme de Neumann [T°| = 0, la relation d’équilibre (3.15) est nécessaire pour
garantir F € W§ = (HY(Q)/R)'.

Notons en outre que l’estimation a priori (8.16) est toujours velable si l’on remplace u; = u — a°
par u.



Démonstration : les formes bilinéaires a et b sont clairement continues, i.e. il existe des constantes
C, et Cy telles que

la(w, 2)| < Callullwollullwe,  [b(p,0)] < Collpllzoliullw, VP € Lo, VYu,u € Wo
Par la premiére (JT°| > 0) ou la seconde (|T°| = 0) inégalité de Korn, a est coercive :
a(w,u) > allullly, Yue W
La forme linéaire ! est continue :

L@l < hllexayllalizz@) + Collallizz@ G Nlen o)
< 2max(1, G)llallz2) Pl 1) + HgOHHg.g(Q)} (8.17)
(3.18)

D’aprés [7], Lemma 2.10 et 2.11, nous avons

I(f,; el < Cillfllra@llellaey et I(gho)m| < C2”_g_1”H%.%(Q)”Q“HI(Q)y
B8
d’ou il suit avec la continuité de a
1
F@I < Ol @ (1 zp@ + 311 5180 (3.19)
1=0 B

Supposons tout d’abord & > 0. Alors le probléme (3.10) peut se formuler de maniére équivalente :
on cherche (u;,p) € Wy x Ly tel que

B(ylxp; Q, Q) = F(Q, q)
avec
B(w,,p;2,9) = a(uy,v) + b(p,v) — b(g, ;) + £(p, 9)a

et ~
F(v,q) == F(v) - l(g).

D’aprés ce qui précede, F' et B sont continues. De plus,

By, pw,p) = alu,w)+ 5”17”L2(9)

= min{a, e){|luy [lwe + lIPllz2)}

autrement dit, B est coercive. Alors le théoréme résulte du lemme de Lax-Milgram.
Si € = 0, nous appliquons la proposition 3.2 avec M = Ly, X = Wj. Il nous reste & montrer la
condition inf-sup (3.11).
Soit ¢ € Lg. D’aprés la proposition 3.1, il existe v, € Wp tel que
-V-v,=¢

et

llegllwe < Cllglizo,
ce qui implique

1
b(a,29) = llalffaeey > G lallzzoy ey llws

d’oti suit (3.11) avec v = 1/C. Ainsi le théoréme est démontré. o




4 Régularité de la solution dans un secteur infini

On se propose dans cette section d’analyser la régularité de la solution de (3.1) dans un secteur
infini.

Soit @ un secteur infini d’angle w, décrit en coordonnées polaires (r,6) :

RQ={(0):0<r<o0, 0<8<w}

Nous considérons dans @ le probléme (3.1) en composantes :

8%, 0 (Ou; | Oua Op
257 " 50 5o T 5) Y omy = O
8 (Ouy  Ous Ouy  Op
Oz, (6:1:2 (9:1;1) Oz + Ozs fa (4.1)
6u1 BU2 _
53;—1 + e +ep = h
avec une des trois conditions au bord :
lo=0,w ¢° = (g7,93)" (Dirichlet), (4.2)
(—pn + 2¢fuln)|o=0.w g' =(g91,9)" (Neumann), (4.3)
ulp=0 = _QO, (—pn + 2¢un)|o=w = Ql (mixte) (4.4)
ol
Buy l(gl‘_k + 3_112_) n
ul = dxy . 2\ Ozp Oz L= < 1)

4.1 Un systéme dépendant d’un parameétre complexe A

Nous commencons par transformer 1’équation (4.1) en coordonnées polaires (r,6) :

—Aup + 72U, + 20 20us -0,V +0p = fr
—Aug + 172y — 2r 20pu, —r710(V W) +7710p = fo (4.5)
Spur + 77 Huy +Ogug) +ep = h

A=Ro=@+r710.+r7%8;), Y -u=(Bur +7 " u, +77" puy),

—_ [Uur _ ury cosf siné U = [\ _
L= (Ua) —é(uQ> N ( —sinf cosé ) (ul)’ = <f9> =Af

Les conditions au bord deviennent

N:‘L

0

Oo=o0w = = (zg) = Ag° (Dirichlet), (4.6)
9

. (r“lﬁgur + Opug — 7 1uy

On (@)p)|0=0,w —-p + 9p—1 (697.L9 + Ur)

)“ﬂw=if

(gi) :=Ag"' (Neumann) ‘ 4.7

+
7°,  Z.(@D)e—w=7" (mixte) (4.8)

Ulo=0 -



Nous introduisons la variable ¢ = In(%) dans (4.5), ce qui conduit au probléme

—2(B}y — Uy) — B2y + 0, 8piig + 30piig — P —p = fe
0y Og iy — 389ty — (9?119 - 263’&9 +Ug+Gpp = fg (4.9)

—~Oliy + ity + Opig +ep = h

dans la bande D = {(¢,0) : —oo <t < 00, 0 <8 < w}, avec les conditions au bord
@lo=ow = §° (Dirichlet), (4.10)
Y e s Opiiy — Oylig — g 1

" = —0w = 4.11
G(,P)|o=0,w — 5+ 2(Bpiip + i) 0=, g~ (Neumann) (4.11)
@IB:O = éoa in(@:ﬁ)]l?:w = Ql (miXte)7 (412)

ol
i,0) = a0 = (1), 5(0,0) = 15 ,0),
(4
f(t,0) :=ef(e™t,0) = (?), h(t,0) :=e"th(e™,0), §'(t,0) :=e g (et 0), 1=0,1.
G

Finalement, nous appliquons une transformation de Fourier par rapport 4 ¢ :

&

= F(@) := \/—12_-7; / e Mgt 0)dt, AeC

De méme, nous définissons p := F(5), f = .7-'(}_), h = F(h), g’ = F(@G), I =01
Ainsi nous obtenons un systéme d’équations ordinaire dans lintervalle I =]0,w[, dépendant du
parametre complexe ) :

—07h: +2(1 + Ay + B+ iN)Bpiig — (1 +iN)p = fi
—(3— M)ty — 20}ig + (1 + XDl + Bpp = fp (4.13)
(1 — i\ + Optig +ep = h

avec une des trois conditions au bord

dlp—ow = §° (Dirichlet), (4.14)
JEPTON Opliy — 1Ay — g .1

0w = T =1 N. 4.15

8(@, ) lo=o, —p + 2(Byp + 1) §'  (Neumann) (4.15)

oo = 3% 8.(@P)lo=n =§" (mixte). (4.16)

Posant dp = 4D, nous écrivons (4.13-4.16) de manidre symbolique

Epn@ = () dans T=jou],
. N 3° (4.17)
B(D,)\) (E) = Tt sur O8I = {0,w}

avec 'opérateur

A D? +2(14+X?)  (3+iA)iD —(1+1))
LD, ) = —@B—i\}iD 2D?+1+ X iD
1—4A iD e

10




et les opérateurs sur le bord
B(D, Np=ow = ( (1) (1) 8 ) (Dirichlet),

2 D — (1414
B(D,N)o=0,0 = ( 12 (2;5 ) _01 ) (Neumann),

BoNmo= (5 3 0 )s BONe= (7 TG 8) i)

Les parties principales Lg (D, A), By (D, A) de ces opérateurs sont définies par

. D? 4 2)\2 -A\D —iA
Lo(D,N) = —-A\D 2D2 + X2 D
—iA 1D 5

et

Bo(D, Np=0 = ( (1) (1] g ) (Dirichlet),

2 (D —iA 0
Bo(D, N)|p=0,w = ( ZO 27:ZD 1 > (Neumann),

o 1 0 0 A D —iA 0 .
Bo@ Moo= § 0), BO<D,A)|g:w=(ZO A _1) (mixte).

Nous souhaitons prouver une estimation a-priori pour la solution de (4.17), qui constituera la base
de notre analyse. A cette fin, nous introduisons des normes dans I, dépendantes de A. Pour k € N,
nous posons donc

k
Mallzrs cry = D I Nl Frn1 - (4.18)
=0

Grace & l'interpolation de normes (voir par exemple [10]}, nous avons ’équivalence de normes
suivante :

ll3zery + NP2y < Nl < C QIR @y + AP IEEam) (4.19)

olt C' > 0 est indépendante de A et &.

Nous allons par la suite montrer l'inégalité suivante :
pour k > 2 entier, A = ¢ +in avec ) > 0 fixe, il existe une constante C indépendante de ¢ telle que
pour tout —oo0 < { < 00

1
&z 2y + WoWEe-1 () < © (Ill_fflllfm—z(n +> PP + lllﬁlllﬁk-w)) (4.20)
=0

Remarquons que les opérateurs fZ(D, A), B (D, A) ne sont pas de degré homogeéne ; nous ne pouvons
donc pas, comme dans [3], appliquer les résultats de [10].

Nous allons dans un premier temps montrer (4.20) pour |A| suffisamment grand, d’abord sur la
droite réelle entidre I = R (paragraphe 4.2), ensuite sur la demi-droite I = Ry (paragraphe 4.3)
et finalement sur lintervalle I =]0,w| (paragraphe 4.4) par un argument de localisation. Le cas
|A| < constante fera 'objet du paragraphe 4.5.

Dans ce qui suit, C et C désigneront des constantes suffisament grandes, leur valeur pouvant aug-
menter d’une ligne a autre.

11



4.2 Estimation a-priori sur la droite R

Nous commengons par analyser la partie principale du probléme (4.17) :

Lo(D, A) (i) - (f) dans I=TR. (4.21)

Par une transformation de Fourier par rapport 4 6,
1 [
46 = —— [ e%(),0)df = F(a),
60,6 = o= [ a0 = F@)
00

(4.21) est réduit & un systéme d’équations algébriques

~

mn)-().

det Lo (€, A) = (€2 + A2)*(1 + 2¢)

Ainsi, si €2 + A2 #£0, Ly est inversible et (4.22) a pour unique solution

avec

() =men()

avec
- 1 (1 +2€)¢% +£X? (1+e)Xe , IA(E2 + /\22)
Lyt N = 1+e)A 1+2e)22 + —iE(E2 + A 4.23
o (&) &+ /\2)2(1 + 2g) Z§(§2 j_))\g) ( —ZS(EE)Q + /\2E)£ 2’L(§é2£+ /\2)) ( )

Nous définissons %, pour ¢o € ]0, Z[ par
Lo ={re€C:|argA| < o ou |r—arg)| < ¢o}.
Théoréme 4.1 Pour A € Sy, avec |A| > Xo, Ao quelcongue, et pour tout (%) € H*2(R)? x

HYR), k > 2, le systéme principal (4.21) posséde une unique solution (ﬁ) € HF(R)? x
H¥=1(R) satisfaisant

iy + 00cs gy < © (N Eron oy + Wl ) (424)
o C = C(Mo, ¢o, k) est une constante indépendante de f, h et \.
Démonstration : il est facile de vérifier que pour & réel et pour A € Sy, |A] > Ao, nous avons
CA+IEP+AP) < 1€ + X < | + AP

et donc )
O+ [EP* + IAP%) < 1€ + X2 |F < Gl + A1) (4.25)

pour des constantes C, C dépendantes de Ao, ¢o mais indépendantes de £, A. En particulier,
det Lo # 0. Par conséquent, (4.22) admet une solution 4, p unique. (4.23) et (4.25) impliquent

1+ AP+ PR + (1 + [APED 4 |g2k-D) 512
< O((T+ IAPED P2y £12 4 (14 [ARED 4 20Dy p2). (4.26)

12




(%) = F-1 (?) est solution unique de (4.21), et intégrant (4.26) sur IR nous obtenons, grice aux

propriétés générales de la transformation de Fourier, Pestimation (4.24). O

Pour établir (4.24) pour le systéme complet, nous avons besoin du
Lemme 4.1 Pour k > 2, |A| > Xo, Ao > 0 quelcongue et I =R, Ry, ]0,w[ nous avons

WE@ 0 (2) = 200, (D) salfocscn + WED, ) (3) = 2000 (5l

< C{@ -1y + MW Ee-2ry}

ot C = C(Ao, k) est une constante indépendante de A, 4 et .
[y, respectivement [...]; désignent les deux premiéres composantes, respectivement la troisiéme

d’un vecteur.
Démonstration : puisque

o 2 3D -1
(L -Lo)D,N=| 3D 1 0
1 0 0

nous avons

NED, %) (ﬁ) — 20D, ) (‘%)]alll?;k—lu) < Ml
et
I - o)D) (";f) e
< C(IE ~ Eo)(D, ) (I%)h,ﬂlizk-zu) T+ IARED|E — o)(D, ) (%)]mllizm)
< é(”ﬂ“%{k—i(z) + |)“2(k_2)||@”§11(1) + |“I3|“§1k—2(1))

< C(Nalinscay + DN F—2ry)

et ainsi le lemme est démontré.
Nous pouvons dés lors montrer :

Théoréme 4.2 Pour (f) € H*2(R)? x H*"1(R), k > 2, il eziste Ao > 0 tel que pour |A| > Mo,
A € By,, le systéme complet

(D, ) (Q) = <i> dans I=TR (4.27)
D h
posséde une unigque solution (£) € H*(R)? x H*'(R) satisfaisant
P

sy + W m-1 gy < € (NF W2y + a1 ry ) (4.28)

ott C = C(Xo, Po, k) est une constante indépendante de j:, h et A

Démonstration : il est facile de calculer

det L(£,A) = (1 +26) (&2 — (1 +40)?) (&2 = (1 —iN?).
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On en déduit quesi & € R, A € Ty, et |A| > Ao avec g suffisamment grand, le déterminant ci-dessus
ne s’annule pas. Ainsi, argumentant comme dans la démonstration du théoréme 4.1, la solution (%)
existe et est unique dans H*(R)? x H*~'(R). (4.24) implique

2Irs ey + sy < € (LN pecs gy + I Z0s gy

-wmi—ﬁwax»(gﬁumzqu+mmﬁ—iaazn(§ﬁﬁ&hum)

et avec le lemme précédent, nous obtenons
2 gy + W1y < € (E M-y + IRy + Wl oy + 2y )
En utilisant 1’équivalence (4.19), nous avons avec g suffisamment grand
el cry + WPy
< % (NP gy + AP 02 gy + P I gy + AP Ry )
< o5 (Kl + Moo )

ce qui conduit & (4.28). O

4.3 Estimation a-priori sur la demi-droite R,

Comme au pragraphe précédent, nous commengons par analyser le probléme principal

Lo(D, )) @ = (%) dans I =Ty, w29)
A 4 5°  (Dirichlet .
BONG = { L Nemamy P 020

Supposons que nous avons des données homogénes f =0, h = 0. Les solutions du probléme sont
des combinaisons linéaires des solutions fondamentales. Cherchant des solutions fondamentales de
la forme e E, nous trouvons que b doit satisfaire

det Lo(—ib, A) = (1 +26)(\ — 132 = 0

autrement dit b = +X avec multiplicité 2 pour A # 0. Remarquons que e¥*®E n’est pas forcément
intégrable sur I = R.. Comme soit Re()) < 0 soit Re(—A) < 0, nous pouvons supposer Re()) < 0.
Alors il est facile de vérifier que

Wy =e i(1+e)N\0
2iA

sont des solutions fondamentales stables. Ainsi la solution du probléme homogéne peut s’écrire
( ) = W, + W
~ 182 24
P 1 2

ou les constantes ¢; et ¢z sont déterminées par les conditions au bord.

( 1+3e)+ 1 +e)Md )
~ A0
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Pour la condition de Dirichlet 4 |g=o= §° = (f?g

), nous avons
9

e =—ifg, €= I +3 (3¢ +149)
ce qui implique

dgll < CeXRM R + 62 N2)|3°)7, 1> 0

et
d'p 2 20Re() |y |2(1+1) {202
3@7'506 SRdPYR )|£|) [>0.
Remarquons que pour A € Zg,, Re(A) <0Oet [A] > 2o >0

o

/9m629Re(z\) do < le)\]-—(rn+1), m>1,
o
ce qui conduit &
Xk k—1
A2, ok dp2 .\ 211 2k—1) 02
S| G et S ZRF e b ao < opaee-rigepe.
0 =0 1=0
et donc ) y
Nallze e,y + BN zn-1r ) < CIAPFHEOP. (4.30)
Pour la condition de Neumann —Bo(D, )\)( Yo=o = §' = ( ) nous avons
= e (gt i1+ 26)3), 2 =~ (5L + i)
2A(1+¢) V¢ b7 2X(1+¢) >t T

ce qui implique

dgl' < Ce 20Re(/\)|)\‘2(l 1)(1"‘02"\[2)' |2’ lZO

et

1d01 ' < Ce20Re(>\)p“2l| 12, 1>0.

Ainsi, nous obtenons

Nl es gy + MBI Er-1myy < CIAPE215H P (4.31)
Théoréme 4.3 Si A € Iy, avec [A| > Ao > 0 suffisamment grand, le probléme principal (4.29)
posséde pour ( ) € H*2(R)? x H*"Y(R), k > 2, et pour toutes données initiales §' €C?, 1 =0
ou 1, une unique solution ( ) € H*(R)? x H*Y(R) satisfaisant

Ml ey + s gy < © (WEWS ks reyy + Wlgncs gy + VPR 2I0'R) (432)

ot C = C( o, ¢o, k) est une constante indépendante de f, h, _g_’ et A

Démonstration : 1) Pour f = 0, h = 0, nous avons précédemment construit la solution et les
inéquations (4.30), (4.31) correspondent & (4.32).

2) Dans le cas général, nous pouvons (voir [10}) prolonger f et h sur Pensemble des nombres réels
de sorte que -

N ern-2cy < CMAMern-2qryys MBllazn-scry < ClMRl -1 gry -
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Le théoréme 4.1 nous dit qu’il existe une solution ( o) € H*(R)? x H* ! (IR) satisfaisant I'estimation
a-priori (4.24).

Nous posons § = 4 — 4g, § = p — Po. Alors
Lo(D, ) (g) = 0 dans T =T,
3 — Bo(D, ) (HO) (Dirichlet)
B (D 2 = < P9 g=0.
o(D; ) (q { —§* = Bo(D, ) (Eg) (Neumann) 0

D’aprés 1), nous avons

IAZE=11g° — Bo(D,3)(%)|*  (Dirichlet)

ks ey + Nalirscnny < € Y “0p ol ewmanm) %Y
Par le lemme 4.2 qui suit cette démonstration, nous avons
NP2 O)F < CONPH ol + NP ol )
< Clldo s gy
< OG-z gy + Wallz—s (rs) (4.34)
ainsi que
D2l F < CAP* D laglzamy + APE 2%l r))
< Ol g
< O W= gryy + WAl ey ) (4.35)
et
PP 150(0)F < CUMNEF D 1pollFemy + IAPE2 B0l (my )
< Clidollzrs
< O ANEs-2ryy + NAlE-1 ) (4.36)
Les estimations (4.33-4.36) impliquent directement (4.32). 0

11 reste & prouver :
Lemme 4.2 Pour toute fonction v € H*(I) avec I = R, Ry ou ]0,w][, et pour || > X >0,

M) < C(Ilnqy + MRz ) = Cllvllzs o
avec C = C'(Xg) indépendante de \ et v.

Démonstration : Puisque v € H1(I), v est continue, et

T

O = 6@y + [ 2@ d < 6@y + [ (EO 4 wwop) d
J /O

oli nous avons utilisé 'inégalité bien connue 2ab < ‘f + kb? pour tout k > 0.
SiI =R, IR,+, on choisit z — oo (= v(z) — 0) et si I =]0,w|, on choisit z = argmin, 7 [v(¢)|
(= [v(z)]? < L [, ]v@)dt), et ainsi

(A [ @F dt+ [ M OF + PRP) &)

CllloliEny + MlloliZag). O

lo(0)

IA

IA

16



Nous pouvons maintenant aborder le systéme complet

o = @) doms T=R,, -
- & g Dirichlet) ou .
B(D,A)(g) = { ! ENeumanr)l) pour 6 =0.

Théoréme 4.4 i A € Ly, avec |A| > Ao > 0 suffisamment grand, le systéme complet (4.37)
posséde pour (%) € H2(Ry)? x H*Y(Ry), k > 2, et pour toutes données initiales §' € €2,

1 =0 ou 1, une unique solution (3) € H¥(R4)? x H*"*(R.) satisfaisant

N&lre gy + WElEp-1 gy < C (mﬂui}k-z(m) + AN gy + [APFEH IQ’IQ) (4.38)

ot C = C(ho, 9o, k) est une constante indépendante de f, h, g_' et A.

Démonstration : La solution de (4.37) se construit exactement comme celle du systéme principal
(4.29).
Pour démontrer 'estimation (4.38), il suffit de montrer que pour C > 0 il existe Ag tel que

I(E = Lo)(D, A) (;)h,ﬂll?{k-a(m) + N - Lo)(D, 3 (;)]3”@,,,_1 Ra)
HAPFH|(B - Bo) (D, A) @ I
1 il A
< 55 (Ml e,y + WG rsy)
Par le lemme (4.1),

I = Lo)(D, ) (ﬁ)h,ﬂniﬂ-z(m) + IE = £o)(D, 3 (ﬁ)knﬁ,&-m)

< C(||l@|||§1k—l(n+) + ”|ﬁm§1k-2(n+))
Notons ensuite que

(B - Bo)(D,N)BH)E=0 pour la condition de Dirichlet (I = 0)
|(B - Bo) (D, )) (%) < C|&(0)]* pour la condition de Neumann (I = 1)

e

™ e

Par le lemme (4.2),

ARS8 = Bo) (D, ) ()

IN

CIAPE (IAP 1@l 2 gy y + Nl )

~11(2
< Cllal -1 m.,)

dans le cas de la condition de Neumann.
Ainsi nous avons, pour Ag suffisamment grand, comme dans la démonstration du théoreme 4.2,

M = 2000, (s + M= 2000 (5 lnes

AP (B - o) 0,0 (5) P

(Lemme 4.1) _ . .
C (@l zre-s gy + MBI E-2r.))

1 .02 a
< o (Nl ey + MBI (m,)

et le théoréme est démontré. 0
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4.4 Estimation a-priori dans lintervalle |0, w|

Nous pouvons maintenant prouver l'estimation (4.38) dans 'intervalle I =]0,w][ en utilisant les
résultats des deux paragraphes précédant.

Théoréme 4.5 Si A € Xy, avec |A| > o > 0 suffisamment grand, le systéme

pon@ = @ dans T =0,w],
R 2 3° (4.39)
B(D,NE) = { £t ST oI = {0,w}

posséde pour ( ) € H*"2(I)* x H*=Y(I), k > 2, et pour toutes données initiales §' €C*, 1= 0,1,
une unique solution ( ) € H¥(I)? x H*(I) satisfaisant

2
Wz ¢ry + Wl Eps-1¢ry < € (milllqu-zu) + MAlE-1 gy + D |A12k*1'2’tg’|2) (4.40)

=1
ot C' = C(No, do, k) est une constante indépendante de _]f, h, Q’, 1=0,1¢etA

Démonstration : Nous traitons le cas des conditions au bord de type mixte; les types Dirichlet
et Neumann sont tout-a-fait analogues.

Nous pouvons montrer 'existence de la méme maniére que dans les paragraphes précédant; il
reste & prouver l'estimation a priori (4.40). Soit {I;}%, un recouvrement de I = [0,w] tel que
Liclii=2,...,n-1et0€I,we€ Iy, et soit {p;}iL, une partition de 'unité subordonnée & I :

Yiivilz) = 1z € 7. Soit encore i; -%u, b=, o f, = wif, hii=ih, i=1,...,n-1
et_&—O I=1,2pouri=2,...,n—1, gi g’ l—12pourz—1nNousavonsalors
2 4 2 i I
LD,NG) +LiD,N(E) = () dans I,
N A N ) "0 (4.41)
B(D,N) (%) + Bi(D, ) (2) { S s aT={0w)

ot L;(D, \) sont des opérateurs différentiels d’un degré inférieur & L vérifiant

LD, ) (%)h,ﬂu?w(,) + EE:(D, ) (ui)hmiﬁ_lm < ONalpemsry + NBNErry) (4.42)

Bi(D,\)=0enf =0 (Dirichlet,) et Bi(D,)) en 6 = w (Neumann) sont des opérateurs au bord
d’un degré inférieur 3 B(D, \) vérifiant

I3 B,(D, A)()P < OPPEIaw)P

(lemme 4.2)  _ - . .
CIMPED (Nl oy + AP NNz )
< ém@”ﬁ{k—lu)- (4.43)
Pour i = 2,...,n — 1, le systéme (4.41) peut &tre étendu sur tout IR, et pour ¢ = 1,n sur la demi-

droite Ry. D’apres les théorémes 4.2 et 4.4, (—) sont les uniques solution de ces problemes étendus
et il existe Ag > 0 tel que

Ml + Woeliescry < CLNEMpncagry + Wollpcs oy
LD, ) () aalecscn + MED N

FIAPELGOR + [APES (13 + |By(D, A)(

Vel

)}

\/ G
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Comme précédemment, pour tout C' > 0 il existe Ag tel que

N . 1 s 5
&1 ¢zy + NEI s ry < %(Hly_lilqu(z) + -1 ry)- (4.44)

Finalement, (4.42), (4.43) et (4.44) impliquent

n
Wl oy + NolEmrry < €D (sl oy + WPillzes )

i=1

2
22 22 121 A
< CUENZ gy + WAl Gpor gy + Do NP2,
=1
ce qui conclut la démonstration. ]

Le théoréme 4.5 est vrai seulement pour |A] suffisamment grand; il nous reste donc & examiner
le cas |A| < Ao.

4.5 Estimation a-priori pour A borné

Désignons par U(N) = [L(D, \), B(D, )] Vopérateur (4.17) défini A la page 10, dépendant de
maniére polynomiale du paramétre A.

U : HH(I1)? x H*=Y(I) - H*2(1)? x H* (1) xC?* x C?

est un isomorphisme pour tout A €€ sauf pour certain points isolés. Par conséquent, la résolvante
R(N) := U(N)"! est une fonction méromorphe en A avec des poles de multiplicité finie. Les poles
sont les valeurs propres de U, i.e sont tels que ’éguation homogéne

() -

admette au moins une solution non triviale. D’aprés [3] (Lemma 4.1), nous avons le résultat suivant
pour les péles de R :

Lemme 4.3 Soit A = iz une valeur propre de U. Alors
— pour le probléme de Dirichlet, z # 0 et z est solution de

1+e \?
sin?(2w) = (1 T 36z) sin® w, (4.45)

— pour le probléme de Neumann, z est solution de
sin? (2w) = 2% sin® w, (4.46)

et A = 0 est une valeur propre de multiplicité 2, la seule sur Uaze réel,

— pour le probléme de type mizte, z est solution de
(14 2¢)? 14+e 5 . 5
- . 4.47
0+l +3e) 1+3 ¢ (447)

sin?(2w) =

Nous voyons que les poles de la résolvante sont symétriques par rapport & l'axe imaginaire et
également par rapport & I’axe réel. Nous désignerons par x; la plus petite partie imaginaire des
poles non nuls & partie imaginaire positive (ou, de manidre équivalente, la plus petite partie réelle
des solutions z de (4.45),(4.46) ou (4.47) ) et par J la bande {A € € : —h < Im(X) < h} avec
0 < h < k3. Ainsi, R()) n’a pas de pdles dans Jj, pour les problémes de Dirichlet et de type mixte,
et 0 est le seul pole de R{\) dans Jj pour le probleme de Neumann.
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Théoréme 4.6 Soit Ly := {A € C: Im(X) = h}. Si R(\) n'a pas de péles sur la droite Lp, le
systéme (4 17) posséde pour \ € Ly, () € H¥2(I)? x H*"Y(I), k > 2, et pour toutes données
initiales §' €C?, 1= 0,1, une unique solution (3) € H¥(I)? x H*"(I) satisfaisant

2
N2z cry + NpNzps—1 2y < € (ll!f_lllfq»—zm ot AN gy + Y AP |Q'|2> (4.48)
=1

ot C = C(h, k) est une constante indépendante de f, R et A.

Démonstration : Comme la droite £ ne contient pas de péles, et d’aprés les hypothéses sur les
données, la solution (%) € H¥(I)? x H*1(I) existe YA € L. Par le théoréme 4.5, il existe Ao tel
que pour A € Ly, |A| > Ao, (4.48) est vraie.

Si [Al < Ao, R(N) est borné :

2
@z cry + 1Bl E-say < CUFrn-a(ay + Allipnesry + Y INPET2|5P)
=1

et pour A € Ly, || < Ao,

PRIy + IPEDNp2 gy < é(l>\|2(k"2)”f||%2(1) + IAPED RN
2
ey + D AR )
=1
En combinant ces deux derni2res inégalités, nous obtenons (4.48), ce qui achéve la démonstration. IJ

4.6 Régularité dans un secteur infini

Nous allons maintenant prouver la régularité de la solution dans dans des espaces de Kondratev
W§(Q) sur le secteur infini @ = {(r,6) : 0 < r < 00, 0 < 8 < w}, introduits dans la section 2. Nous
utiliserons encore dans la bande D = {(1,6) : 7 € R, 0 < § < w} les espaces HF(D) également
définis dans la section 2.

Lemme 4.4 Siv(r,0) € W;(Q),k € N, alors #(t,0) := v(e™%,8) € HF(D) avec h=k—1—f et
Clioll axpy < lollwe @y < C~'|15HH§(D)- (4.50)

En particulier, pour 1 = 0,1,5(t,0) := e'Du(e~t,0) € HY(D) avec h=k+1—1—f et
Clloillzz oy < lollws @) < Cliillay - (4.51)

C,C sont des constantes indépendantes de v,D.

Démonstration : Nous montrons d’abord la premiére inégalité de (4.50) ; il suffit de montrer que

lle"D*a||32(py < C ol q) (4.52)
pour Ja] < k. Pour n < k,

/ 2ht
D

a"d

o™
a6 agn ("9

rdr de

Cwar = [ |2
Q

- / 26—k |90
o a7

[l

(r, 0) rdrdd

IA
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Pourn < k-1,

] ? oty dr
2ht - —2h
/De 5156m dtdd = /C;r T 3 rd do
= / 2(ﬂ+1 L) a a n(Ty ) Tde6
Q
<

o1l ()

Ainsi, nous avons (4.52) pour a; = 0,1. Pour o > 2, remarquant que
"o
Free| <c X |5

m<n
on obtient de la méme maniére que plus haut (4.52). La deuxidme inégalité de (4.50) se démontre
de facon analogue; enfin, (4.51) est une conséquence directe de (4.50). ]

Lemme 4.5 Soit ¢ € HE(D), k€ N, 9(A,-) = F(9), I =]0,w|. Alors

oo+ih
lolizgy = [ Mol dn (4.53)
—00+1ih

Démonstration : pour 0 < n <k, 0 < m < n, nous avons

2ht o™ 2 rr ht_ OV om z
. \
d,ﬁn—m
_ / / A+ P | T O ih,0)| dxd
0—co
oo-ih
= [ PO ooy A
—oo+th

A= 2 7 = :
ot Jo(\, ')F;I"“'"(I) = fow %,—_;’ df. En sommant 1’équation ci-dessus surn =0...k, m =0...n,

et remarquant que [[0(A, M} aem 1y = SEm s, Wi (1)» nous obtenons directement (4.53). D

Lemme 4.6 Soit G'(r,0) € WE(Q)?, k > 2, G'(1,0) = e G'(e,0), &'\ = F@),
1=0,1. Alors

oo+ih oco+ih
[ peeebidoorase [ OGO Mg, 1=01, @5
—ocotih —oo+ih
ovh=k—-1-p0.

N
Démonstration : par les deux lemmes précédents, ||G (), -)|||§1k_1( 1y est intégrable sur L = {A:

Im(A) = h}, donc en particulier Ql(/\, -) € HY(I) pour presque chaque A € L. Nous pouvons donc
appliquer le lemme 4.2 :

3 AL c—2) 1 AL Al
IE=31GT (1, ) < CARPEDNIGE O Wiz gy < CNIG O Mzpe-1 )
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et
1 21 . 2,0 ~0
IPEHGE L 01 < CINPEING O My < CNGE O Mz

pour presque chaque A € L. En intégrant sur £;, par rapport 4 A, nous arrivons & (4.54). D

Le théoréme suivant donne la régularité de la solution en coordonnées polaires dans les espaces
WB(Q) Nous désignons ici pour @ le bord de Dirichlet, resp. de Neumann par T'°, resp. ', i.e.
nous avons soit '’ = 3Q, soit I'' = 8Q ou bien I'° = {(r,8) : 6 = 0}, T* = {(r,0) : § = w}.

Théoréme 4.7 Soit f € Wi 2(Q)?, Re WS (Q)2, § € Wy ' "3(I)2, 1 =0,1, k > 2. Si R(})
n’a pas de péles sur la dmzte Ly = {\: Im(/\) = h} avec h =k—-1-2, alors le probléme en
coordonnées polaires (4. 5) avec une des trois conditions au bord (4.6), (4.7) ou (4.8) posséde une
unique solution (3) € WE(Q)? x Wi~ (Q) et

o) + IBllw-2g) < € (IFlwz-2(gy + Bllyi- 1<Q>+an I k,-i(r,)) (4.55)

ot C' = C(B, k) est une constante indépendante de Z, , g’, {=0,1.

k= 1—5(1"’), il existe G € Wg_l(Q)Z, I =0,1, tel que

Démonstration : Par définition de Wg
thﬂ =g et

1,

21€ lwp@) S I e oy S IE -1
Comme au paragraphe 4.1, nous définissons

z(t,O) = e_2tz(e“t,0), h(t,8) = e th(e™,0), Ql(t, 0) := e"ltél(e_tﬁ), 1=0,1

ainsi que

F=F@, h=rF), ¢ =7G) 1=o01

Par les lemmes 4.4, 4.5, f € H*=2(I)?, h € H*Y(I), Ql € H*Y(I)? pour presque chaque A € L.
Par le théoréme 4.6, le systéme (4.17) admet une unique solution (%) € H*(I)? x H*1(I) et

2
sty + Wolerscy < O (N ENroary + Wlnenry + D IR0 2)
=1

pour presque chaque A € £j. Intégrant cette dernitre inégalité, et utilisant le lemme 4.6, nous avons

oo+t-ih oo+ih oo+ih co+t-ih
Vel r+ [ Wil dh < O( [ Wil dr+ [ WilBes gy an
—oo+ih —oo-+ih —oco+tth —oo+ih
co+ih
1
+ 5 [ G Wi @), (450
= 01—c><)+zh
Ainsi,
_ . 1 oo-th
U u
u ::f—1<j):— / ’”()d)\ € HED)® x HEY(D
() =7()->% HOY x B} (D)
—oo+ih

est 'unique solution du systéme (4.9), et donc
u 4 1 -
(B)eor=(E)mdo ewi@xwi @
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est I'unique solution du probléme (4.5); (4.56), (4.51) et (4.53) impliquent

_ _ - - =
”g”W;(Q) + “P”W;—l(Q) < C(”_Ji”wg—Q(Q) + Hh“W;’;_l(Q) + Z e ”W;*‘(Q))
1=0,1

et donc (4.55). ]

Remarque 4.1 Le théoréme précédent est valable pour k > 2, mais nous n'utiliserons par la suite
que k = 2. En fait, le cas k > 2 ne présente pas d’intérét dans la pratique, car il implique des
conditions irréalistes sur la régularité des données.

Nous avons, en coordonnées cartésiennes, le résultat suivant :

Théoréme 4.8 Soit f € W3(Q)?, h e Wi(Q)?, ¢' € W[,%_I(I"P, 1=0,1, avec B > 1—k1, B> 0.
Alors le probléme (4.1) muni d’une des trois conditions au bord (4.2), (4.8) ou (4.4) posséde une
unigue solution (%) € W3(Q)? x W;(Q) et

lullwzy + Ipllwycy < € (1 Ilwacr + IBlwac@ + ,§1 Hg’!lwﬁg-z(r,)), (4.57)

ot C = C(B, k) est une constante indépendante de f, h, g’, l=0,1.

Démonstration : Nous partons du théoréme 4.7 avec k¥ = 2, et nous passons en coordonnées
cartésiennes par la transformation u = :_4_1@. D’apres [3], corollary 4.2, (4.57) est une conséquence
de (4.55). O

5 Régularité de la solution dans le polygone (2

Nous pouvons maintenant analyser la régulalarité de la solution dans le polygone Q, avec des
données f € Lg(Q)?, h € Hg’l(Q), g € Hé_l’i—l(rl), ! = 0,1. La démarche et les arguments
utilisés ici sont tout-a-fait similaires & ceux de la section 5 de [3].

Supposons que le sommet A; est & l'origine et que I'; coincide avec axe des z positifs. (r,0)
désigne les coordonnées polaires centrées en A et S5 := {(r,0) : 0<r <4, 0 <8 <w;} C O (fig. 2).
Soit ¢5(r) € C°(R4) telle que ¢5 = 1 pour 0 < r < §/2 et ¢5 = 0 pour r > 4. Soit encore & := ¢su
siTi Uy C T, @ = ¢5(w — g°(A1)) sinon, P := ¢sp oll u,p est la solution faible de (3.10), avec
les mémes hypothases sur les données que dans I’énoncé du théoréme 3.1. En prolongeant par zéro
A Pextérieur de Sj, @ et P sont définis dans le secteur infini Q@ = {(,8) : 0 <7 < 00, 0 <0 <wi}.

X

FI1G. 2 — voisinage du sommet A,

23



Nous désignerons par L Popérateur différentiel défini en (3.3).

Nous avons -
()=o) )~ ()

ot Ls est un opérateur différentiel d’un degré inférieur & L (L; (%) ne contient que des termes
pD¢s, la| =1,D%uD¥¢5, 0< |a] <1, 1 < Jo'| < 2), et

’_U]o:(),w = ¢5(Q0 —go(Al)) =: g_o si MUy C FO, (5.2)
+0ld, Plnlo=ow = ¢sg" +ls[u] =: §* si TyUTy CTY, (5.3)
dli=o = §°, gl Plnlo—w =g si Ty CT9 Dp T, (5.4)

oll I5 est un opérateur d'un degré inférieur 3 alu, pln.

Nous allons maintenant analyser la relation entre la solution (u,q) € WZ(Q)* x Wi(Q) du
probléme (5.1) dans le secteur @ := {(r,0) : 0 < 7 < 00, 0 < 8 < wi} et la solution faible
(w,p) € H'(Q)? x L*(9)).

5.1 Relation entre les solutions dans le polygone () et dans le secteur Q

Lemme 5.1 Nous avons :

1. ”'U”WBl(Q) < C””“H;,J(Q) Vuve H;’l(Q),
2 ollwi@) < Clillnz) ¥ v € HE*(Q) avec v(0) =0,

3. Pour § > 0 quelconque, nous avons H;’2(Sa) C C°%(Ss) et l!vIIH§'2(Ss) < C’HUIICO(S—J)
2,2
Vve Hﬁ (Sa)
Pour la preuve, voir [7], Lemma A.2, et [11], Lemma 2.1,
Nous commencons par remarquer que les données I by g’, 1 = 0,1 ont un support compact, et,
utilisant le lemme 5.1,

1°1l 3 < Clg’ - (Al

3 3 3
= Wi (TY) HZ'2 (T}

< CULN 38 g, ¥ 12”40
< C'HQOHH?,%(P?), (5.5)
||QIHW$(%) < C(HQIHHE.%(F})+llla[1_t]llHé-.%(P}))
< C(IlglllHé.g(F}) + el (spnss 0) + HgollHﬁg,g(rg)), (5.6)
s < C18lzptso + NEs ()], alzacsn)
< CUIfNzscss) + llullm(sp\sy) + IlQOfIHE,g(rg) +IpllL2s5\85,2))s (5.7
Bl < CIAwycsn + 18 (%) ]lhwycsn)
< Ol sy + il sivsm + 8l (58)

w i)
oul}:=1"NdSs, 1 =0,1,et T, I = 0,1 est le prolongement de T, le long de 8Q, et ot les termes
5 Q ]

0 1
g’ ”HB%'%(I‘Q) sont absents dans le cas Iy UT s C T'L.
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Le théoreme 4.8 garantit I'existence et 'unicité de (v,q) € WZ(Q)* x W;(Q), la solution de
(5.1-5.4) dans Q. Nous avons le résultat suivant sur la solution (v, q) :

Lemme 5.2 Pour la solution (v,q) du probléme (5.1) avec condition au bord de Dirichlet (5.2) ou
de type mizte (5.4), nous avons

1D ulli2(q) + I ulliaq) + llaliZacg) < oo (5.9)
Pour la solution (v,q) du probléme (5.1) avec condition au bord de Neumann (5.8), nous avons
1D 0lf22q) + llall3z(q) < oo (5.10)
(1D 0l signifie o182l + |0usel®) do )

Nous ne donnons pas ici la preuve, car elle est tout-a-fait analogue 3 [3], theorem 4.4 et corollary
4.3.
Théoréme 5.1 Soit (ﬁ) la solution du probléme (8.10) avec les mémes hypothéses que dans le
théoréme 3.1, B > 1 — k1, > 0. et soit &:= dsu si [y UTx C T, G = ds(u - g°(Ay)) sinon,
ainst que P := ¢sp. Alors

1. SiTiUTy ¢ T, (3) e W2(Q)2 x WA(Q) et

P

~ - !
”u”wg(Q) + ||P”W,;(Q) < C’(“ﬂlLﬁ(s.s) + ”h“H;,vl(s,s) +l§l llg ”Hf"’%"(r;) (5.1)

+|]H|[H1(55\S,;/2) + ”p”L2(Ss\5‘s/2))
2. SiT1UTy CTY, (FHA) e WR(Q)? x WH(Q) et

3 e a7 s 1
& — &(A)llwz@) + IBllwi@) < C(HillL,;(s;) + Al s,y + g “H,;%'%(r;) 512
+Hlull e (s5\85/2) + ||P||L2(ss\s5,2)

Démonstration :
1. Nous supposons I'; ULy € T° (Dirichlet), le cas de type mixte se traitant de maniére analogue.

@ et p satisfont ’équation
i f
L{7)={%) dans dlag = §°.
(:0> (h) Q. dloo=g

Pour tout (%) € H}(Q)? x L*(Q) avec
I;T(%(Q) = {u : ”Dlu”L2(Q) < 00, ulBQ = 0})
nous avons d’une part

ot w)g +b(Fw)e = F(w)
b(o,@)g — (o, h)o = (o)

ou a(-,-)q, b(-,-)q sont les formes bilinéaires définies en (3.8) mais avec domaine d’intégration Q,
et

F(w) =/ frwde, (o) = —/ ho dz.
Q- Q
D’autre part, pour tout (%) € H3(Q)? x L*(Q) avec

Ir:Ié(Q) := {u € H}(Q) : v a un support compact dans @},
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nous avons pour la solution (g) de (5.1), (5.2) en intégrant par parties

alv,w)g +bgw)e = F)
bo,v)g —e(0,9)q = o)
ce qui implique V(%) € I::T& (@)% x L2(Q)
a(v - &w)e+blg—pwle = 0 (5.13)

Il
o

blo,v —)g — (0,9 — D)o
Comme I;’&(Q)2 est dense dans H}(Q)? et par le lemme 5.2 nous avons
alp—Guv-d)g+blg-pr-a)e = 0
bg-pu-Be-elg-ne-De =
et en substituant la deuxiéme égalité
a(v — @,v — B)q +ellg — BlZz(q) =0 (5.14)

Ainsi, v — @ € R ('espace des déplacements rigides) et comme v — @lag =0, v = & dans Q.

Si e > 0, (5.14) implique immédiatement ¢ = $ dans Q.

Si e = 0, il existe d’aprés la proposition 3.1 (ou plus exactement [8], corollary 2.4) w € H}(QRr)? tel
que V - w = ¢ — $ dans le secteur tronqué Qg := {z € @ : x| < R}, R quelconque. Nous pouvons
prolonger w sur @ entier de sorte & ce que {lw||g1(g) < Cllwlln1(gp)- Nous posons @ := yw, ou
P, € C®(Q) avec ¢, = 1 dans Qg, ¥, = 0 dans Q \ Qr4y, 7 > 0. Partant de (5.13), nous avons
alors

0=/(q—ﬁ)2-w”dw=/ <q—ﬁ)2dx+/ ()Y - dde
Q Qr Qr+7\Qr

Par ailleurs,

< Cllg = Pllz2(@ren\@m) 2l H (Qr)

/ (¢-D)V - dde
QRr+1\Qr

et lg—pllL2(Qryny\Qr) = 0sin — 0 (puisque llg—Pllz2(q@) < o0). Celaimplique que lg—5Bllz2(@r) = 0-
R étant quelconque, ¢ = f dans Q.
Nous avons donc montré que

U v
(5)=(2) ez xwi(@
p q
et (5.5-5.8) impliquent avec le théoréme 4.8 P'estimation a-priori (5.11).

2. Dans le cas de Neumann, & = ¢su et § = ¢sp satisfont (5.1), (5.3). Nous avons d’une part,
pour tout w € H(Q)? := {w : |D'wl|r2(q) < o0} et pour tout o € L*(Q),

a(@, w)q + b(B, w)e F(w)
b(O‘, @)Q - E(”:ﬁ)Q - Z(O-)

avec

ﬁ’(g):/@f-ydz-}-/rl g -wds, i(a):—/@fwd:z;
@
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D’autre part, pour tout w € HY(Q)? := {w € H(Q)? : w a un support compact} et pour tout
o € L*(Q)

a(v,w)o +bgw)e = F(w)
b(O’, Q)Q - E(U) Q)Q = f(a)
ot (2) € WZ(Q)? x W5(Q) est I'unique solution de (5.1),(5.3), ce qui implique V(¥) € Iifl(Q)2 x
L*Q)

a(v —d,w)q +blg-pw)e = 0 (5.15)
b(U;—Q - _@)Q - E(qu - ﬁ)Q

I
)

Comme au cas précédent, nous en concluons que
a(u—d,u—1)g =0, |lg—5llr2q =0

) ~ 3 . 2 P 2
Ainsi, v — 4 =) =1 Ci&; pour certaines constantes c;, et e; sont les déplacements rigides donnés

par
e = 1 e, = €3 = 2
=1 0 y X2 1 y =3 L .

Le lemme 5.2 implique [|D* (v — @)||z2(q) < 00, donc ¢z =0 et

2
v—8=) ce;, 9=p
=1
Par le théoréme 4.8 et les estimations (5.6-5.8), nous obtenons

2
77 .o, 5 1
|lu+]§1 Cgégnwg(q) + ”:DHW[;(Q) < C(“ﬂlLﬁ(ss) + ”h”H;,-l(s&) + g “Hﬂ%’%(r;)

+”"—L“H1 (S5\Ss/2) + ”p”L2(S.s\Ss/2))

Puisque W3(Q) C H, ;’2(35) C C°(Ss) (lemme 5.1), u(A;) existe et finalement, comme %2y €

2
L?(Q)?, nous avons y(A;) =0 et donc &+ ¥ cje; = @ — (A1), ce qui conclut la démonstration. O
i=1

5.2 Reégularité des dérivées secondes

2
Nous établissons dans ce paragraphe la régularité (Hf,?) x H [1,’1 dans le polygone 2. Nous
débutons avec un résultat au voisinage d’un sommet :

Théoréme 5.2 Soit (%) la solution du probléme (3.10) avec les mémes hypothéses que dans 1’é-
noncé du théoréme 3.1, 8> 1—ky, > 0. Alors (%) € H2’2(85/2)2 X Hé’l(Sa/g) (ot Ss/2 est défini
comme en début de section) et

!
“E”HZv?(ss,g) + ||p”H;'1(,S’5/2) < C(”i”L,g(Ss) + ”h”H;»l(s,;) +1§1 llg ”HE'_"%_’(I‘E;) (5.16)

Hlulla sa\ss/2) + 1Pllz2(s5\55/2) ) -
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Démonstration : Puisque || - “H;"(Ss/g) <Cf- ”W}a(sa/z)’ leN, et H§’2(5'5/2) C C°%Ss)2) le
théoréme précédent implique
!
”Q - ’LL.(AI)”HZv2(55/2) + ”p“H;"(S,;/Q) < C(”i“Lﬁ(SJ) + ”h”Hg'l(sa) + l:ZO:,l ”,Q ”H;;%-l.%—l(rg)

Hllull e se\8572) + I1Pllz2(50784) )

SiTh Ul ¢ It (cas 1 dans théoréme 5.1), Pinégalité

lu(41)] = lg°(A1)] < Clig°ll

3.3
HZ'2(T))
implique (5.16) immédiatement.

Si 1 UT s C T (cas 2 dans théoréme 5.1), les inégalités

lu(A1)| < lla - &(Ad)llcogss) < ClIE - &(A)llwz(q)
et (5.12) impliquent (5.16) immédiatement. O

Nous avons finalement

21,3

Théoréme 5.3 Soient f € Lp(Q)?, h € Hy'(Q), ¢ € HE ™, I = 0,1 avec B =
(Bi,-..,Bm), Bi > 1 — ki, Bi > 0, ot ki est la plus petite partie réelle positive des solutions
de Véquation transcendante (avec w = w;) (4.45) si T;.1 UT; C T®, (4.46) siTi_; UT; C T, ou
(4.47) sinon, i =1,..., M. On suppose (3.14) i [Tt =0 ete =0, (3.15) si |T°| = 0.

Alors, si [T°| > 0, le probléme (3.1) posséde une unique solution (%) € 11123’2(9)2 X HEI(Q) et

!
lall 220y + Pl @y < € (1ot + bl ey + pol lg-ting,)  B1D

ot C = C(B) est une constante indépendante des données f, h, g’, 1=0,1.
Si |[T°| = 0, la solution (1;) €H 5’2 ()2 x H},l(ﬂ) existe, est unique modulo l'espace R des ’rigid
body motions’, et estimation a-priori (5.17) est valable avec g° = 0.

Démonstration : L’existence et I'unicité dans H'(Q)? x L2() nous est fournie par le théoréme
3.1.

Soit St = {(ri,6;) : 0 <7 <8, 0 < 8; < w;} ou (r;,0;) représente les coordonnées polaires
centrées en A;; on choisit § > 0 suffisament petit pour que S} C Q et on pose Q5 := Q\Uf‘i1 Si (fig.
3, page 29). Par 'argument usuel du quotient de différence, nous avons (1;‘) € H%(Q5)? x H*(Qs) et

lellzr2 @) + llpllr sy < C N Nzace) + Bl + D llg'l )- (5.18)

J77 B Y]
1=0,1 B )
Au voisinage du sommet A;, nous appliquons le théoréme 5.2 : (%) € Hg:2 (SH?2 x H, é’l(Sg) et

{
lull sz sp) + WPllzstcspy < O Ny + Wbl oy + 122 gl 310 (5.19)

Combinant (5.18) et (5.19), nous obtenons (5.17). O
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F1G. 3 — domaine Q5

5.3 Régularité analytique

Nous arrivons enfin & notre résultat principal :

Théoréme 5.4 Soient k > 0 entier, f € HEY(Q)2, h € HAYM(Q), ot € HYT 37H37/(Y), 1=0,1
avec B = (Bi1,...,Pm), Bi > 1— ki, Bi >0, ou ki est la plus petite partie imaginaire positive des
solutions de I’équation transcendante (avec w = w;) (4.45) si Tsi_1UT; C IO, (4.46) siT;_,UT; C T,
ou (4.47) sinon, i =1,..., M. On suppose (3.14) si |T*| =0 ete =0, (3.15) i [[°| = 0.

Alors, si |[T°| > 0, le probléme (3.1) posséde une unique solution (ﬁ) € Ing'J“2’2(Q)2 x Hg“’l(ﬂ)
et

{
”E”H;gw,z(m + ”p”HZ'}'I’I(Q) < C(”i”}{,‘;v“(g) + ”h”H;'H’l(Q) + 1:20,1 ”2 |'H:+%_"%_'(I‘1)) (5-20)

ot C = C(k,B) est une constante indépendante des données f, h, g, 1=0,1.
Si |T9 = 0, la solution (%) € Hg+2’2(9)2 X HgH’l(Q) existe, est unique modulo Uespace R des
déplacements rigides, et lestimation a-priori (5.17) est valable avec _Q" =0.
a_
FHTY2, 1=0,1, dlors (%) € B3(Q)? x BE(Q).

De plus, si f € By(Q)?, h e By(9), g9' € Bj

Remarque 5.1 Si I° = 99, Vestimation a-priori (5.20) est valable sans le terme ”21||H;+§. by’

Démonstration : Le cas k = 0 est déjd prouvé (théoréme 5.3).

Pour § > 0, on définit Si = {(r;,0;) : 0 < 73 < 6, 0 < 8; < w;} ol (r;,0;) représente les
coordonnées polaires centrées en A;; on choisit § > 0 suffisament petit pour que SicQ, S§ ﬂSg =0
sii# j et on pose Q5 =0\ Uf\il Si. Par 'argument usuel de quotient de différence, nous avons

() € H¥2(Q52)* x HH (Qg72) et
lull etz (@sym)+  IPlE+1(s,2) S CUIElan@s,0 + IRl R+ (0,0 + 1_20:1 NG |l gre+2-1.2-1(05 1))
z , 4
< C(”ﬂng:O(n) + ”h“Hg“»l(g) + l.—;),l “Q ”H;-(»%-I,%—l )

()
(5.21)
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ot G| =g, 1=0,1et

“”G lss+2-r2-10y < lIgl k+~—-l 3o S NIG peta-t2-1(0).

(rh
SifeB3()? heByN), g € Bg“l(l"’)"’, 1 =0,1, ces données sont a.nalytiques dans Q;/4, et par
un argument de Morrey [12], u et p sont analytiques dans §2; /25 ie. (“) B3 (Qs72)* x Bj(Qs72).

Tl reste & prouver la régularité dans les secteurs tronqués S: 52 Par theorem 2.1 et lemma 5.1 de
(3], il suffit de montrer que

IIE||H§+2'2(S§/2)+ IIpllHZ+1'l(5§/z) < C(l|z||H’=-°(s-’) + ”h”HHl-l(si

=l (5.22)
+ :z: 1ot rmr gy IBzmsscsiasy ) + Ipllrncsinss, )
(owT= Ay, f = Af, g = Ag', 1 =0,1) et quesi f € BY()2, h € BL(Q), ¢ € BT’(FI)?, 1=0,1,
alors
||pBiter— zpauum(s o S CidfR! Va|=k+2 (5.23)
[[rPite—1pe’ Pllrass,y < Cidi¥k! Vlo!|=k+1 (5.24)

pour des constantes suffisamment grandes C;, d; indépendantes de k, &k > 0.

Par induction, supposons que (5.22) est vrai jusqu’a k — 1 et que (5.23), (5.24) sont vrais pour
lo| = 2,...,k+1, |o/| =1,...,k. Pour simplifier la notation, nous omettons les indices pour les
coordonnees : (r, 9) = (r,~,0,~). Posons
» 0" 40 *p

EE e T gk

11 est facile de vérifier que
ak 1

7\ _ k= 2 g* (7‘2f) s T???F+(k )B_rﬁ
L(q)“(rk lmwh))"" Bt
srgr_ff

et
&
Tlo=0,; = Tkgi—(_@_o) si Ty UT; CIY,

0
v, gln L =7rF rG) + ) - si Ty_; Ul CIY,
[ gInlo=0,u k( ) k1 ak 1 p) 1 i

8% o 0
— . k - .
Tlg=o =1 WE @), alv, gnlo=u; = r* 6 k( ) + <Icrk—1 ;,:__llp) sinon.

Appliquant le théordme 5.2 au sytéme ci-dessus, nous avons

re1=2pog ; + rea=1pe’
mgw I _”Lﬁ(sm) II_EHI I P”Lﬁ(sslz)
0<ap<2 0<u2<1

ke
<cf 22 *Dlsatsy + I G eMllgo sy

(-1 2 18+ 5.25
o H gy O
ark—1gg
ko, —1
+ kg _Tar ”1?2’2(5;')‘*‘”7"~ e rel )“H;J(s;)

+ Ellass\ss) + lallza(ss\ssa)
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Nous allons estimer séparément chaque terme du membre de droite de (5.25) :

ko2 O (i * ~ j1 0
e |ir W(T sy < (HT ﬂf”Lﬁ(sg)‘*‘?kH?‘ Wi”Lg(S;)
gh—2
= DI 2 Tl o)

< Clfllso st

et

C(d* k! + 2kd* =1 (k — 1)! + k(k — 1)d*~2(k — 2)1)

fIr k= 2aa—rl:(rzf)”Lﬁ(s‘;) -
Cdrk!

IAIA

sife B3(Q)?, et ol C >0, d > 1 désignent (et désigneront toujours par la suite) des constantes
suffisamment grandes indépendantes de k.

6k—1
o |t 6 k(rh)”Hl iy S C(Hr 5 khlle(s i + kIt 6 i Pllzacsy)
8, .o 1 O
+ ”E(T Ml (sp + k‘||g(7"h =l P
gh+1 ok
b k=2 —
=+ ”1‘ lm—h”Lﬂ(S:‘;) + k“’l" Zark_laeh”Lﬂ(S;))
< Clihll g s

et
||k 2, oMl (s < C (a1 (k - 1)! + kd* 2 (k — 2)! + d* k! + kd*1 (k — 1)!
+hd Y (k — D!+ k(k — 1)d* 2 (k — 2)! + dk! + kdb =1 (B — 1)1)
< Cdrk!

sihe B}, (). De manitre analogue, il est facile de vérifier que

el

o* G
o |ir k Bk ||H2 3(si) < C”G “Hk+22(s. et IIr Bk “H'zz(s, <Cd’"k' si G EBﬁ(Q)2,
ainsi que
e 0o <cla £ 1 2 g < Cd k!
o |r “3’7;(7‘_ )”H;-l(s;) <Cle IIH§+1»1(S;) € lIr W(T— )1|H;v1(5;) = :

i@ € By
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Nous avons ensuite

k k=1
- Ta—rg + (kb — 1) 5=t
e A Vlizyisn < il sy
drk—1p9
< C(”f”Hk Lo(giy + ||h”H‘L siy Z ”9 ” - 14+3-1,3- ~tpty
1=0,1 é

+ 2l a s\ s L)t llpll -1 s\ s /2))
< G(“i”Hg»O(S;) + “h“Hs+1.1(5;) + Z ”g’“HH%—z.%-z

1
1=0,1 s s)

@l e sinsg ) + “pllm(ss\sm))

par hypothése d’induction, et
ak ak—-l
rf + k~1)5==2 -
k||rk—2( ork (ak? o 1>IIL,,<5)< C (kd*= (k — 1)! + k(k — 1)d*2(k — 2)!) < Cd*k!
ark=150
si f € BY(Q)?, h € By(Q), ¢' € BT’
d’mductlon De méme,

(TH2, 1 = 0,1, olt nous avons également utilisé I’hypothése

., OF1
o Hrt o sy < c(uanko(s)+nhnm+u<s.)+l§1 181 8
1@l sysg, ) + Wpllreqspass )
et

k“ k— 16 = IHHII(S, <Cd k!

si f € BY(Q)?, he BY(Q), ¢ € Br'(I")Z 1=0,1.
Fmalement

o EllE(sa\ss0) * lallza(ssnss) < C(||u||m+1(55\56/2) + Pl z (si\si ,2))

et, si f € BY(Q)?, he BY(Q), ¢' € Bf"(r’)2, 1=0,1,

_ . akﬂ ak-{-lz
”Q”HI(SS\SJ/g) + ”q”Lz(S&\SJ/z) < C(k“—L”L2(35\S‘s/z) + ”W”L2(SS\S5/2)

19+
+”,~ 800rk ”L 2(S5\Ss72) T ” ok “L"’(Ss\s.;/z))
Cdkk!

IA

par régularité intérieure.
Ainsi, nous avons montré
”Tal—z'Da@”L,s(sgm) +[frer—tD Pllzyesi,, < C(”ﬂlgkﬁ(sf) + “h"Hk+1»1(si)

=
+ I:ZO,I ”Q ’IH;+%_"%_I(F§)

et (5.23), (5.24) pour o] =k +2, 0< 2 <2, || =k+1,0< ap < 1.

Pour a3 > 2, af > 1, nous redéfinissons

k-1 0" k1 0%
are-tagt 1T Grk=iggl

5.26)
+ “u”H"‘H(Ss\S‘;/z) + IIP|IHk(SJ\ss/2)) (

=7 2<I<k.

S]]
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Suivant le méme raisonnement que précédemment, plus exactement effectuant les substitutions

a'F oh —m  OGC"
a0 P e &0 g =01

_ .. 07 o'p =
k(—)k—l,g(-)%—[,pﬁw,iﬁ

dans les calculs qui précédent, nous obtenons

S Dy ¢ D D bllnyss < O (Bl + Il sy

fa|=k+2 et |==k41
1<ag<i42 ISah <41
- a7 A co o
2 gl g+ Wl csinss ) + ol spnss, )

et (5.23), (5.24) sont valables V|a| =k +2, I <o <1 +2, /| =k+1, I <ay <141
Par conséquent, nous avons (5.22),(5.23), (5.24) pour tout |o] = k+2, |o'| = k+1, et le
théorgme est démontré. O
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