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Abstract. Harmonic Analysis on Generalized Heisenberg Groups. Let G =
= (X, X5, X3) be the generalized Heisenberg group as defined in Commen. Math.
Helv. 1974 by H. REITER. Under some natural conditions on G involving not the
separability, we classify the unitary irreducible representations of G, and prove a
Fourier inversion formula.

Les groupes de Heisenberg généralisés, apparaissant sous une
forme plus particuliére chez A. WEIL [6], ont été introduits par
H. Reiter qui a déterminé les idéaux maximaux de leur algébre de
groupe. Nous nous proposons ici d’exposer certains résultats
d’analyse harmonique élementaire concernant ce type de groupe, a
savoir:

— la classification sous des hypothéses raisonnables des représenta-
tions continues irréductibles unitaires

— la formule d’inversion de Fourier; dans le cas séparable, celle-ci a
éte effectuée par G. MACKEY [2]

— la détermination d’un espace de fonctions ¢ sur G pour lesquelles
fn(x)p(x)dx est un opérateur de Hilbert—Schmidt pour toute
représentation continue unitaire irréductible z de G. Rappelons a ce
propos qu’un tel espace de fonctions a été déterminé par BAGGETT [1]
pour les groupes de Lie nilpotents.

Les notations et définitions utilisées ici seront les suivantes:

a) Soient X, X,, X; trois groupes localement compacts abéliens et
B: X x X, - X; une application continue Z-bilinéaire. Le groupe de
Heisenberg généralisé noté G = (X, X,, X3); est I’espace topologique
X, x X, x X3 muni de la loi de groupe

(15 X2, X3) V1, Y2, 13) = (X1 + Y1, % + Y3, X3 + y3 + B(x1, 1)) .
b) Le groupe localement compact abélien X;xX,x X; sera noté G.
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¢) Soit ye X, un caractére continu de X;, la fonction y - Bestun
bicaractére de X 1 XXy a1 X > X, est le morphisme canomque
associ¢, o} X, — X, est le morphlsme dual de ¢,. On a: Im "x
= Kero,, donc Kera = (Imo¥) ™, la barre des1gnant l’adhérence
dans X’ 1. De méme Tm ol =Kero* et Kero**=(Imo)~
Si ¢,: X} > Imo, est un morphisme strict il en est de méme pour
ot Xz — Im o} et on a les isomorphismes de groupes topologiques:
a* Xz/KeraI —»Ima 6,:X|/Kerg,~»Imo,, p,: (Kera) —>X1/Ima
g,: (Kero}) — Xz/Ima En partlcuher Ima et Im ¢ sont des sous-
groupes fermes resp. de X, et X,.

d) C(H) désigne I'espace des fonctions continues sur un espace
topologique H et Cg (H) celles qui sont a support compact. Si H est
localement compact abélien A (H) est I'algébre de Fourier de H.

¢) Pour le choix des mesures de Haar, nous renvoyons le lecteur
aux notations préliminaires au théoréme 2.

L’idée essentielle dans la démonstration de la classification des
représentations de G se trouve dans I’article de A. WEIL [6] et nous y
renvoyons le lecteur intéressé.

Théoréme 1. Soit G = (X;,X,,X3); le groupe de Heisenberg
généralisé. Soit ye X tel que I"homomorphisme o,: X, —Imo, soit
strict. Sous ces hypothéses les assertions suivantes sont vérifiées:

(1) Soient o« (Ker Gx),\’ Be(Ker G;‘)A, nep, (@), pneq ) et w=
= 31 X 12 @ g le caractére du sous-groupe fermé

B, = {(x1, %, x3)| x, €Kero,, x,€ X3, x3€ X3}

La représentation unitaire continue induite par o de B, & G notée =
est irréductible.

Ll X2: X

(il) Soit ) une représentation continue unitaire de G telle
gqu’il  existe ae(Ker ax)A, pe(Ker c;‘)A avec  A(xy, Xy, X3) =
= o (1) B (xy) x (x3) Idy 0s1 x, €Kero,, x,eKerof, x;€ X5 et V l'espace
de A, alors J est équivalente a un multtple de la representatzon Ty O
11€P,(0), x2€4,(H)-

Corollaire. Avec les notations du théoréme 1, supposons que pour
tout ye X, le morphisme o,: X1 = Imo, soit strict, alors pour toute
représentation continue unitaire irréductible de G, il existe y;, 2,2
comme dans le théoréme 1 (i) tel que A soit équivalente a =, , . De plus,
la classe d’équivalence unitaire de m,, ,, , ne dépend que de la classe
modulo Im o, resp. Im o, de y; resp. y,.
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Démonstration. Au vu du théoréme 1, il suffit de montrer que
pour toute représentation unitaire continue irréductible de G, il existe
2€Xs, ae(Kers), pe(Kero¥) tels que A(x,xy,x3) =
= a(x)) B(x) x (x3)Id}, ce qui découle du fait que les opérateurs
n(xy, X%, x3), x€Kero,, x,eKerof, x;€ X; commutent a 1(G). [J

Démonstration du théoréeme. 1) Pour la commodité de ’écriture
nous poserons X /Ker 0,1 = {YI,Z, X,/Kero} .= ,X?,X, ni=mn, , . La
représentation n peut se réaliser dans le complété $ de I'espace

€= {fe C(XD[f(x, + x) = X, (x)) " f(x),
x1€X,, x{eKero,, |[fle Ca(X; )}
pour la norme |f|*:= | dx,|f(x)]% fe€.

X1y

w (X1, %2, X3) f (1) = 22(x2) 5 (x3) x (B, %)) ' f(— X1 + »)
ol ye X, (x;,x,,x3)eGet feH. *
Soit & I’espace des fonctions ¢ sur G a valeurs complexes telles que

a) g est continue.

b) ¢ (xi + v, % + 2. %) = 110 7 () T x () T @ (X, x2,0)
ou x;eX;, yeKero,, x,€X,, yeKero}, x;€X;.

c) L’application (X, X,) = |@ (X1, x;, 0)| est a support compact sur
X, %X, ,.

On munit § de la norme |¢|*:= [ dx; [ dx,|p(x;,x,,0)|% et
XLZ Xg)x

on note Y le complété de § par rapport a cette norme.

Pour g€ §, fe €, 'expression

ﬁ(‘P)f(y)= j dxl jl de‘P(xlaxZaO)n(xlax290)f(y)

XI’Z XZ»X

L= Xj dx, K,p 0, x)f(xy)

ou K, (y,x)) = [ dkyp(—x; +3,%,0)5(x) (B3, x,)) " aun sens
Xz’x

et définit un opérateur linéaire de €.

* L’application f — f,~! réalise la représentation z dans L? (X, z). Sonirréducti-
bilité est montrée dans [5] 4.3.
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Si on suppose Imo, muni d’'une mesure de Haar telle que
isomorphisme o,: X; , —» Imo, soit de module 1, un calcul simple
montre que

lol>= | dy | dx|K,(,%)1*.
X, Ly Xy, ¥
Donc l'application 7 s’¢tend en une isométrie de 9 — H S (), espace
des opérateurs de Hilbert—Schmidt de $. La surjectivité de # découle
du lemme suivant.

Lemme 1. Soient ¢,pyeC(X)) avec ¢(x + x) =5 (xX)p(x),
w(x+ x) =71 ()" "px), x'eKero,, xe X, avec gy et py, dans
Ca (X ) N A(X, ). Posons

D (X1, %25 %3) 1= sp(0)) T 2 () T | YO (=x1 4+ M)y () 2B, x2) -

X,
Alors
a) ¢€9,
b) pour tout x,€X; | dX%,|®(x;,x,,0)| < o0,

X,

¢) lapplication %, — f dx, |®(x;,x,,0)| est continue a support
compact sur X, ,, X1
d) @ est continue sur G,
) Ko(r, ) =9 (x)p ().

Par suite, |Kyle L*(X 1,y X X3,,) el (D) est un opérateur de Hilbert—
Schmidt de $ de noyau K.

Au vu du lemme, la surjectivité de 7 est immédiate.
a) découle de
D (X1, X5, %3) 21 (1) 12 (x2) 1 (x3) = (@4, ?/)')A (— Gf (%)
olg’ =gy, p =vpy et désigne la transformation de Fourier par
rapport au groupe X, , et ¢”, () = ¢'(y — X))
b) | dblexnx,0= | dwl(ely)*=@) mI<le Iyl
Xa,y

Imo¥
©) 10 (x1, x5, 0)| = |[p'o¥ (%) * ¢"1(GiD)| o 9" (X) = ¢'(— X).
Posons F(x,) = | dx;|®(x;,x,,0)|. Ainsi, si X, ¢suppy’ + suppe’,

Xz' . . .y
F(x,) = 0. Reste & vérifier la continuité de F:
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|F(iy) = FOGDI < | dwll(pls) — (0ls) 159" ()]
Im o}
Sl =02y Il
d) est clair.
e) De ce qui précéde, il découle que 'expression
Ky, %) = | diagy (= x + )7 (b9 (= 6* (1) 65 (52) () !
X2»X

a un sens pour tout x, y dans X; et vaut:

(= x+ )" Hpisv) () = ey ).

Ce qui achéve la démonstration du lemme. Dés lors, il est clair que s est
irréductible, car tout opérateur commutant a = (g), g € G commutera a
7 (p) pour @€ 9, c’est-a-dire aux opérateurs de Hilbert—Schmidt de
$, et sera donc scalaire.

(i1) Soit D I'espace des fonctions de 9 qui sont continues et dont la
valeur absolue est une fonction dans L' (X, XX ). Pourg,p,eDon
pose:

@1y (X1, X0, X3) 1=y (x3) ™ j dy, f dy, 91 (X1 + y1, %, + 1,,0) -
Xl,x X2,x

@2 (— y1, — ¥, 0) g0 B(x) + y1,p0) 7"

Avec les notations du théoréme 1 ii) soit 1 une représentation de G
satisfaisant aux conditions du théoréme 1 ii), pour ve ¥, et 9D on
pose:

5(97)"= jdxl 5 dxy @ (xy,%2,0) A(xy,%,0) v .

Xl,;( X2,;(

Alors les assertions suivantes sont vérifiées:
a) 1, PEF, p*pme.

b) Si ¢, :€D, alors (¥, %) = g * 9y (x1,X;,0) est dans
L'(X,,x X, ).

¢) Pour gD, i(g) définit un opérateur borné de ¥, au vu de b)
/1(<p1 * ;) definit un operateur borne de ¥V, pour <p1,zp,e’b et on a:

(i * @p) = Z(p) L (g2, L(p) = 2(8) A(g); Z(p*) = 7 (p)* ol o (h) =
=g ' hete*@) =9).

3 Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 98/1
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d) Si z est la représentation =, ,, , considerée sous i) on a pour
1P €F o * @ =7 (@) 7 (@) | as < @11l [ 9211, ce quimontre que
P muni de (@1, 9,) = ¢ * @, et ¢ - ¢* est une algebre de Banach
involutive isomorphe a HS ($). On remarquera également que § et D
sont des sous-algébres denses de 9.

Soit 7 satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1 ii). Le lemme
suivant nous permettra de construire un entrelacement entre 1 et un
multiple de n.

Lemme 2. Soit ye €,y y,€ A(X, ) et |y| = 1. Soit P la projection
orthogonale $ sur Cy. Il existe alors pe® tel que 7(p) = P de plus
pro=g9; p=9* et g*p={a(@y,p g ou ) désigne le produit
scalaire sur §. L’adhérence de l'espace engendré par les vecteurs de la
forme A(xlax21x3)i‘(¢) v, VE Vza (x17x2’x3)EG est Vl

Démonstration. Pour fe$,

Pfo) = | diK(@.x)f(x) ot K@) =ypx)yp0).

X1,y

En vertu du lemme 1, il existe gD avec 7 (p) = P. Le lemme
découle alors du fait que P est une projection orthogonale dont
I'image est de dimension 1. En ce qui concerne la seconde assertion,
soient w, ve V, g = (1, 1,,0)€ G, alors

Q@A) 1 (g v, w) =
= f dx, f dngv(xl,xz,0)‘(Z(x1,x2,0)v,w)ax(yl)(y2)a;“(yz)(x1),

Xiy Xo,y
ce qui montre que si W est orthogonal a I'adhérence de P’espace en
question I'injectivité de la transformation de Fourier et la continuite
de ¢ permettent de conclure l'existence de & eX;, &§eX, avec
(A (¢,,&,,0)v,w) = 0 pour tout ve ;. Par suite w = 0 ce qui achéve la
démonstration du lemme 2. [

Soit ¥, =Imi(¢) avec y, ¢ comme dans le lemme 2. Vu

I'irréductibilité de = il est clair que I'ensemble des éléments de la forme
N

EACALEC) T(@) v, vie V;, g:€ G est dense dans $ & V. De plus, un
i=1

calcul facile montre que:
N N
1, =@y @i@vlL = Zl 1) (@) il
i=1 i=

ou | ||. désigne la norme sur $ & ¥ et | ||, 1a norme de V. On pose
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(3 2y @ 1)) = Y 1@ @)

T s’étend en une isométrie de H @ ¥; - V; d’image dense d’apres le
lemme 2. Donc T est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, de plus il
est clair que T entrelace z () i, avec 4, ol iy, désigne la représentation
identité de G dans V. [

Exemples. 1) Soit K un corps topologique localement compact non
discret, y, un caractére non trivial du groupe additif de K, X; =
=M, ,(K), X =M, ,(K), X5 = M, ,(K), pour x; € X; szeXz on pose
B(x;,x;) = x; x,. Rappelons que tout ¢lément yeX; s’écrit y(x3)
= 1o Tr(x,y) ou yeM, ,(K). Alors of (x;) = x,y si on identifie X, a
M, ,(K). En particulier on voit que la condition du corollaire au
théoréme 1 est satisfaite. On obtient ainsi toutes les représentations de
G = (Xb X, X3)B-

2) Soit K un corps de nombres et K, ’'anneau des ad¢les de K. Soit
X, =X,=X;=K, et B(x;,x,) = x; X, le produit usuel dans K.
Alors, si y; est un caractére non trivial de K, on sait que K, est
topologiquement isomorphe a K, par: x — €Ky, 7.(0) = 51 (x ).
On vérifie alors facilement que pour xe K, o, () = xy et que la
condition du théoréme 1 est satisfaite si et seulement si pour presque
toute place v de Kon a |x,|, =1,

3) X,=G, X,=G, X;=a={zeCl||z|=1} et B(x,x*)=x*(x).
On peut alors déterminer toutes les représentations unitaires de
caractére central y,(z) = z” pour autant que I'application o,: x > nx
de G — G soit stricte de G — n- G. Supposons que cette condition soit
satisfaite, soit B, le groupe des automorphismes de (X, X;, X3)p
induisant I'identité sur le sous-groupe Kero, x Kero} x 7. La classe
d’équivalence unitaire d une représentation irréductible 2 de caractére
central y, sera donc déterminée par sa restriction a Ker o, x Ker o} x 7.
Donc 408§ est équivalente a 2 pour tout SeB,, i.e. 10S(x) =
= Ts2(x) Ts' pour un Ty opérateur unitaire de 'espace de =. Le
lecteur intéressé pourra comparer avec A. WEIL [6] théoréme 1.

Quelques notations:

a) =, ; , €st la représentation considérée au théoreme 1 1), z;, 1o
désignant les classes modulo Ime}, resp. Im o, de y;, resp. y,.

b) dx, est une mesure de Haar sur X, dx¥ la mesure duale
sur X;, de méme pour dx, sur X,, dxj sur X,. Kero, est muni

3*
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de di, Kero} de d&,, X;/Kero, de dX;, X,/Kero} de dX, telles que
dx; = dx,dg,, dx,=dx,dt,. Comme les duaux respectifs de
X,/Kerg,, X,/Ker o sont Im ¢, Im ¢, on munira ces deux groupes de
awf, resp. dw¥ mesures duales de dx,, resp. dx,. Enfin, on munira
X,/Im o} et X,/Im o, de dy; , dy, telles que dxf = dy, dwf, dx3 = dy, dws.
|6,| désignera le module de 'isomorphisme ¢,: X,/Ker¢, —»Imo,.

¢) Soit H un groupe localement compact abélien.

AH) = {fi + £l fie Co(H) 0 A(H), fre Ca(H) 0 A(H)} .

Comme nous allons faire un large usage de la formule de Poisson,
nous renvoyons le lecteur a H. REITER [4] chap. 5 §5.

Théoréme 2. Soit G le groupe de Heisenberg généralisé. On suppose
que pour tout y € X3 le morphisme ¢, X, — Imo, est strict.

i) Soit yye X, 1n€Xs, peA(G). On a
ﬂ,gl,,g2,x(¢)f(y) = f dx, f(xy) K,g,,,gz,x(xlaJ’)
Xl/Kerax
ou K . . estcontinue sur Xy x Xy, et sa restriction a {(x,, x,)| x; € X1}

est dans A (X, /Ker, ). Soit Ttz (p) lintégrale de cette fonction sur
X,/Kero,, on a:

Al %25 %

Trﬂil,iz,x((p)z |0:;g|71 j' dw;k jl dwik(f)(w;k_—XIawik—x% _X)

Imo'; Imoy,
" désignant la transformation de Fourier par rapport au groupe G.
il Formule d’inversion de Fourier:
(p(070’0) = _" dxldxl j. Xm j' deTrﬂAjl,—iz,—x((p)‘
1?3 1?1/11110‘3'(= X’z/[mo'x

Démonstration. i) Un calcul simple montre que:
K(‘xi’y) = Kil,iz,x(xﬂy) =
= j dg, j dx, | dxyg(—x+y+&, %y, x3) 11 (&) 22 (X2) 1 (63) 7, () (X2) -

Ker GZ Xz X3

Si peCa(G) N A(G) la continuité de K est immédiate, si ge Cx(G)
et g L' (G) une application de la formule de Poisson montre que:

K(xy, 1) =1 0a—y1) f awFwi(y—x1) ¢ Wi— 11, _%24‘(7%()’1), —x)-
Imo;

A

Comme ¢ est & support compact, on est ramené¢ au probléme
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précédent. En reprenant la deuxiéme expression pour K et en posant
X, =y, = X, on voit que:

[ 1K@x)de<lo,|™" | aw§ | dwflg (W —x1, wh—r2. — )1

Xl/Keral Im oy Im o;‘g

Or é} el (G’)a donc 4 (xika X;‘, x?) = 95 (xik — X1 xik — X2 X) alaméme
propriété et en vertu de la formule de Poisson la restriction de y a tout
sous-groupe fermé H de G est encore intégrable. Donc K(x, x) est
dans L' (X,/Kers,).

On a donc:

Trnil,;{z,x((p) = |C9,C|71 j dwf f awse (Wi — y1, wE— 22, %)

Im g% Imoy,

ce qui montre 1).
i1) Idxl ) j dy A.f dX2Trn*il,—iz,—l((p) =

Xl/.[md; X1/Imo'x
= [ dx} [ dxFo(xt,xd,0).
X}l iz

Le résultat découle immédiatement de I’inversion de Fourier de G. []

La formule d’inversion de Fourier énoncée sous les conditions ci-
dessus aurait peu d’intérét si on ne pouvait ’appliquer a des fonctions
du type ;¢ (o (h) = ¢ (g~ h),8,heG), pe A(G). 1l faut donc vérifier

que /4 (G) est invariant par les translations de G:

L. ||g<P||A(G) = ||<P||A(G) pour g€ A(G)
2. ge L' (@) et e Cx(G) alorsil en est de méme pour ,p. Ce sont
1a des vérifications faciles laissées aux soins du lecteur.

Théoréme 3. Soit ye X tel que le morphisme 0,: X, —>Imo, est
strict. Pour tout g€ A(G), y€ X\, p€X,, 7 (p) est un opérateur de

. . X1sX2: %
Hilbert—Schmidt et on a:

oty s D s = 16,070 § dwf [ dwhlg(wF— g1, w8 — 10, — 012

Imo'; Imo'z
Démonstration. Soit K le noyau de = (g). On a:
K(—x +y,y) = (Fxl)h (0,(1)

ou ~ désigne la transformation de Fourier par rapport au groupe
X,/Kero? et:
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Eq (xz) =
[ dey | defdxyp (&) 0o+ 8) x () @ (xy + &, + &, %3) =

Ker ay Ker a; X3

=n(x) [ dwiwi(x) [ awFwF (i) e WE — 1 wE —x2, — 2)
Imoy Im o}
si geCo(G) et ¢eL'(G), la premiére égalité montre que
F,eCy(Xo/Kero¥) donc dans L*(X,/Kero}). Si ¢eCo(G),
application w§— [ dwiw(x;))¢ (Wf— 1, w§— i, — x) est con-

*
Imo}

tinue & support compact sur Imos, ce qui montre que
F, € L*(Xy/Ker o¥). Dans les deux cas F, e L*Imo,) et on a:

_[ Ay | K(—x + yL, ) = |(f,C|A1 j dx2|Ec1(x2)|2,
Xi/Keroy Xz/Kera;

mais F, (%) = 3 (x)g(— X, —X) ou gwi,wl) =aowi—y,
w¥— 4., — y) et est la transformation de Fourier par rapport au
groupe Im ¢, x Im 6. On remarquera que si g € 4 (G), g est intégrable
et bornée sur Imo,xImef, donc (¥,X,)—|F,(X,)| est dans
L*(Im o, x Im o}),

“ﬂil,;gz,x(fi’) “%{s = j dx, j dy, | K (— x, +J’1ay1)‘2 =

Xi/Keroy X\ /Keray

= lo,17" | aw} [ awdlg wF— . wE— o, — I O

Im o Img,

Soit H un groupe localement compact et K< H un compact
d’intérieur non vide. Soit L (x) f(y) = f(x "' y) pour fe C¥ et x, ye H.

W) = {f = i LGS, Isuppf, < K, fye L (H), i Vol < 00}

o ;
I fllwe = inf Y | £, 12, Vinfinimum étant pris sur toutes les décomposi-

n=1
tions de f du type ci-dessus. On rappelle que deux compacts K, K,
d’intérieur non vides donnent lieu a des normes équivalentes et que
W?(H) muni de P'une de ces normes est une algébre de Ségal.

Corollaire. Soit K un compact de G = (X, X,, X3)g, d’'intérieur non
vide, || |42 désigne la norme sur W*(G) construite a partir de K. Soit
1€ X; tel que o,: X; — Im o, soit strict. Alors pour toute représentation
continue unitaire irréductible de G telle que 7 (0,0, x;3) = y (x;)Idy,, il
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existe une constante Cy , > 0 telle que pour tout pe w2 (G):

H 75(97) HHS CK P f| @ H WGy -

Démonstration. Les translations du groupe G seront notées
L.:L.f(y)=f(x+ y). On a vu que pour g€ Cx(G) n 4(G)

1900 @ s = 16,171 [ awk [ dwe =¢™*) (wi, w3 0)

Imoj Imoy

oug’ = (1 ® 12 ® 1) ¢, ¢* (x) = ¢ (— x), et * désigne la convolution
sur le groupe G. Mais on sait (H. REITER [2] chap. 5 §5) que pour tout
compact K, de G il existe C = Cg, , > 0 tel que

[ dw [ awt (e ™) (W, wi,0) <

Im o'}’( Im oy

<Cldg g+ ¢™) %) = Clyl3
G

chaque fois que supp(p’*¢™®)cK;,, ce qui a lieu si
suppg — suppe < K;. On étend cette inégalité par densité aux
fonctions ¢ de carré intégrable telles que supp ¢ — supp ¢ < K,,. Mais
pour de telles fonctions on a également supp L, ¢ — supp L, ¢ < K,
pour tout xe G. L’inégalité est encore valable pour L, ¢, xeG.

Soit alors K un compact avec K— K=K, ¢cW*G),

¢ =3 |f,ll,- D’aprés ce qui précéde

n=1
I (@) s < Z l2 (L, f) | s < Ck,,, Z Il

en prenant I'infinimum sur toutes les décompositions de ¢ de ce type,
on obtient I'inégalité annoncée. [

Commentaire. 1) 1l est facile de voir que les idéaux maximaux de
L'(G) sont exactement les idéaux de la forme

Ly sy = €LY (@ |fWF— 11, W — 1, — 1) =0 pour
wielm o}, wielmo,}

(cf. H.RErrer [3]). Le théoréme 3 montre alors que les idéaux
maximaux de L'(G) sont exactement les noyaux des représentations
irréductibles unitaires de G.

2) Le théoréme 3 découle d’un résultat de PyTLIK [3], lemme 8.
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