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Abstract. Harmonic Analysis on Generalized Heisenberg Groups. Let G = 
= (X 1, X2, )(3) , be the generalized Heisenberg group as defined in Commen. Math. 
Helv. 1974 by H. REITER. Under some natural conditions on G involving not the 
separability, we classify the unitary irreducible representations of G, and prove a 
Fourier inversion formula. 

Les groupes de Heisenberg g6n6ralis6s, apparaissant  sous une 
forme plus particuli~re chez A.WEIL [6], ont  6t6 introduits  par  
H. Reiter qui a d6termin6 les id6aux maximaux de leur alg~bre de 
groupe. Nous  nous p roposons  ici d 'exposer  certains r6sultats 
d 'analyse ha rmonique  61ementaire concernant  ce type de groupe, fi 
savoir: 

- -  la classification sous des hypotheses raisonnables des representa- 
tions continues irr6ductibles unitaires 

- -  la formule d ' inversion de Fourier ;  dans le cas s6parable, celle-ci a 
6t6 effectu6e par  G. MACKEY [2] 

- -  la d6terminat ion d 'un  espace de fonctions q~ sur G pour  lesquelles 
S~(x)q~(x)dx est un  op6rateur de Hi lber t - -Schmid t  pour  toute  
repr6sentation cont inue unitaire irrbductible n de G. Rappelons  fi ce 
propos  qu 'un  tel espace de fonctions a 6t6 d6termin6 par  BAGGETT [1] 
pour  les groupes de Lie nilpotents.  

Les notat ions  et d6finitlons utilis6es ici seront les suivantes: 

a) Soient X1, X2, X3 trois groupes localement compacts  ab61iens et 
B: Xl x X 2 - - +  X 3 une applicat ion cont inue 2-bilin6aire. Le groupe de 
Heisenberg g6n6ralis6 not6 G = (X~, X2, X3)e est l 'espace topologique 
X1 x X 2 x X3 muni  de la loi de groupe 

(X1, X2, X3) (Yl, Y2, Y3) = (xl + Yl, X2 + Y2, X3 + Y3 + B (Xl, Y2)) �9 

b) Le groupe localement compact  ab61ien X~xXzx~ sera not~ G. 
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c) Soit Z e X3 un caract6re continu de X3, la fonction z" Bes t  un 
bicaract6re de XI x X2; a X- X1 ~ X2 est le morphisme canonique 
associ~, a x .*'2(2 ~ 21 est le morphisme dual de a x. On a: Im -x'r* • = 
= Ker  ~x, doric K e r ~  = (Im a*) - ,  la barre d6signant l 'adh6rence 

dans 21. De m~me I m a ~  = K e r ~ *  et Ke r~ r* l= ( Im~rx ) - .  
Si ~rz'X 1 ~ Im az est un morphisme strict il en est de m~me pour 

�9 ~ ~: X2 Im % et on a l e s  isomorphismes de groupes topologiques: 
" * .  * * .  * ~x .Xz/Kercrj - ~ I m % ,  6x:X1/Ker~rx~Im~r~, pz:(Ker~rx)"~/Im~rx, 

�9 sont des sous- qz : (Ker G*) ~ ~ J I m  az. En particulier Im ~z et Im ax 
groupes ferm6s resp. de Xz et -~1. 

d) C (//) d+signe l'espace des fonctions continues sur un espace 
topologique H et Ca (H) celles qui sont ~t support compact. Si H est 
localement compact  ab61ien A (H) est l'alg~bre de Fourier  de H. 

e) Pour  le choix des mesures de Haar,  nous renvoyons le lecteur 
aux notations pr61iminaires au th6or~me 2. 

L'id6e essentielle darts la d6monstration de la classification des 
repr6sentations de G se trouve dans l'article de A. WEIL [6] et nous y 
renvoyons le lecteur int6ress6. 

Th~or~me 1. Soit G = (X1,~ ,~2,_~"3)  B le groupe de Heisenberg 
g~nOralisO. Soit Z eX3 tel que l 'homomorphisme a z : Z  l ~ I m a  z soit 
strict. Sous ces hypothOses les assertions suivantes sont vdrifikes : 

(i) Soient ~ E (Ker az)", fi ~ (Ker a*)", Zl ~Px (~), Z2 e qx (fi) et o~ = 
= Zl @ Z2 (~ Z le caractOre du sous-groupe ferm~ 

B z = {(xl, x2, x3)lxl ~ Ker  ~r z, x2 e X2, x3 ~X3}. 

La reprOsentation unitaire continue induite par ~0 de B z h G notre ~z~,z~,z 
est irrkductible. 

(ii) Soit 2 une reprksentation continue unitaire de G telle 
qu'il existe ~ ~ (Ker az) ~, t3 ~ (Ker ~*)~ avec 2 (x~, x2, x3) = 
= ~ (x~) t3 (x2) ;~ (x3) Idv off Xl ~ Ker  ~rz, x2 ~ Ker  a*, x3 ~ X3 et V l'espace 
de 2, alors 2 est ~quivalente ?tun multiple de la representation ~z,,z~,z oh 

Z~ ~Px (~), Z2e qz (fl)" 

Corollaire. Avec les notations du thOorkme 1, supposons que pour 
tout Z ~ f(3 te morphisme az:Xx ~ Im ~r z soit strict, ators pour route 
reprOsentation continue unitaire irr~ductible de G, il existe Zl,Z2,Z 
comme dans le thkorkme ] (i) tel que ~ soit Oquivalente ?t ~z~, z~, z" De plus, 
la classe d'Oquivalence unitaire de ~z~,z~,z ne dkpend que de la classe 
modulo Im a*, resp. Im % de Z~ resp. z2. 
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Dgmonstration. Au vu du th6or6me 1, il suffit de montrer  que 
pour  toute repr6sentation unitaire continue irr6ductible de G, il existe 
Z e)(3, a e (Ker %), fl e (Ker a*) tels que 2 (x1, X2, X3) ~--- 

= a (x0 fl (x2) z (x3) Idv, ce qui d6coule du fait que les op&ateurs 
(x~, x2, x3), x~ e Ker  %, x2 ~ Ker  a*, x3 e X3 commutent  fi 2 (G). [] 

DOmonstration du thdorkme, i) Pour la commodit6 de l'6criture 
nous poserons X 1 / K e r % ' =  Xl,z, X2/Ker%* "= X2,z, ~ : =  :~x~,x~,z' La 
repr6sentation :z peut se r6aliser dans le compl6t~ ~3 de l'espace 

e = {re C(X1)If(x,  + x;) = X1 (x;) - i f (x , ) ,  

Xl~:X1, x f e K e r % ,  [/] e C~(XI,,)} 

pour la norme lift 2 : = f dX1 ~ (  X1) I2' f ~  ~" 
XI, z 

(Xl, X2, x3)f(Y) = Z2 (X2) Z (X3) Z (B (y, x2) ) - - i f ( _  xl + y)  

off yeX1,  (xl ,x2,x3)eG et feS3.  * 
Soit ~? l'espace des fonctions ~ sur G fi valeurs complexes telles que 

a) ~ est continue. 

b) ~9(X 1 q- y l ,X2  + y2, x3) = ZI 021) -1 Z2(Y2)-I Z(X3) -1 ~~ 0) 
�9 X3 ~ X  3- O1~l X 1 e X l ,  Yl ff Ker  %, x2 ~ X2, Y2 e Ker  %,  

c) L'application (xl, x2) -+ [~0 (xl, x2, 0)[ est fi support compact  sur 
Xl,x X X2,y. 

On munit  ~ de la norme II ~ I12 : = ~ dXl ~ dx2 I~ (xl, x2, 0)] 2 et 
X~,z ~6_, z 

on note ~O le compl6t6 de ~ par rapport  fi cette norme. 

Pour q0 e 5, f e  ~, l 'expression 

5 (q0f(Y) : = ~ dOCl ~ dx2 q9 (Xl, x2, 0) 7g (Xl, x2, 0 ) f ( y )  
x~, z xz, z 

: = f dXl K~ (Y, X l ) f ( X l )  
Xa, Z 

o a G Cv, x~) -- y d& ~ ( - x~ + y, x2, 0) x2 (x9  z (B (y, x~)) - 
2"2, z 

et d~finit un op&ateur lin6aire de ~. 

a un  scns 

�9 L,applicat ionf~fxl-  l r6alise la repr6sentation :~ dans L 2 (X1, Z). Son irr6ducti- 
bilit6 est montr6e dans [5] 4.3. 
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Si on suppose I ra% muni  d 'une  mesure de Haar  telle que 
l ' i somorphisme %:XI,z ~ Im  % soit de module  1, un  calcul simple 
mon t re  que 

II~ol[ 2 =  ff de ff d2lK~(y,x) l  2 
XI, z X1, X 

Donc  l 'applicat ion z~ s '6tend en une isombtrie de 29 ~ H S  (.~), espace 
des op+rateurs de Hi lbe r t - -Schmid t  de ~. La  surjectivit6 de :~ d6coule 
du lemme suivant. 

L e m m e  1. Soient %~oeC(X1) avec q~(x + x )  -- z~(x')~v(x), 
~p(X q- X t) = )~1 (Xr) - I~0(X) ,  x ' ~ K e r % ,  x~X1 avec q~Z; 1 et ~Zl dans 
Ca (2(1.z) c~ A (XI, ~). Posons 

~D(xI,X2,X3):= Z2(X2)-1Z(x3) -1 ~ df2(D(-- x 1 + y)~o(y)z(B(y ,  x2) ) ,  

Alors x~'z 
a) 
b) pour tout Xl~X1 ~ dA21q ~ (xl, x2, 0)[ < oo, 

X2, z 
c) l'application 21 ~ ~ d22 [~b(xl,x2,0)] est continue d support 

compact sur Xl,z, ~:2,x 
d) q~ est continue sur G, 
e) K , ( y , x )  = q)(x)~(y).  

Par suite, IK,[ c L 2 (X1, z • Xz, z) et ~(q~) est un op~rateur de Hilbert--  
Schmidt de ~ de noyau K, .  

Au vu du  lemme, la surjectivit6 de ~7 est imm6diate.  

a) d6coule de 

off ~' = 99 Z i -~ , ~'  = ~ Zl et ^ d+signe la t ransformat ion de Fourier  par  
rappor t  au groupe Xl,z et q~'_~ @) = ~o'(9 -- 20.  

b) I d221~(x~,x2,0)l = I d w l ( r  <<. II~0rll, II~rll, 
X2,Z I m p *  

c )  I' (x ,x2,0)l = ' * I[w (29 *  0q(2a)l og = C ( - 2 ) :  
Posons F(20 = ~ d22 [q~ (Xl, x2, 0)l. Ainsi, si 21 ~ supp ~0' + supp q~', 

Xa, x , . -  
F(2~) = 0. R e s t e / / v e n t l e r  la continuit6 de F: 
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IF(21) - F(2~)I ~ j' dwl[(q/_~,)"- (q<_~)"]*W'(w)] 
rm~ 

d) est clair. 

e) De ce qui pr6c~de, il d6coule que l'expression 

Kc~(y,x) = ~ d x 2 z , ( -  x -t-y)-l(~o2_:~p9 ( - -  ~* (.~2))(~ (.~2)@) -1 
X2. z 

a un sens pour tout  x, y dans X~ et vaut: 

z ~ ( -  x + y)-~ ( ~ - ~ v 3  (r = ~(x)~0(y). 

Ce qui ach6ve la d6monstration du lemme. D6s lots, il est clair que ~ est 
irr6ductible, car tout  op6rateur commutant  fi ~ (g), g e G commutera / t  
~7 (q~) pour  q~ e ~3, c'est-fi-dire aux op6rateurs de Hi lber t - -Schmidt  de 
55, et sera doric scalaire. 

(ii) Soit 33 l'espace des fonctions de ~ qui sont continues et dont  la 
valeur absolue est une fonction dans L t (X1, z x Jiz2, ~). Pour  q~, ~0~ ~ 33 on 
pose: 

~1 * ~92 (Xl, X2, X3) : ~-" ~ (X3) -1 I d))l I d))2 ~91 (Xl -t- Yl, X2 @ Y2, 0)" 
X~, z 35~, z 

"q~2 ( -  Y~, - Y2, 0);r + Y~,Y2) -~ 

Avec les notations du th~or6me 1 ii) soit 2 une repr6sentation de G 
satisfaisant aux conditions du th~or~me 1 ii), pour  v e V~ et q~ c 33 on 
pose: 

~(~) v = ~ d~l ~ d ~  (x~, x~, 0) ~ (x~, x~, 0) v.  
x~,z X2,z 

Alors les assertions suivantes sont v6rifi6es: 

a) q01,~2e~, ~l*q02e~. 

b) Si q)l,~02e~, alors ( .~l ,22)----~I~l*~2(X1,X2,0)I  
L ~ (Xl,~ X X2,~). 

est dans 

c) Pour  q~ s 33, ~'(q~) d6finit un op6rateur born6 de V~, au vu de b) 
2"(q~ * 9)2) definit un op6rateur born6 de ~ pour ~fl, q~2 e ~ et on a: 
2(q91 * ~92) = ')7(~91) ~"(~2), ~(gqg) = ~ (g))~(~0); 2 (~* )  = 2(~0)* Os gq9 (h) = 

= ~ ( g - l h )  et q~* (g) = q0(g-l). 

3 Monatshefte ffir Mathematik, Bd. 98/1 
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d) Si z~ est la reprSsentation Xzl,z2,x consid6r6e sous i) on a pour 

91,92 E ~ : 11 91 * 9211 = 1[ ~ (91) y~ (92)tlHs ~ 11 ~911[ 11 9211, ce qui montre  que 
29 muni  de (91,92)+ 91 * 92 et 9--* 9* est une algSbre de Banach 
involutive isomorphe fi H S  (9)- On remarquera  +galement que ~ et ~) 
sont des sous-alg~bres denses de ~). 

Soit 2 satisfaisant aux hypothbses du th6or6me 1 ii). Le lemme 
suivant nous permettra  de construire un entrelacement entre 2 et un 
multiple de =. 

Lemme 2. Soit We ~, ~ Zl ~ A (Xl,z) et [[ ~ [] = 1. Soit P la projection 
orthogonale ~ sur C ~o. II existe alors 9 ~ ~3 tel que ~ (9) = P de plus 
9 * 9  = 9; 9 = 9* et 9 "g9  = ( ~ ( g ) % ~ ) 9  o~ :(,) d~signe le produit 
scalaire sur ~5. L'adhdrence de l'espace engendrO par les vecteurs de la 
forme 2 (Xl, x2, x3) 2"(9) v, v ~ V~, (Xl, x2, x3) ~ G est V~. 

D~monstration. Pour  f e  .~, 

PU(Y)= S d 2 K ( y , x ) f ( x )  off K ( y , x ) = v ( x ) ~ p ( y ) .  
XI,Z 

En vertu du lemme 1, il existe 9 z ~3 avec z~ (9) = P- Le lemme 
d6coule alors du fait que P e s t  une projection orthogonale dont  
l 'image est de dimension 1. En ce qui concerne la seconde assertion, 
soient w, v z V, g = (Yl, Y2, O)~ G, alors 

(2 (g) 2"(9) 2 (g-1) v, w) = 

= S d)~l ff dx2 9 (xl ,  x2, 0)(~ (Xl, x2, 0) 12, w) (7 x Qyl) (y2) ox* Qv2) (Xl), 
XL z X2,x 

ce qui mont re  que si W e s t  orthogonal  ~i l 'adh6rence de l'espace en 
question l'injectivit6 de la t ransformation de Fourier  et la continuit6 
de 9 permettent  de conclure l'existence de ~:I~X~, ~2~X2 avec 
(2 ($1, ~2, 0) v, w) = 0 pour  tout  v e Vz. Par suite w = 0 ce qui ach6ve la 
dbmonstrat ion du lemme 2. []  

Soit V1 = Im2"(9) avec 9, 9 comme dans le lemme 2. Vu 
l'irrSductibilit6 de ~ il est clair que l 'ensemble des 616ments de la forme 
N 

z~ (gi) ~P @ ~(9) vi, vi ~ V~, gi ~ G est dense dans ~ (~) V1. De plus, un 
i=1 
calcul facile montre  que: 

N N 
tl ~ ~ (g3 v, | 2"(9) v~ll ~ = II ~ 2 (g3 ~'(9) vi I1~ 

i=1 i=1 

off 11 1[ ~ dbsigne la norme sur S5 (~) V~ et I[ I]~, la norme de V~. On pose 
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N N 
| v;) = 

;=1 ;=1 

T s'htend en une isomhtrie de -5 | V1 --* K d'image dense d'aprhs le 
lemme 2. Donc Tes t  un isomorphisme d'espaces de Hilbert, de plus il 
est clair que Tentrelace ~z @ iv~ avec 2, off iv~ d6signe la repr&entat ion 
identit6 de G dans V1. []  

Exemples. 1) Soit K u n  corps topologique localement compact  non 
discret, Z0 un caract6re non trivial du groupe additif de K, X~ = 
= ~n,r  (K),  X 2 = ~r ,p  (K), X 3 = ~/~n,p (K), pour X 1 ~ X1,  x 2 ~ X 2 on pose 
B(x~, x2)=  xl x2. Rappelons que tout 616ment Z e373 s'6crit z(x3) 

* (x2) = x2y si on identifie 21/ t  = Z0 Tr (x2 y) off y e Mp,, (K). Alors a z 
Mr, n(K). En particulier on voit que la condition du corollaire au 
th60r~me 1 est satisfaite. On obtient ainsi toutes les repr&entations de 

6 = (X1,  X2,  X3) B. 

2) Soit K u n  corps de nombres et KA l 'anneau des ad41es de K. Soit 
X 1 = X 2 = X 3 = K A et B(xl, Xa)= xl x2 le produit  usuel dans KA. 
Alors, si Z~ est un caract4re non trivial de KA on sait que KA est 
topologiquement isomorphe a /s par: x -* Z~ / (A ,  Z~(Y) = Zl (xy). 
On v6rifie alors facilement que pour x ~ KA, ~zx (Y) = x y e t  que la 
condition du th6or6me 1 est satisfaite si et seulement si pour presque 
toute place ~, de K on a I x~l~ = 1, 

3) X1=G, Xa-~-G , XB=~={z~Cl lz l=l}  et B(x,x*)=x*(x).  
On peut alors d6terminer toutes les repr&entations unitaires de 
caract&e central Z, (z) = z" pour  autant  que l 'application a," x ~ n x 
de G ~ G soit stricte de G ~ n. G. Supposons que cette condition soit 
satisfaite, soit B, le groupe des automorphismes de (X1,X2, X3)~ 
induisant l'identit6 sur le sous-groupe Ker an x Ker ~* x ~. La classe 
d'6quivalence unitaire d 'une repr6sentation irr~ductible 2 de caract~re 
central z~ sera donc d6termin6e par sa restriction/t Ker a, x Ker ~* x ~. 
Donc ;toS est 6quivalente fi 2. pour tout SeBn, i.e. 2oS(x)= 
= Ts 2 (x)Ts  I pour un Ts op6rateur unitaire de l'espace de ~. Le 
lecteur int&ess6 pourra  comparer  avec A. WEIL [6] th6or~me 1. 

Quelques notations" 

a) Y'gil,;(2,Z est la repr&entat ion considbr6e au th6or6me 1 i), 21,22 

d&ignant  les classes modulo Imr resp. Im az de Za, resp. Z2" 

b) dXl est une mesure de Haar  sur Xt, dx~ la mesure duale 
sur 21, de marne pour  dx2 sur )(2, dx] sur 2" 2. Ker ax est muni  
3* 
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de d~l, Ker~* de d~2, X1/Ker % de d&, X2/Ker a* de d22 telles que 
dX 1 =dfcld~l , dx2~--dpcgd~2. C o l n l T l e  les duaux respectifs de 
XffKer %, X2/Ker a* sont Im a*, Im % on munira ces deux groupes de 
dw*, resp. dw* mesures duales de d21, resp. d22. Enfin, on munira 
X1/Im a* et X J I m  % de dzl, dz2 telles que dx~ = dxl dw~, dx~ = dz2 clw*. 
I xl d+signera le module de l'isomorphisme 6z : XffKer % --+ Im %. 

c) Soit H un groupe localement compact ab61ien. 

A ( H )  = {J', + f 2 [ f l e C s ~ ( H ) c ~ A ( H ) , f i ~ c a ( f t ) n A ( I : l ) } .  

Comme nous allons faire un large usage de la formule de Poisson, 
nous renvoyons le lecteur gt H. REITER [4] chap. 5 w 5. 

Th6or~me 2. Soit G le groupe de Heisenberg gOn&alisO. On suppose 
que pour tout Z ~ X3 le morphisme a z : X1 --+ Im % est strict. 

i) Soit Zl E X1, Z2 ~ )(2, ~ e A (G). On a 

~ = I dXlf(Xl)Ki*,i2,z(xl,y) 
Xl/Ker a~, 

off K~,,i~,z est continue sur XI x X1, et sa restriction gt {(xi, x~)[xl eX1} 
est dans A (XffKer~z). Soit Tr z%,i~,z (q;) l'int~grale de eette fonetion sur 
X1/Ker %, on a: 

Trz%,i=,x(q~)=ldzl 1 5 dwr ~ d w ~ ( w ~ - Z l , W r  
Im a~ Im ~X 

^ d&ignant la transformation de Fourier par rapport au groupe G. 

ii) Formule d'inversion de Fourier. 

~(0,0,0) = 5 dzldzl 5 dz, 5 dz2Tror_i,,_i~,_x(qo). 
Y3 XI rim a~ ~2/Im a z 

D~monstration. i) Un calcul simple montre que: 

K ( x , y )  = Ki,,i~,z(x,y) = 

= ~ d~l 5 dx2 5 a x 3 q o ( - x + Y + # , , X z ,  X3)Zl(~l)Zz(Xz)z(Xa)%(Y)(X2) �9 
Ker a:~ X2 2"3 

Si ~ Ca(G) c~ A (G) la continuit6 de K est imm6diate, si ~ Ca(G ~) 
et q~ ~ L~(G) une application de la formule de Poisson montre que: 

K ( x l ' Y l ) = Z I ( x l - y l )  I d w * w * ( Y l - X l ) ~ ( w ~ - z I ' - Z 2 + a z ( Y l ) ' - Z ) "  
Im o~ 

Comme q3 est ~t support compact, on est ramen6 au probl6me 
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prrc6dent. En reprenant  la deuxirme expression pour K et en posant 
x~ = y~ = x, on volt que: 

IK(x,x)ldYc <~ I~z] -1 ~ dw~ ~ d w * l ( o ( w * - z l , W ~ - g 2 ,  - z ) [ .  
X~/Ker ~r z Im ~Z Im a~ 

* * * - ~  * -  x * -  - z )  a l a m ~ m e  O r ( o e A ( G " ) , d o n c y ( x l , x 2 , x 3 ) - q ~ ( X l  Zl, Z2, 

propri6t6 et en vertu de la formule de Poisson la restriction de y fi tout 
sous-groupe ferm6 H de 67" est encore int6grable. Donc  K(x ,  x) est 
dans L ~ (X1/Ker %). 

On a donc: 

Tr=i,,i~,z(~o) = I~1 1 

ce qui montre  i). 

ii) [6z[ 
Xl/Im o'~ 

S clw~ ~ clw~r (w~- z~, w ] -  z~, z), 

d X l  . I d ) [ 2 T r J ~ - : i l , - 2 2 , - z ( ~ )  = 
Xl/Im rs x 

= I dxr I dx* ~ (x*, x~, z). 
2~ 26 

Le r&ultat  drcoule immrdia tement  de l 'inversion de Fourier de G. []  

La formule d'inversion de Fourier  6nonc6e sous les conditions ci- 
dessus a u r a r  peu d'int6r& si on ne pouvait  l 'appliquer fi des fonctions 
du type gCp (gvo (h) = cp (g -1 h), g, h ~ G), ~v c A (G). I1 faut donc v6rifier 

que A (G) est invariant par les translations de G: 

1. Ilg~llA(~> = II~llA(o~ pour ~EA(G)  

2. ~0cL 1 (G) et 936 Ca (G*) alors il en est de m~me pour  gq0. Ce sont 
1~. des %rifications faciles laiss6es aux soins du lecteur. 

Thror rme  3. Soit z c f(3 tel que le morphisme %" X1 ~ Im % est 
strict. Pour tout r ~ A (67), Z1 6 X1, Z2 e )~2, 0zzx,z2,x (~) est un op&ateur de 
Hilbert--Schmidt  et on a." 

ll~,,~.2,~(~)II~s = f ~ l - '  ~ dw~ S dwr162 2. 
Ima~ Im~ z 

Ddmonstration. Soit K le noyau de ~z (qo). On a: 

K ( -  X 1 -~- Yl ,Yl)  = (Fx) ̂  (%(Y,)) 

off ^ d&igne la t ransformation de Fourier  par rapport  au groupe 
X2/Ker ~r* et: 
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Fx~ (&)  = 

5 d~l ~ d~2 ~ dx3 Zl (~1) Z2 (x2 -[- ~2) Z (x3)  9) (Xl q- ~1, x2 -t- ~2, x3)  = 
Ker cr x Ker a~ X3 

: z I ( X l )  I dw~w~(.~2) I dw~wt{(x1)~(w~ - Z1, w~  - Z2, - Z) 
Im a z lm a~ 

si ~ C a ( G )  et ~ e L l ( ~ " ) ,  la premiere 6galit6 mont re  que 
F~xeCa(X2/Kera*) done  dans L z ( x J K e r a * ) .  Si v~Cs~(G"), 
rappl ica t ion  w ~  ~ dw~fw~(x~)4 ( w ~ -  Z~, w ~ -  Z2, - Z) est con- 

Im a~ 
t inue ~t suppor t  compac t  sur I m %  ce qui mont re  que 

F~,r Dans les deux cas F ~ L Z I m % )  et on a: 

d . , f ~ l g ( - x l  +y~,y~){2= i~1-~ S d221Fx1(22)l 2, 
X1/Ker cr z X2/Ker cr~ 

mais F~,(22) = Z l ( X l ) f f ( -  21, - 2~) off g(w~,w~) = ~(w~{ - Zl, 
w ~ ' - Z 2 , -  Z) et est la t ransformat ion de Fourier  par  rappor t  au 
groupe Im % x Im ~r*. On remarquera  que si ~0 e A (G), g est int6grable 
et born6e sur I m % x I m o * ,  donc  (2~ ,22)~  1F~(22)1 est dans 
L ~ (Im % x Im o*), 

][~,,i~,~(~)l[ 2 =HS [. dSq I dP, I K ( -  x~ + y~,YOI ~ -  
X~/Ker ~X X~/Ker a~ 

= I~1-1  S dw'~ dw~l~(w~- z ~ , w ~ -  z2, - z)l 2. [ ]  
Im o~ Im ~r z 

Soit H un groupe localement compact  et K c H un compact  
d ' int6rieur non  vide. Soit L (x) f (y) = f (x - 1 y) p o u r f e  C it et x, y ~ H. 

W2(//)  = { f =  ~ Z(yn)f~ Isuppf ,  c K, f n c L 2 ( t l ) ,  ~ Ilfnl[2 < 00} 
n--I n= l  

oo 

Ilfll ~ = inf  ~ Ilfn 112, l ' inf inimum &ant  pris sur toutes les d6composi-  
n=l  

tions de f du  type ci-dessus. On rappelle que deux compacts  K1,/(2 
d' int6rieur non  vides donnen t  lieu fi des normes 6quivalentes et que 
W e (H) rnuni de l 'une de ces normes est une alg6bre de S6gal. 

Corol la ire .  Soit K un compact de G = (X~, X2, X3)., d'intOrieur non 
vide, ]1 ]lw2(O) d6signe la norme sur W 2 (G) construite ?t partir de K. Soit 
)~ ~ X3 tel que % : X1 ~ Im % soit strict. Alors pour route repr&entation 
continue unitaire irr~ductible de G telle que ~ (0, O, x3) = Z (x3) !dye, il 
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existe une constante Cx, z > 0 telle que pour tout ~o~ W2((7) 

II ~ ( ~ )  IIHs -<< CK,~ tl ~ li w~(c) �9 

Ddmonstration. Les translations du groupe G seront not6es 
Lx" Lx f (y )  = f ( x  + y). On a vu que pour ~ e Cs~ (G) n A ((7) 

Im cr~ I m  ~X 

off q~' = (Zl @ Z2 @ Z)" % ~v* (x) = q~ ( -  x), et * d6signe la convolution 
sur le groupe (7. Mais on sait (H. REITER [2] chap. 5 w 5) que pour tout 
compact  K0 de (7 il existe C = CK0,z > 0 tel que 

S dw~ ~ dw* (~', ~'*)^ (w~, w~, O) < 
Im ~r} Im a z 

^ 2 < C ~ dg* (q)'* q~'*) (g*) = C II q0112 
o" 

chaque fois que supp(q~'*q~'*) c K0, ce qui a lieu si 
s u p p l y -  supp~0 c K0. On ~tend cette in6galit6 par densit6 aux 
fonctions q~ de carr6 int6grable telles que supp ~o - supp ~v c K0. Mais 
pour de telles fonctions on a 6galement supp L~ 9~ - supp L~ q0 c K 0 
pour  tout x e G. L'in6galit6 est encore valable pour Lx % x ~ G. 

alors K un compact  avec K - K = K o ,  qJ~W2((7), Soit 

n = l  
[[fn 112- D'apr6s ce qui pr6c6de 

-< )_2 li (LxA)ll,.  < CKo.,. )2 FJu.IJ2 
n = l  n = l  

en prenant  l ' infinimum sur routes les d6compositions de q~ de ce type, 
on obtient l'inSgalit6 annonc6e. []  

Commentaire. 1) I1 est facile de voir que les id6aux maximaux de 
L ~ (G) sont exactement les id6aux de la forme 

Iil,i2,x = { f e L l ( G ) l f ( w ~  - Z l , W ~ -  Z2, - Z) = 0 pour 

W 1 EIm %,  w~'e Im %} 

(cf. H. REITER [3]). Le th6or~me 3 montre  alors que les id6aux 
maximaux de L ] (G) sont exactement les noyaux des repr6sentations 
irr6ductibles unitaires de G. 

2) Le th6orhme 3 dhcoule d 'un r6sultat de PYTLIK [3], lemme 8. 
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