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Introduction 

Un r6seau dans un groupe de Lie semisimple G est un sous-groupe discret 
F, tel que l'espace homog6ne F\G  est de volume G-invariant fini. Le th6or6me 
de A. Borel et Harish-Chandra [-Bor-H.C] affirme que pour un groupe alg6- 
brique H, semisimple, d6fini sur Q, le sous-groupe H z des points fi coordonn6es 
enti6res de H est un r6seau dans le groupe H~ des points gt coordonn6es r6elles. 
Ce r6sultat est ~ la base de la notion de r6seau arithm~tique. 

D~finition. Un  r6seau F d'un groupe de Lie semisimple et connexe G est dit 
arithmOtique, lorsqu'il existe un Q-groupe semisimple H et un homomorphisme 
continu, surjectif et propre p: H x ~ G ,  tel que les sous-groupes p(Hz) et F de 
G soient commensurables. 

Le couple (p, H) introduit dans la d6finition pr~c6dente est appel6 une pr6sen- 
tation arithm6tique du r6seau F de G. Deux sous-groupes A e t  B d'un groupe 
C sont commensurables si l 'intersection A n B est d ' indice fini dans A e t  B. 

Le th6or6me d'Arithm6ticit6 de Margulis [Mar l ,  2, 3] affirme que dans 
un groupe de Lie, connexe, semisimple, adjoint, sans facteurs compacts et de 
rang r6el au moins 2, tout r6seau irr6ductible (cf- 6.2) est arithm6tique. D'apr+s 
Corlette, Gromov et Schoen [Cor, Sch] tout r6seau dans Sp(n, 1) ou F4t_zo ) 
est arithm6tique, alors que dans PO(n, t). PU(2, 1) et PU(3, 1) il y a des r6seaux 
non arithm6tiques [Gro-PS, Mos4, Del-Mos].  

Dans ce travail on se propose de donner une preuve d'un crit6re, dfi 
Margulis, qui caract6rise les r6seaux arithm6tiques en terme d'un invariant asso- 
ci6 ~t l'inclusion de F dans G. Cet invariant est le commensurateur de F dans G: 

Comm~ F.-= {g E G: F et gF g -  1 sont commensurables}, 

qui est un sous-groupe de G contenant E 

Th~or~me. (Crit~re d'arithm6ticit6) [Mar3]  Soit Gun  groupe de Lie connexe, 
semisimple, adjoint et sans facteurs compacts. Un rdseau F dans G est arithmOtique 
si et seulement si, le sous-groupe Comma F est dense dans G. 
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Lorsque F est un r6seau irr6ductible de G, on a la formulation 6quivalente 
du crit6re d'arithm6ticit6: F \ C o m m  G F est infini.**-F est arithm6tique dans G. 

La preuve de l 'implication ~Comma F dense darts G ~ F  est arithmdtique 
dans G>), repose sur le th6or6me de superrigidit6, qui essentiellement classifie 
les repr6sentations lin6aires fi image non born6e de Commc, E 

Th6or/~me. (Superrigidit6) [Mar3] Soit Gun  groupe localement compact, unimodu- 
laire, mOtrisable et dOnombrable gt l'infini. Soient A un sous-groupe discret dans 
G, et A un sous-groupe de G tel que A c A  ~ Comma A, satisfaisant aux deux 
hypotheses suivantes : 

Hi :  l l  existe un sous-groupe fermO moyennable P de G, tel que les restrictions 
aux sous-groupes d'indice f in i  dans A de l'action diagonale de A sur G/P x G/P 
soient ergodiques. 
Ha: Le groupe A est dense dans G. 

Soit H u n  k-groupe connexe, presque simple sur un corps local k de caractd- 
ristique z~ro. Tout homomorphisme n: A---, Hk fi image Zariski dense, tel que n(A) 
n'est pas relativement compact darts H k, s'~tend en un homomorphisme continu 
n: G --* Hk/Z(H) k. 

Soit F u n  r6seau irr6ductible dans un  groupe de Lie, connexe, semisimple, adjoint 
et sans facteurs compacts G, soit A un sous-groupe de Comma F avec F c A ,  
et pour un C-groupe lin6aire H, soit Repr-zo(A, H) l'ensemble des homomor-  
phismes A ~ H  tels que l'image de F est Zariski dense dans H. Lorsque A 
est dense dans G, le th6or6me de superrigidit6 permet la construction canonique 
d 'une pr6sentation arithm6tique de F: 

Th6or/~me. (a) l l  existe, fi isomorphisme pros, un seul groupe C-simple, connexe 
et adjoint H, tel que Repr-zD(A,  H)#:O. 

(b) Soit 7zERepr_zD(A, H). Le corps des traces K~ de ~z est une extension f inie 
de Q et il y a une bijection entre l'ensemble des orbites de Aut(H) dans 
Repr_zD(A,  H) et I'ensemble des inclusions de corps K~ ~, C. 
(c) II existe une K, - forme H~ de H e t  un homomorphisme surjectif, continu et 
propre p: (ResK,/o H~)(R) ~ G, qui est une presentation arithm~tique de E 

La preuve du th6or6me du superrigidit6 du commensurateur occupe les pars. 3, 
4, 5 et 7; au par. 2 l'hypoth6se H~ est v6rifibe pour les r6seaux dans les groupes 
de Lie semisimples, connexes, sans facteurs compacts. Au par. 6 on prouve un 
th6or+me de Bernstein-Zelevinski, dont  une application est une nouvelle preuve 
du th6or6me de densit6 de Borel. Le par. 8 traite des vari6t6s de repr6sentations, 
et au par. 9 on prouve le crit&e d'arithm6ticit6. Au par. 1 on  indique un lien 
entre le commensurateur et les sym6tries de certains objets associ6s /l /7. 

1 Quasiautomorphismes, correspondances et commensurateur 

1.1 Un quasiautomorphisme d'un groupe F est un triple (Ft, F2, ~0), off F~, F2 
sont des sous-groupes d'indice fini dans F et tp: F~ -~ F 2 est un isomorphisme 
de groupes. On convient que deux quasiautomorphismes (Ft, F2, tp), (F(, F~, ~0') 
sont 6quivalents si les restrictions de tp et tp' ~i un  sous-groupe d'indice fini 
de F1 c~Fl' coincident. Le groupe des quasiautomorphismes, not6 Q Aut(F), de 
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F est l 'ensemble constitu6 des classes d'6quivalences de quasiautomorphismes, 
muni  du produit  induit par l 'op6ration 

( ~ ,  c~, q~) x (~', r~, q~') = (~o-' (r~ ~ ~'), ~o'(r~ c~ r;), q/o q~). 

Le groupe des automorphismes int6rieurs de F se projette sur un sous-groupe 
QInt(F) de QAut(F).  

Exemples. Q A u t ( Z " ) = G L ( n , Q )  et QAut(SL(2, Z))~-QAut(F,), off F, est le 
groupe libre fi n g6n6rateurs. On a Au tF ,  cQAut (F , ) .  Etant donn6 que A u t F  3 
n'a pas de repr6sentations lin6aires fid61es [For-Pro],  il e n e s t  de m~me de 
QAut(SL(2, Z)). 

Supposons que F est un r6seau irr6ductible dans un groupe de Lie connexe, 
semisimple, adjoint et sans facteurs compacts G+PSL(2 ,  R). En vertu du th6o- 
r6me de rigidit6 de Mostow [Mos2, 3], tout quasiautomorphisme q): FI ~ F2 
de F se prolonge de mani~re unique en un automorphisme A~ du groupe de 
Lie G. On obtient ainsi un homomorphisme injectif A: Q A u t ( F ) ~  AutG, avec 
A(QAut(F)) c~ G = Comm~ F, off l 'on a identifi6 G au sous-groupe de Aut  G form6 
des automorphismes int6rieurs de G. Donc l 'image r6ciproque A - l ( C o m m G  F) 
est un sous-groupe normal d'indice fini dans QAut(F),  isomorphe fi Commc, F 
via A, car le groupe G est normal d'indice fini dans AutG. Le groupe QAut(F)  
ne d6pend que du groupe <<abstrait, F et le crit6re d'arithm6ticit6 de Margulis 
peut se formuler en disant que le r6seau F est arithm6tique, si et seulement 
si l 'ensemble Q Aut (F)/Q Int (F) est infini. 

1.2 Une correspondance non ramifi6e sur une vari6t~ alg6brique Vest une sous- 
vari6t6 irr6ductible W c  Vx V telle que les deux projections de W sur V soient 
des revatements. 

Soient G u n  groupe de Lie, semisimple, connexe, adjoint et F c G un r6seau 
irr6ductible. On suppose que l'espace sym6trique X associ6 fi G porte une struc- 
ture complexe G-invariante et que F agit librement sur X. II existe alors une 
vari6t6 quasiprojective Vr et un isomorphisme analytique F \ X  _~ (Vr)c [Bai-Bor]. 

Pour g s C o m m ~ E  le graphe X g c X  x X de la translation x~--~gx dans X 
se projette sur une correspondance non ramifi6e W~ de V r. Un th6or6me de 
Piatetski-Shapiro et Safarevic [PS-Saf] affirme alors que l 'application g~-~ W~ 
induit une bijection de F\Commc, F/F sur l 'ensemble des correspondances non 
ramifi6es sur Vr. Avec le crit6re d'arithm6ticit6 de Margulis on conclut que 
les propri6t6s suivantes sont 6quivalentes: 

(a) F est un r6seau arithm6tique de G. 
(b) Comm~ F/F est infini. 
(c) F \ C o m m 6 F / F  est infini. 
(d) La vari6t6 Vr admet une infinit6 de correspondances non ramifi~es. 

L'~quivalence (a),~'-(d) est fi la base du th~or6me de conjugaison de Kazhdan;  
voir [Kazl ,  2, 3], [Sav] ou [Nor-Rag] .  

Th6or~me. [Kaz l ,  2, 3] Soient F u n  r~seau arithm~tique de G, a e A u t C  et Vf- 
la vari~t~ obtenue d partir de V r par le changement de base a. II existe un r~seau 
arithm~tique F(a) c G, tel que (V{)c = F(o)\  X. 
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2 Moyennabilit6, ergodicit6 

Dans ce paragraphe on donne des exemples de groupes satisfaisant h l 'hypoth&e 
H~ du th6or6me du superrigidit6 du commensurateur.  

2.1 MoyennabilitO 

D6finition. Un  groupe topologique L e s t  dit moyennable, si pour toute action 
continue lin6aire L • E ~ E  de L sur un espace de Fr6chet E et pour toute 
partie convexe, non vide, compacte et L-invariante I c E, il existe un point L-fixe 
dans I. Un  groupe L e s t  dit moyennable, si L muni de la topologie discr6te 
est moyennable. 

La proposition suivante fournit des exemples de groupes moyennables. 

Proposition 2.1 Un groupe abOlien est moyennable. 
Une extension R de groupes topologiques {1} ~ A  ~ R ~ B ~  {1} off A et B 

sont moyennables est moyennable. 
Un groupe rdsoluble est moyennable. 
Un groupe topologique compact est moyennable. 

Preuve de la premikre assertion. Soient A • E---, E une action et I c E  comme 
dans la d6finition de la moyennabilit6. Pour TeA on note E T l e  sous-espace 
ferm6 des points T-fixes de E et f f = E T c ~ l .  Pour y e l  et h e N  la combinaison 
convexe 

C , (y )=  ~ [ y +  T y +  ... + T"y] 

de y, Ty . . . . .  T"y est dans I. Pour toute semi-norme [1 I[, sur E on a: 

2 
II TiC .  (y)) - C. (y)II ~ ~ n ~ l  max 1[ x II~. 

x e /  

11 en r&ulte que les points d 'accumulation de la suite {Cn(Y)},~N sont T- 
invariants. En particulier i f4 :0 .  Comme A est ab61ien, il agit dans l'espace 
de Fr6chet E T et laisse invariant la partie compacte, convexe, non vide I T. 
Le raisonnement ci-dessus montre que pour tout S e A  on a (IT)S= IT c~ I s4=0, 
puis par r6currence que (-] IToe0 pour toute partie finie F c A .  Comme I est 

T e F  

compact, on a (-] f f 4 0 ,  ce qui est la premi6re assertion, q.e.d. 
T e A  

De la proposit ion pr6c6dente on d6duit la 

Proposition 2.2 Soient G u n  groupe de Lie semisimple, connexe et P c G un sous- 
groupe parabolique minimal. Alors le groupe topologique P est moyennable, q.e.d. 

Pour un expos6 de la th~orie des groupes moyennables on renvoie h [Gre], 
[Pie]. 
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2.2 Ergodicit~ 

D6finition. Soient R u n  groupe, (X , /0  un espace mesur6 muni  d 'une R-act ion 
Px: R x X ~ X  mesurable,  Y un espace bor61ien muni  d 'une R-act ion Pr :  
R • Y ~  Ybor61ienne et f :  X ~ Yune applicat ion mesurable.  On dit que l 'applica- 
t ion f est R-6quivariante si l 'ensemble Er:={x~X: pr(r) f (x)~: f (px(r)x)}  est de 
mesure nulle pour  tout  r~R,  et s tr ictement R-6quivariante,  si l 'ensemble 
E : =  U Er est de mesure nulle. Une  part ie A de X est R-invariante,  si sa fonction 

r~R 
caractbristique est R-invariante.  

A noter  que pour  un groupe d6nombrab le  R, une applicat ion R-bquivariante  
f est s tr ictement R-6quivariante.  

D6finltion. Soient X un espace localement  compact  d6nombrab le  it rinfini, /~ 
une mesure de Radon  positive et R • X - - , X  une action d 'un  groupe R par  
hom6omorphismes  de X. On dit que la classe de la mesure /~ est prkservke 
par cette action si pour  tout  rER les mesures r,/~ et / t o n t  m~mes ensembles 
n6gligeables. On dit qu 'une  telle act ion de R sur l 'espace mesur6 (X,/~) est ergo- 
dique, si pour  toute partie mesurable  et R-invar iante  E ~ X ,  l 'une des parties 
E ou X \ E  est n6gligeable pour  p. 

On s 'a t tend fi ce que toute mesure de R a d o n  p dont  la classe est R-invariante,  
puisse ~tre <~d6compos6e>> en mesures ergodiques. Cela est vrai du moins  lorsque 
# elle m~me est R-invariante.  

Proposition 2.3 Soit I~ une mesure de Radon R-invariante et positive sur X.  Alors 
it est limite dans la topologie vague de sommes de mesures de Radon positives, 
R-invariantes et ergodiques, 

Preuve. Soient M+(X)) l 'espace des mesures de R a d o n  positives et M §  R 
le c6ne convexe fermb des mesures R-invariantes  dans M + (X). I1 suit du th6o- 
r6me de Kre in -Mi lman  I-Bou, II w 7 no 2 Cor. 2 et exemple] que le c6ne M+ (X) n 
est l 'enveloppe ferm6e convexe de la r6union de ses g6n6ratrices extr6males. 
Soient c~ ~ M § (X) R appa r t enan t  & une g6n6ratrice extr6male et E ~ X un ensemble 
mesurable R-invariant .  Posons C~l = ~[E, ~2 = O~]X\E" Alors  ~ = ~1 -~ ~2 e t  

~1, c~z~M+ (X) R. Comme ~1, ~2 ne v6rifient pas de relat ion linbaire non  triviale, 
on a ~ = 0  ou ~2 =0 .  Donc  c~ est ergodique, q.e.d. 

Les espaces (X,/~) auxquels nous nous intbressons plus part iculi6rement sont  
les vari6t6s diff6rentiables G-homogbnes  X = G/H, off G est un groupe de Lie 
connexe, H u n  sous-groupe ferm6 de G, munies de la classe d 'une mesure # 
de Lebesgue, qui est l 'unique classe G-invariante de mesures de R a d o n  sur 
X. Dans  la suite de ce pa ragraphe  nous cons t ru i rons  des triples (R, G, H), of a 
R et H sont  des sous-groupes ferm6s de G tels que l 'action de R sur G/H 
soit ergodique. Tout  d ' abo rd  on a l e  

Lemme 2.4 Soient G u n  groupe de Lie, R et H des sous-groupes ferm~s de G. 
L'action de R sur G/H est ergodique, si et seulement si, l'action de H sur R \ G  
l 'est. 

Preuve. Soient v une mesure de probabil i t6  dans  la classe de la mesure de Haa r  
de G e t  p: G ~ G/H la project ion canonique.  La classe de l ' image directe/~. '=p,  (v) 
est G-invariante.  On consid6re l 'action de R x H sur G d6finie par  (r, h) g = r-  i gh. 
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L'application E ~ p -  1 (E) 6tablit une bijection entre l 'ensemble des parties mesur- 
ables R-invariantes dans G/H et l 'ensemble des parties mesurables R x H-invar- 
iantes dans G. Comme v(p-l(E))=l~(E), l'ergodicit6 de l 'action de R sur G/H 
est 6quivalente fi l'ergodicit6 de l 'action de R x H sur G. q.e.d. 

Le r6sultat suivant, dfi ~ Moore  [Moo]  est la source d'exemples d'actions 
ergodiques voir aussi [Mos l ] .  

Th6or6me 2.5 Soient Gun groupe de Lie semisimple, sans facteur compact, connexe 
et de centre fini, S u n  tore d~ployO maximal de G. Suit teG,  tel que Ad(t) agit 
sur l'algObre de Lie de G de facon semisimple avec au moins une valeur propre 
de module~ 1, et suit A =  ( t )  le sous-groupe engendr~ par t. Suit F u n  rOseau 
dans G. L'action de S sur F \ G  est ergodique. Si l'on suppose en outre que le 
r~seau est irr~ductible, l'action de A sur F \  G est ergodique. 

Ce th6or6me est une cons6quence d'une propri6t6 des repr6sentations unifor- 
m6ment born6es de G. Soient B u n  espace de Banach et n: G ~ GL(B) un homo- 
morphisme. On dit que nes t  une repr6sentation continue, si l 'application orbitale 

G • B ~ B, (g, v) ~ n (g) v 

est continue. Si, en outre, Hg]l,=supllg(g)ll < + ~ ,  on dit que la repr6senta- 
tion nes t  uniform6ment born6e, g~G 

Th6or6me 2.6 Soient G, t e G  et A = ( t )  comme dans l'~nonc~ du th~or~me 2.5. 
Suit n une representation uniform~ment born~e de G dans un espace de Banach 
B. L'espace B a des vecteurs A-invariants est un sous-espace G-invariant. 

Preuve. Suit Lie(G)=ff_  �9 ff00 .~+ la d6composition de l'alg6bre de Lie de G 
en sous-espaces, tels que Ad(t) suit contractant sur fr l'identit6 sur fr et dilatant 
sur if+. On a pour I)~B A e t  g = e x p  X, X e L i e  G, 

II~t(g) v-vii = II~(g) ~ ( t - ' )  v - ~ ( t - ' )  vii 
=< ]lnH IIn(t" gt-")  v -v i i  

= Ilnll Iln(exp Ad(t") X) v -v i i .  

Si Xef f_ ,  on a lira A d ( t " ) X = 0 ;  si Xeff+,  on a lira A d ( t " ) X = 0 .  Donc on 

a n(g)v=v,  si X~f~_ ou X ~ + .  Par ailleurs, A commute fi expf#o; l'espace 
B a est done exp f#o invariant. Mais exp f#_, exp c~+ et exp fr engendrent G. 
Done l'espace B A est G-invariant. q.e.d. 

Preuve du th~orbme 2.5 Suit p la repr6sentation unitaire de G dans .~ ' .=L2(F\G)  
d6finie par p ( g ) f ( x ) = f ( x g ) , f ~ .  Le sous-espace .~A des vecteurs A-fixes est 
G-invariant (th6or6me 2.6). Le noyau de l 'action de G dans o~r ~a contient A. 
II existe doric un sous-groupe ferm6 de G normal et connexe N = A  tel que 
N fixe tout vecteur de ida .  En particulier tout vecteur S-invariant est G-invariant, 
ce qui montre que Faction de S est ergodique. Pour la deuxi6me assertion on 
a suppos6 que F est un r6seau irr~ductible. La function caract6ristique XE d'un 
ensemble E c F \ G ,  mesurable, A-invariant et de mesure positive, est N-inva- 
riante. Suit p: G--* F \ G  la projection canonique. Alors la function ~(p-~tE) est 
F-invariante ~i gauche et N-invariante ~ droite. Comme N e s t  normal dans 
G, Z~-,t~ est 6galement N-invariante ~ gauche. La mesure ~ - , ~ d g  est done 
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F N  invariante fi gauche et par suite G-invariante fi gauche car le sous-groupe 
F N  est dense dans G e t  l 'action de G par translation fi gauche sur l'espace 
des mesures de Radon est continue pour la topologie faible. Par suite Ze est 
G-invariante et le compl6mentaire de E dans F \ G  est de mesure nulle, q.e.d. 

Corollaire 2.7 Soit P un sous-groupe parabolique minimal de G. L'action diagonale 
de F sur G/P • G/P est ergodique. 

Preuve. Soit S c P  un tore d6ploy6 maximal et soit x~G tel que x P x  ~ = P -  
soit le sous-groupe parabolique oppos6 fi P. Alors la G-orbite de (R xP)eG/P  
• G/P est ouverte et son complbmentaire est de mesure nulle. Ainsi G/P c~P- 

s'identifie au G-espace G/P • G/P, fi un ensemble de mesure nulle pr6s. Mais 
P c~ P -  = S et F agit ergodiquement sur G/S, donc sur G/P c~ P- ,  et par cons6- 
quent sur G/P • G/I? q.e.d. 

2.3 Espaces BorOliens a-sdparOs 

Nous utiliserons souvent l'ergodicit6 d'une action d'un groupe R sur un espace 
mesur6 (X, IL) pour en d6duire qu'une application mesurable R-invariante 
f :  X ~ Y est essentiellement constante, Ce raisonnement n6cessite des bypoth6ses 
sur l'espace Y, 

D6finition. Un espace Bordlien (y  B) est dit tr-sOparE s'il existe un ensemble 
d6nombrable de Bor61iens s6parant les points de Y 

Dans ce qui suit, X, p e t  R sont comme dans la d6finition d'une action 
ergodique. 

Lemme 2.8 Soit (Y,B) un espace Borklien cr-sOpark, f: X ~ Y une application 
mesurable R-invariante et It une mesure R-ergodique. Alors f est essentiellement 
constante. 

Preuve. On remarque qu'il existe au plus un point p e Y  tel que / z ( f - l ( p ) )>0 ,  
car les fibres de f sont R-invariantes, mesurables et disjointes. On va montrer  
qu'il existe au moins une fibre de f de mesure positive. On peut supposer que 
# est de probabilit6 car X est d6nombrable fi l'infini. Soit A=(A,),~N une suite 
de Bor6liens s6parant les points de Y. Pour pc  Y on pose 

Xp(n) = ~ f -  l(Ai). 
l < i < n , p e A i  

Les ensembles Xp(n) sont mesurables R-invariants, donc de mesure 0 ou 1. 

Comme A s6pare les points de Y, on a ~ Xp(n)---f-l(p).  La suite stationnaire 
n = l  

n~--~p(Xp(n)) converge vers /~(f- l (p)) ;  il existe donc npEN tel que I~(Xp(np)) 
=/~(f-~(p)).  L'ensemble d6nombrable {Xp(np): p~Y}  de parties de X couvre 
X; il existe donc q ~ Y tel que 1 ---/~ (Xq (nq)) = / t  ( f  - 1 (q)). q.e.d. 

En appliquant le lemme prbc6dent ~ une application quotient on obtient 
le 

Lemme 2.9 Si I'espace Bor~lien quotient est a-s~parE et la mesure I~ est R-ergo- 
dique, il existe une R-orbite O ~ X  telle que /~(X\O)=0.  q.e.d. 
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En d'autres termes, une action ergodique qui n 'admet pas d'orbite de mesure 
pleine a un espace Bor61ien quotient compliqu6. 

Nous terminons ce paragraphe en 6nongant deux lemmes de topologie g6n6- 
tale dont la preuve est laiss6e au lecteur. 

Lemme 2.10 Soient Y un espace topologique m~trisable s~parable, H u n  groupe 
agissant par hom6omorphismes sur Y, tel que toutes les H-orbites soient localement 
fermkes. Uespace Borklien quotient H \  Y est ~r-sOpar& 

Lemme 2.11 Soit Y un espace topologique m~trisable sOparable complet. Soit H 
un groupe Iocalement compact, dknombrable h l'infini et agissant continfimeut sur 
Y Les orbites de H dans Y sont localement fermkes, si et seulement si pour tout 
point pc  Y l'application orbitale H/Stabn p --+ H p, h~-*hp est un hom~omorphisme. 

3 Application de Furstenberg 

Soient G u n  groupe localement compact, unimodulaire et d6nombrable fi l'infini, 
et A un sous-groupe discret dans G. Soient k un corps local et p: A ~GL(Vk) 
une repr6sentation de A dans un k-espace vectoriel Vk de dimension finie. Alors 
A agit sur l'espace projectif PVk par transformations lin6aires projectives. De 
cette situation nous ne retiendrons que les donn6es suivantes: l'espace PVk est 
compact m&risable et A agit par hom6omorphismes sur PVk. 

Soit plus g6nbralement X un espace compact m6trisable sur lequel A agit 
par hom6omorphismes. Alors A agit par isom6tries dans l'espace de Banach 
C(X) des fonctions r6elles et continues sur X, muni de la norme 

Ilf l l~.p=suplf(x)l ,  f ~ C ( X ) .  
x ~ X  

Le dual de C(X) est l'espace de Banach M ( X )  des mesures de Radon sur X, 
muni de la norme 

( f , # }  II,a II . . . . .  = sup , #~M(X).  
o.f~c(x) rl f Ilsup 

L'action A x M ( X ) ~  M ( X )  est continue pour la topologie faible de dualit6 
et pr6serve l'espace M 1 (X) des mesures de probabilit& Les structures Bor61iennes 
engendr6es par la topologie forte ou par la topologie faible sur M ( X )  coincident, 
car C(X) est s6parable. L'objet de ce paragraphe est de d6montrer le r6sultat 
suivant, dfi ~ Furstenberg: 

Th6or6me 3.1 [Fur2]  Soit P un sous-groupe fermd et moyennable de G. I1 existe 
une application q9 : G/P ~ M 1 (X) mesurable et strictement A-6quivariante. 

Preuve. Nous consid6rons l'espace F=L~(G,  C(X)) des classes d'applications 
mesurables, A-6quivariantes f: G-* C(X), telles que: 

IIf[I~.p,1:= ~ JJf(g)U~.pdot(g)< +oo, 
A\G 
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off ~ est une mesure positive G-invariante sur A\G. Alors F muni de la norme 
I[ Irsup. 1 est un espace de Banach dont le dual est l'espace E=L~(G, M(X)) des 
classes d'applications mesurables, A-6quivariantes m: G ~ M(X), telles que 

[]m[[ . . . . . . .  :=supess Jim(g)[[ . . . . .  < AV 0 0 .  

g~G 

La dualit6, voir [-Edw, theorem 8.18.2], entre E et F est r6alis6e par la forme 
bilin6aire 

( f  m)eF x E>-+((f, m)):= 5 ( f (g ) ,  re(g)> d~(g)ER. 
A\G 

Le groupe G agit fi droite sur G e t  donc continfiment par isometries dans F 
Si l 'on munit  E de la topologie faible de dualit6 avec F,, l 'application d'6valuation 

FxEfalblcXG-.-+R, (f,m,g)~-+((fg, m)) 

est continue. En particulier l 'action de G sur Er,ib~e est continue. La partie 

I = {meE: m(g)eM 1 (X) pour presque tout geG} 

est convexe et compacte dans Eea~b~e. Elle est non vide, car pour D c G domaine 
fondamental borblien de A et pour # c M  ~(X), l 'application m(6g) 
,=~(6),#,  6EA, geD, appartient fi I;  l 'application m est bor61ienne, car A est 
d6nombrable. La partie I est G-invariante; le groupe P 6tant moyennable, il 
existe un point q3el, qui est P-fixe. On dbduit de q3 une application mesurable 
A-6quivariante ~o: G/P-, M~(X) strictement A-6quivariante, car A est d6nom- 
brable, q.e.d. 

4 Support de mesures en topologie de Zariski 

4.1 Soient k un corps local de caract6ristique nulle et Vark(PV ) l'cnsemble 
des sous-vari6tes alg6briques d6finie sur k dans un espace projectif de dimension 
fine PV. L'objet de ce paragraphe est de munir  Vark(PV) d 'une topologie et 
de montrer que l 'application 

Suppz: M 1 (PVk) ~ Vark(PV), 

qui h une mesure de probabilit6 fait correspondre son support pour la topologie 
de Zariski, est Bor61ienne et PGL(Vk)-6quivariante. Cette application est la com- 
pos6e de l 'application support pour la topologie habituelle 

Supp: M '  (PV~) ~ Pv(PVk), 

off Pv(PVR) est l'espace des parties ferm6es de PV k et de l 'application adh6rence 
de Zariski 

Adhz: Pv(P Vk) ~ Vark(PV). 

Nous munissons l'ensemble PF(PVk) des parties ferm6es de PVk de la topologie 
dont une sous-base d'ouverts est constitu6e des ensembles Tv 
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= {F~ Pv(PVk): ec~ U+0}, Iv = {FEPF(PVk): F= U}, od UcPVk  parcourt les par- 
ties ouvertes de PVk. On observe que la topologie de PF(PVk) peut aussi 
~tre d6crite ~i l'aide de la distance de Hausdorff dn(A, B) 
=max {d(a, B), d(b, A): a~A, b~B}, A, B~ P~(PVk) off d est une distance induisant 
la topologie de PVk. 

Lemme 4.1 L'application Supp: M 1 (PVk) ~ Pv(PVk), qui d une mesure de probabi- 
lit~ de PVk fait correspondre son support, est Bor~lienne. 

Preuve. Avec une base dbnombrable (U,),~N de la topologie de PVk, on a pour 
le compl6mentaire (Supp p)c du support d'une mesure de probabilit6/~ la formule: 

(Supp/~)c = U {U,:/~(Un) = 0}, 

prouvant le lemme, q.e.d. 

4.2 Nous allons munir Vark(PV) d'une topologie. Soit k[V]d le k-espace vecto- 
riel des polyn6mes homog6nes de degr6 d sur Vk. Une sous-vari6t6 S ~ PVd6finie 
sur k est donn6e par un id6al gradu~ I(S) dans l'anneau gradu6 k[V] = ~ k [ V ] d  

d ~ N  

des fonctions polynomiales Vk ~ k. On a I(S)= ~)ld(S), off Id(S)= t (S )n  k [ VIa. 
d e n  

Pour un k-espace vectoriel Wk de dimension finie, Gr(Wk) d6signe l'espace 
topologique somme des Grassmanniennes Grt(Wk), 0_<(<_dim W k. Nous mu- 
nissons rensemble Vark(PV) de la topologie la moins fine qui rende continues 
les applications 

ld: Vark(PV) ~ Gr(k [VJd), S~--~Id(S). 

Autrement dit on identifie Vark(PV), via l'injection 

Vark( PV)-~ I I  Gr(k[V]a), SF-~(la(S))a~u, 
n=0 

un sous-espace topologique de l'espace compact H Gr(k([V]a)' 
d = O  

4.3 On observe que l'adh6rence de Zariski d'une partie fermbe F c PV k s'obtient 
~i l'aide des plongements de Plficker Pla: PVk ~ Pk[V]] ' ,  d>  1, avecla formule 

Adh z F =  (-] PI~'([PIn(F)]H.), 
d > l  

off [Alin =PWk dgsigne l'enveloppe lin6arie d'une pattie A dans un espace pro- 
jectif P Wk. 

Lemme 4.2 Soit Wk un k-espace vectoriel de dimension finie. Les niveaux de 
la fonction 

dim: Pv(PWk)~N, V~-.dim[F],i. 

sont des parties Ioealement ferrules de Pv(PWk). Pour route valeur d e N  de la 
fonction dim, ta restriction de l 'application 

Jill.:  Pr(PWk)~Gr(Wk), F~--~EF],i. 

au niveau dim- 1 (E) est continue. 
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Preuve. Soient FI~Pv(PWk), ~ = d i m [ F l ] l i ,  et x~ . . . . .  x t~F t tels que [F1]li . 
= [{Xl  . . . . .  xe}]li.. Alors il existe un e > 0  tel que pour, tout F2ePr(PWk), avec 
dn(F1, F2)<e, on ait dim[Fz]n,>dim[F1]li,. En effet, on choisit Yl . . . . .  YeeFz 
tels que d(xi, yi)<e, et on ait d im[{y  1 . . . . .  y t} ] l i .= ( ,  de sorte que dim[F21i,  
> dim [F1]li ". Donc la fonction dim est semicontinue inf6rieurement. Ses niveaux 
sont doric localement ferm6s. De plus, si dim [F21i, = dim [F111~,, on d6duit du 
raisonnement ci-dessus que [F1]li, et [F211~, sont proches, prouvant la derniere 
assertion, q.e.d. 

Lemme 4.3 Eapplication Adhz: Pv(PVk)~ Vark(PV) est BorOlienne. 

Preuve. II suffit de v6rifier que l 'application F~--~la(Adhz F) de PF(PVk) clans 
Gr(k[V]a ) est Bor6lienne. Soit 

Pol: Gr  (k [ V]~) --* Gr  (k [ V]a) 

l 'hom60morphisme donn6 par la polarit6. On a ld(AdhzF)=Pol([Pla(F)]lJ. 
Plus prScis6ment, l 'application Pla: P Vk ~ P k [V]* est un hom60morphisme sur 
son image et induit une application continue PId:PF(PVk)~Pv(Pk[V]~). I1 
d6coule par ailleurs du lemme 4.2 que l 'application 

[ ],~,: Pv(Pk IV]*) ~ Gr(k IV]*) 

est Bor61ienne. Donc ldoAdhz=Polo[]j~,oPld est Bor~lienne. q.e.d. 

Des lemmes 4.1 et 4.3 on d6duit le 

Corollaire 4.4 IZapplication Suppz: M 1 (PVk) --~ Vark(PV) est borSlienne, 
PGL(Vk)-~quivariante. q.e.d. 

5 Application bord: Cas constant 

5.1 Soient G un groupe localement compact, unimodulaire et d6nombrable fi 
l'infini, A un sous-groupe discret dans G, H u n  groupe alg6brique connexe d6fini 
sur un corps local k de caract6ristique nulle, presque simple sur k, et n: A -~ H k 
un homomorphisme tel que n(A) soit Zariski dense dans H. De la repr6sentation 
adjointe Ad de H dans V,=Lie(H) on d6duit une representation irr6ductible 
de H k dans Vk. Le groupe H k et, via n, le groupe A agissent par hom6omor-  
phismes sur l'espace projectif PVk. Soit P un sous-groupe moyennable ferm6 
de G. Nous disposons alors de l 'application de Furstenberg 

~o: G/P-~ M 1 (PK), 

qui, compos6e avec rapplication Suppz: M 1 (PVk)~ Vark(PV), donne une appli- 
cation mesurable strictement d-6quivariante 

: G/P-o Vark(P V) 

que nous appelons application bord. L'objet de ce paragraphe est de d6montrer le 

Th6or6me 5.1 On suppose que l'aetion diagonale de A sur G/P x G/P est ergodique. 
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Si l'application bord est essentiellement constante, l'image n(d) est relativement 
compacte dans Hk. 

5.2 Pour I'action de PGL (I/k) sur l'espace des mesures de probabilit6s M 1 (Pl/k), 
on a l e  r6sultat clef de Furstenberg: 

Proposition 5.2 [ F u r l ]  Soient (g.).~N une suite de PGL(VR) et p~MI(PVk) telles 
que la suite (g,*ix)n~n converge faiblement vers veMI(PVk). Si (g,),~N n'est pas 
relativement compact dans PGL(VR), on a 

S u p p v c A k u B k ,  d i m A + d i m B = d i m P V - 1 ,  

olJ A k et B k sont des sous-espaces lin~aires propres de P V  k. 

Preuve. Supposons que (g,),~n n'est pas relativement compact. Quitte h passer 
une sous-suite on peut supposer que lim g, =g,  avec g~PEnd(VR), gCPGL(Vk), 

et que lira g,(Ker g)=: AkEGr(Vk). Soit Bk:=Im g ~PVk. Pour tout EePVk\Ker g, 
on a lira 8n(f)EBk. Les points d 'accumulation de la suite (g,(f)),~N sont dans 
Ak ,  pour tout { e K e r  g. Donc, s i f  est une fonction continue ~ support dans 
PVk\(AkUBk), la suite (.fog,) tend vers z6ro en tout point de PVk. I1 r6sulte 
du th6or6me de convergence domin6e que v ( f )=0 ,  q.e.d. 

Voici une consequence imm6diate de la proposition 5.2. 

Corollaire 5.3 Soit vE M I(PVR) une mesure dont le support n'est pas contenu dans 
la r~union de deux sous-espaces lin~aires propres. Le stabilisateur StabpGl(v~)V 
de v dans PGL(Vk) est compact. 

5.3 Supposons que l'application bord ~=Suppzotp  est essentiellement con- 
stante, d'image essentielle Y~Vark(PV). De la A-6quivariance de �9 on d6duit 
que Y~ PV est n(A)-invariante, puis que Y est H-invariante car n(A) est Zariski 
dense dans H. En particulier, Yk~PVk est Hk-invariante. Donc q) est ~t valeurs 
dans l'espace 

Mzo(Yk) "={IX~M 1 (P I/k): Suppz # = Y}. 

Lemme 5.4 Soient Ix, veMzo(Yk) et (h.).~N une suite de Hk, telles que la suite 
(Ad(h.). #).~N converge vers v. Alors la suite (h.).~N est relativement compacte 
dans H k. En particulier, 

(i) Les Hk orbites dans Mzo(Yk) sont ferm~es. 
(2) Pour tout la~Mzo(Yk), le groupe Stabn~ IX est compact. 

Preuve. Supposons que la suite (h.).~N n'est pas relativement compacte dans 
Hk, donc que la suite (Ad(h.)).~N ne l'est pas dans Ad(Hk)cPGL(Vk) .  I1 existe 
Ak, Bk, sous-espaces lin6aires propres de PV k tels que Supp v c  A k u B k et 

(.) (dim A+ 1) + (dim B +  1)=dim PV+ 1 = d i m  K 

On a Yc  A u B, car Y= Suppz v c A u B. L'action Ad de Hk sur I/k ~tant irr6duc- 
tible, on a PV k = [ Yk] lin C [A k t_) BkJlin. En particulier P V=  [A u B]H.. On d6duit 
alors de (*) que A n B = O.Donc 

U,={hEH: h A n B = O ,  A n h B = O }  
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est un ouvert de Zariski non vide de H. Pour h~ U on a: 

Y= Yc~h Y~(A w B)c~(hA whB)=(A c~hA)u(Br~hB). 

On conclut de [ Y ] . , = P V e t  de (*) que A = h A  et B=hB. Doric U est ferm6. 
Comme H est connexe, on a U=H. Mais alors H~ pr&erve Ak, ce qui contredit 
l'irr6ductibilit~ de la repr&entation Ad de Hk dans Vk. q.e.d. 

Voici une cons6quence imm6diate du lemme 5.4: 

Corollaire 5.5 Les orbites de l'action diagonale de H k sur MzD(Yk) X MzD(Yk) 
sont ferrules. 

Soient X un espace localement compact  dbnombrable / l  l'infini, muni d'une 
mesure de Radon positive #, Y un espace topologique et f :  X - Y une application 
mesurable. Un  point yE Y est dit valeur essentielle de f si pour tout voisinage 
V de y on a # ( f - ~ ( V ) ) > 0 .  L'image essentielle de)'i Imess f c  Y, est l 'ensemble 
des valeurs esscntielles de f. C'est une partie ferm6e de Y. On remarque que 
I m e s s f  ne d6pend que de la classe de la mesure #. De plus, si f ( x ) = f ' ( x )  
pour presque tout x e X ,  I m e s s f = I m e s s f ' .  I1 faut prendre garde au fait que 
I m e s s f  peut ~tre vide. N~anmoins, supposons qu'il existe un compact K c  Y 
tel que # ( f -  1 (K)) > 0. Alors Imess f ~  0. En effet, soit v une mesure de probabilit6 
dans la classe de # et soit f .  v son image directe par f. La mesure f .  v[K est 
positive et born~e sur le compact K de sorte que l'on a 0 
4: Supp ( f ,  VlK)C K n Imess f 

Preuve du th~orOme 5.1 On va montrer  que l'image essentielle de l 'application 
de Furstenberg ~o: G/P~Mzo(Yk)  est r6duite ~ u n  point. Montrons d 'abord 
qu'elle est non vide. Soit 

p: Mzo(Yk) ~ Hk\Mzn(Yk) 

la projection canonique. L'application A-invariante p o ~o est essentiellement con- 
stante (lemme 2.8). En effect, l 'action de A sur G/P est ergodique et la structure 
Bor61ienne de HR\Mzo(Y k) est cr-s6par6e (lemme 5.4.1 et lemme 2.10). I1 existe 
donc une Hk-orbite FcMzn(Yk)  telle que q~(x)~F pour  presque tout x~G/P. 
La Fk-orbite est r6union d6nombrable de compacts. I1 existe donc un compact  
K ~ F tel que ~0-~(K) soit de mesure positive. Donc Imess q~ est non vide. 

On consid&e l 'application mesurable, ~quivariante pour les actions diagon- 
ales de A sur source et but, 

q9 • qg: G/P • G/P ~ Mzo(Yk) x Mzo( Yk), 

et 

q: Mzn(Yk) x Mzo(Yk) ~ Hk\(Mzn(Yk) x Mzo(Yk) ) 

la projection canonique. Alors, d 'apr& le lemme 2.8, l 'application Ll-invariante 
qo(q~ x q~) est essentiellement constante (corollaire 5.5, lemme 2.10). I1 existe donc 
une Hk-orbite Om Mzo(Yk) x Mzo(Yk) telle que r x q~(x, y)~O pour  presque tout 
(x, y)eG/P x G/P. Comme O est ferm~ (corollaire 5.5), on a Imess ~0 x Imess q~ 
=Imess(~0 x ~0)~O. Par consSquent, la Hk-orbite O contient un point de la dia- 
gonale D~Mzo(Yk) x Mzo(Yk). Donc O c D  et Imess q~ x Imess qgcO~D.  I1 en 
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r6sulte que Imess q~= {p}, #~MzD(Yk). L'application ~p 6tant A-6quivariante, on 
a g ( A ) c  Stabnk p, off Stabnk # est compact (lemme 5.4.2). q.e.d. 

Remarque. Dans son expos6 au Colloque en l 'honneur de J.L. Koszul, Grenoble 
1987, M. Gromov a g6n6ralis6 le corollaire 5.3, voir th6or6me 5.6. La formulation 
de Gromov  nous a sugg6r6 l 'emploi du support d'une mesure pour la topologie 
de Zariski. 

6 Actions alg6briques et structures Bor61iennes quotient 

6.1 Soient k un corps local et V une vari6t6 alg6brique d6finie sur k. Au moyen 
de cartes affines, on peut munir Vk d'une topologie d'espace localement compact 
m6trisable. Cette topologie est parfois appel6e topologie de Hausdorff pour la 
distinguer de la topologie de Zariski. Soit G u n  k-groupe agissant k-alg6brique- 
ment sur V. Alors G k agit continfiment sur Vk. Concernant la nature topologique 
des orbites de Gk darts Vk on a l e  r6sultat suivant, dfi ~ Bernstein et Zelevinski, 
dont une preuve, valable en caract6ristique z6ro, nous a 6t6 indiqu6e par Scot 
Adams. 

Th~or~me 6.1 [-Ber-Zel] Soient k un corps local, V une k-vari~tO et Gun k-groupe 
agissant k-alg~briquement sur V. Les orbites de G k dans Vk sont localement fermkes. 

Preuve en caractkristique z~ro. Soient w V k et W l'adh6rence de Zariski de Gv 
dans V. Alors Gv est un k-ouvert dense dans W.. Soit ~o: G-~ W, g~--~gv l 'applica- 
tion orbitale. Par construction, l 'application tangente Tg ~o: Tg G --* Tg v West  sur- 
jective pour tout g~G. Soit P s W  l'ensemble des points simples de W.. C'est 
un k-ouvert de W,, non vide et G-invariant. Ainsi G v c~ Ps W4= 0 et donc G v c Ps W.. 
Alors tp: Gk-* (Ps W)k est une application submersive de vari6t6s k-analytiques. 
En vertu du th6or6me des fonctions implicites [Ser, I I I w  10, 2], on a que q~(Gk) 
= Gk vest  un ouvert de (Ps W) k dans la topologie de Hausdorff. Comme Ps W 
est un k-ouvert de W, (Ps W)k est un ouvert de Wk. Enfin, W k est un ferm6 
de Vk. Donc Gk vest localement ferm6 dans Vk. q.e.d. 

6.2 Le th6or6me de Bernstein-Zelevinski joue un r61e essentiel dans la preuve 
du th6or6me de superrigidit6. Une application imm6diate en est le th6or6me 
de densit6 de Borel. 

Th6or/~me 6.2 [,Borl] Soit Gun R-groupe algkbrique connexe et semisimple, tel 
que GR soit sans facteurs compacts. Soit F un r~seau dans GR. Alors F est Zariski 
dense dans G. 

Preuve. Soit H l'adh6rence de Zariski de F dans G. Alors G~/H R porte une 
mesure GR-invariante finie p. On va montrer  que H contient tous les tores 
S de dimension 1 d6compos6s sur R. Supposons au contraire qu'il existe un 
tel tore S tel que S ~ c~ HR =(e). Une application r6p6t~e du th6or6me 6.1 montre 
que les orbites de S ~  Ga/H R sont localement ferm6es. L'ouvert  S~ 
Z'.={xeGR/HR: Stabsox=e} de Ga/H~ est par hypoth6se non vide, donc de 
mesure positive. Soit K c Z  un compact de mesure positive. Soit 6eS~ 
L'application orbitale 7,--. W, m--~6"x, est, pour tout x e  W, un hom6omorphisme 
sur son image. Donc pour tout xeK,  rensemble R(x, K)={neT, :  6"x~K} est 
fini. Le th6or6me de r6currence de Poincar6 [,Marl] affirme que l 'ensemble form6 
des x e Z  tel que R(x, K) est infini, est de mesure positive; d'ofl une contradiction. 
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Donc  H contient  tou t  tore de G de dimension 1 d~compos6 sur R. Comme 
G a est sans facteurs compacts,  on  en d6duit que H u ~ G a .  U n  argument  de 
dimension mont re  que GK est Zariski dense dans  G. Donc  H = G. q.e.d. 

6.2 On ment ionne  deux applicat ions du th6oreme de densit6 de Borel. 

D6finition. U n  r6seau F dans un  groupe de Lie connexe, semisimple, sans facteur 
compact  G est irrOductible, si pour  tout  sous-groupe, non r6duit /t l'616ment 
neutre, ferm6, normal  et connexe N de G, I'image de F dans G/N est dense. 

Le th6or6me de densit~ de Borel permet  de prouver:  

Th6or~me 6.3 (cf [ R a g ] )  Soit F u n  r~seau irr~ductible dans un groupe de Lie G 
semisimpte, connexe et sans facteurs compacts. I[ existe une d~composition de 
G en produit presque direct G=H~ ... Hr, off H ~ F  est un r~seau irr~ductible 
dans H i e t  o~ le produit (H 1 c~ F). . .  (H r c~ F) est d'mdice f in i  dans F. 

Th6or6me 6.4 Soit F u n  r~seau irrkductible dans un groupe de Lie G semisimple, 
connexe et sans facteurs compacts. Soit A un sous-groupe avec F c A c G .  Si 
le quotient F \ A  est infini, le groupe A est dense dans G. 

6.3 Dans  son expos6 ~i Grenoble ,  M. G r o m o v  a prouv6 

Th6or6me 6.5 Soient k un corps local de caracteristique nulle, V une k-variktk 
et H u n  k-groupe agissant k-algkbriquement et presque effectivement sur V. Soit 
p e M  1 (Vk) une mesure de probabilit~ telle que Suppz # =  V. Alors le stabilisateur 
de # d a n s  H k est un groupe compact. 

Rappelons  qu 'une  action H x V- ,  Ves t  presque effective si l ' intersection des 
stabilisateurs des points  de Ves t  un sous-groupe fini de H. 

Preuve. On a (~ Stab~ x =  ~ Stabn x car Vk~ Supp # est Zariski dense dans  
x E V  k x ~ V  m 

V. I1 existe donc Xl, . . . ,  Xm~ Vk tel que (~ Stabo x i =  (~ Stabn x. On consid6re 
i - -  1 x ~ V  

la vari&6 alg6brique W =  V• ... x V, m facteurs, avec l 'act ion diagonale  du groupe 
H et l 'espace Wk= Vk • ... x Vk avec la mesure de probabil i t6 produi t  v = #  • ... 
x# .  Le stabil isateur du point  y = ( x ~ ,  . . . , x , , ) eWk  est fini. D o n c  il existe un 

k-ouvert U = W ,  H-invar iant ,  U~4:0, tel que te stabil isateur de tout  point  de 
U est fini. Soit ct la restriction ~t U~ de la mesure v. La mesure finie ~ est 
S ,=Stabn~ # invar iante  et non  nulle car Suppz v = W. II existe donc  une mesure 
de probabil i t6  S-invariante ergodique f le Ml(Uk) (proposi t ion 2.3). Les orbites 
de S dans U k sont localement  ferm&s, car S est un sous-groupe ferm6 de Hk 
et Faction de H k sur Uk est presque libre, ~i orbites localement ferm&s (th6or- 
~me 6.1). Par  suite, il existe une S-orbite O ~  U~ avec f l (Ol= l ( lemme 2.9). On  
d6duit ators de /~ une  mesure de Haar  finie sa t  S, ce qui mont re  que S est 
compact,  q.e.d. 

Voici un corollaire immbdiat  au th6or6me 6.5: 

Corollaire 6.6 Soient V e t  H comme dans le th~or~me 6.5. Soit #~ M ~ (Vk). Alors 
il existe un sous-groupe alg~brique L de H, d~fini sur k, tel que Lk soit un sous- 
groupe normal cocompact darts Stabn~ p. 

6.4 Soient X un espace localement compact  d6nombrab le  ~ l'infini, v u n e  mesure 
de R a d o n  positive sur  X, W une k-vari6tb et H un k-groupe agissant k-alg6bri- 
quement  sur W. Soit F(X,  Wk) l 'espace des classes d 'appl icat ions  mesurables  
a: X-- ,  W~, muni  de la topologie de la convergence en mesure sur les parties 
compactes. L'espace F(X,  Wk) est m&risable,  s6parable et complet  [Ber].  De 
l 'action de Hk sur Wk se d+duit une action cont inue sur F(X,  Wk). 
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Lemme 6.7 Pour a~F(X,  Wk), le stabilisateur Stabnk a est l'ensemble des k-points 
d'un k-sous-groupe de H. Les orbites de H k dans F(X, Wk) sont localement ferm~es. 

Preuve. De l'6galit6 StabHk a =  (~ (StabuW)k r6sulte la premi6re assertion. 
wEImessa  

Pour la deuxi6me il suffit (lemme 2.11) de noir que pour tout aeF(X,  Wk) et 
pour toute suite (h,),~N clans H k avec 2irn h , ,  a = a ,  la suite (h,),~ N se projette 

sur une suite convergente dans Hk/Stabu~a. On pose E - - { x ~ X :  lim h,a(x) 

=a(x)} et D = a ( E ) c  Wk, de sorte que v (X \E)=O et lim h , y = y  pour tout yeD. 
n ~  

Pour y e l m e s s a  et pour tout voisinage V de y dans Wk, on a v(a I(V))>0. 
D'ofi a-l(V)nEOeO, V~D4:0 et Imess a ~ / ) .  L'application Hk/Stabuky-,  Wk, 
h~-~hy est un hom6omorphisme sur son image (th6or6me 6.1 et lemme 2.11) 
et donc (h,).~ N converge dans Hk/Stabu~y pour tout yeD. On a N Stabnky 

y~D 
i=n 

= ~ Stabn~y~StabH~a.  Il existe y~ . . . . .  y, eD tels que (~ Stabn~yi 
y ~ / )  i = 1 

= N S t a b ~  y=:L,  d'ofi l'identification de Hk/L ~t la Hk-orbite de (e . . . .  , e) dans 

i = n  

I] Hk/Stabn~yi et la convergence de la suite (h,),~N clans Hk/L, puis dans 
i=1 

Hk/Stabn~ a. q.e.d. 

7 Application bord: Cas non constant 

7.1 Soient G un groupe localement compact, unimodulaire et d6nombrable 
l'infini, A un sous-groupe discret dans G, A c G  un sous-groupe, tel que 

A c A c CommG(A), H un k-groupe connexe, presque simple sur un corps local 
k de caract6ristique z6ro et re: A ~ H k  un homomorphisme, tel que ~(A) est 
Zariski-dense darts H. On suppose en outre que 7r(A) n'est pas relativement 
compact dans H k. 

On consid6re l 'ensemble ~- form6 des couples (~0, M), ol) M est un Hk-espace 
homog6ne et q~: G/P ~ M est une application mesurable v6rifiant les propri6t6s 
suivantes: (a) M est de la forme Hk/Lk, Off L c H  est un k-sous-groupe avec 
Lk4=H k. (b) II existe A ' c A  commensurable fi A tel que ~0: G/P--*M soit zl'- 
6quivariante. 

L'ensemble ~ ne dbpend que du sous-groupe A, de l 'homomorphisme 
et la classe de commensurabilit6 de A dans A. 

Th6or6me 7.1 Eensemble ~ n'est pas vide. ll y a un couple (~, N ) e ~  satisfaisant 
fi la propridte universelle suivante: pour tout (~o, M ) ~  il existe une application 
Hk-dquivariante p: N --* M qui fait commuter le diagramme suivant 

G/P q' , N 

\ /  
M 
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En particulier le couple (~,, N ) ~  est unique f u n  isomorphisme de Hk-espace 
homogOne pros. 

Soit ~b: G/P ~ N, N = HR/L k, le couple universel. L'espace N/Autnk (N) s'iden- 
title ~ Hk/q,  off E =Nn(Adhz  Lk) est le normalisateur de l'adh6rence de Zariski 
de Lk dans H. Soit q: HR/L k --* Hk/E k la projection canonique. On a l e  

Corollaire 7.2 I/application compos~e 0:=q~,~k: G/P ~ Hk/E k est mesurable A- 
~quivariante et non essentiellement constante. 

Preuve du thOorOme 7.1 Soit A l'adh6rence de Zariski de n(d) dans H et A ~ 
sa composante connexe neutre qui est de dimension positive, car ~z(d) n'est pas 
fini. L'image 7t(A) normalise A ~ car A ~ Coming A, et par suite A ~ est un k-sous- 
groupe normal de H, d'ofi A = H ,  ce qui signifie que r~(A) est Zariski-dense 
dans H. L'application bord 

qb: G/P --* Var k (P V) 

n'est donc pas essentiellement constante (th6or6me 5.1). Comme expliqu6 ci- 
dessous, on en d6duit une application A-6quivariante mesurable 

~p: G/P --~ HR/L k , 

off L e s t  un k-sous-groupe de H avec L:#H,  ce qui prouve ~ - + 0 .  

On  rappelle, que Vark(PV) s'identifie ~ u n  sous-espace de I:I Gr(k[V]a). 
I1 existe donc d e N  tel que la compos6e ~-o 

G/P Vark(PV) pr~ , Gr(k[V]a  ) 

ne soit pas essentiellement constante. L'action de A sur G/P 6tant ergodique, 
il existe f tel que pour presque tout g~G/P on a prd cI)(g)~Gre,(k[V]d). 

On obtient ainsi une application A-6quivariante mesurable q~: G/P 
Grt(k [V]d ), dont l ' image essentielle est contenue darts une Hk-orbite; en effet, 

raction de A sur G/P est ergodique et les orbites de H k dans Grt(k[V]d) sont 
loealement ferm6es (th6or6me 6.1). En utilisant l 'application orbitale, on obtient 
(lemme 2.1 l) une application A-6quivariante mesurable q~: G/P ~ Hk/Lk, avec 
L+ H, car q~ n'est pas essentiellement constante. 

L'ensemble ~ est muni  du pr6ordre (~01, M1)>(~o2, M2) s'il existe une appli- 
cation Hk-6quivariante p: MI ~ ME qui fait commuter le diagramme 

G/P ~' ~ Mx 

\ /  
M2 

On note .~o l 'ensemble ordonn~ quotient associ~. Soit ~f~ l 'ensemble des 
Hk-espaces homog~nes M de la forme Hk/L k, oil L est un k-sous-groupe de 
H avec L + H .  L'ensemble o~ est muni du pr6ordre M1 > M 2  s'il existe une 



18 N. A'Campo et M. Burger 

application Hk-6quivariante p: M1 --* M2. Soit Jt~0 l 'ensemble ordonn6 quotient 
associ6. On observe que Ygo est l 'ensemble des classes de Hk-isomorphismes 
de tels espaces homog6nes. L'application 

Oubl: ~ --* dr ~, (~o, M)~--*M 

est monotone croissante et induit une application monotone croissante 

Oubl: ~o--* ~f~o, (~p, M)~--~M. 

Pour prouver le th6or6me, il suffit de voir que ~o a un unique 616ment maximal. 
Soit ~ une chalne de ~o  et cg '=Oubl(~).  On observe que la restriction fi c6 
de l 'application Oubl est injective et que la cha~ne cg, est finie, car toute suite 
d6croissante de k-sous-groupes de H est stationnaire. Par suite ~ est finie et 
poss6de donc un 616ment maximal. Donc ~-o a un 616ment maximal. Nous allons 
montrer  que pour tout an, a2EYo, il existe c E Y  o avec c>a 1 et C~a 2 ,  ce qui 
implique que ~-o a un unique 616ment maximal. Soient (~oi, Mi)e ,~  un repr6sen- 
tant de ai et Ai=A un sous-groupe commensurable fi A tel que q~ soit 
A ~-6quivariante, i = 1, 2. L'application mesurable ~o: G/P --, M 1 x M2, 
X ~ ((D 1 (x), (~o 2 (x)) est A o"=A 1 0  A 2-6quivariante pour l 'action diagonale de H k 

sur M 1 x M2. Les orbites de Hk dans M1 x M2 sont localement ferm6es et l 'action 
de A o sur G/P est ergodique. I1 existe donc une Hk-orbite M c M 1  x M z telle 
que q~(x)6M pour presque tout x~G/P. Ainsi (q~, M ) e ~  et (~0, M)>(tp~, M~), 
moyennant les projections de M sur M~, i =  1, 2. q.e.d. 

Preuve du corollaire 7.2 Pour 2cA et (~p, M ) e ~ ,  on dbfinit, au moyen de la 
formule 2,  ~o(x),=~(2) tp(2-1x), une action de A sur ~ qui pr6serve la structure 
de pr6ordre de ~ .  Si (~O, N) est un 616ment maximal de ~Y, les applications 2 .  
et @ diff6rent par un automorphisme Hk-6quivariant de N. Donc 0 est A-6quivar- 
iante. L'application 0 n'est essentiellement constante que lorsqu'on a E = H ,  
car elle est A-6quivariante et n(A) est Zariski dense dans/4.  Donc si l 'on suppose 
que 0 est essentiellement constante, le groupe Aut/~(N) agit transitivement sur 
N, ce qui entraine que toutes les /4k-orbites dans N x N sont fermbes. Donc, 
pour un t~Autn~(N) convenable, Imess(@ x t@) est dans la diagonale de N x N 
et par suite, ~ est essentiellement constante, ce qui est absurde, q.e.d. 

Preuve du th~orbrne de superrigidit& Soit 0: G/P--* Wk, W= t t /N  (L), l 'application 
mesurable A-6quivariante du corollaire 7.2. On a en particulier Adhz Imess 0 
= W, car Adh z Imess 0 est n(A) invariante et n(A) est Zariski dense dans /4. 
Soit 6): G --* F(G, Wk) l 'application continue A-6quivariante d6fine par 
6)(g)(x),=O(gxP), geG, xeG. On a Adhz Imess 6 ) (g )=Adhz  Imess 0 =  W pour 
tout geG.  L'action du sous-groupe dense A sur G est ergodique et les Hk-orbites 
dans F(G, Wk) sont localement ferm6es (lemme 6.7). II existe une Hk-orbite 
O~F(G,  Wk) tel que 6)(g)~O pour presque tout geG.  Donc Adhz Imess a =  W, 
pour tout aeO, ce qui entralne que Stabn~(a)~ Z(H)~, car Hk est presque simple 
sur k. L'orbite O est ouverte dans son adh6rence 0 (lemme 6.7). Le ferm6 6)- 1 (O) 
est A-invariant, non vide, donc on a G = 6)-~(O). Le ferm6 G\6) -1 (O)  est A- 
invariant de mesure nulle, donc vide, car A est dense dans G. Donc 6)(G)= O, 
ce qui permet de d6duire de 6) une application continue A-6quivariante T: G 
-~ Hk/Z(H)k. Pour g~, g2~G, on d6finit II(g 1, g2)~Hk/Z(H)k par 

T(g~ g2) (T(e))- ~ = T(g 0 (T(e))- ~ II(g~, g2)- 
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Pour tout 2~A et tout g2~G, on a / / (2g~,  g2)=H(gx,  g2), ce qui prouve que 
l 'application gl ~--*H(g~, g2) est constante; soit H(gz) sa valeur. On v~rifie que 
/ / e s t  l 'extension cherch6e de n: A ~ H~. q.e,d. 

8 Vari6t6 des repr6sentations 

8.1 Soient F u n  groupe de type fini, S = F  un ensemble fini de g6n6rateurs 
de F et H ~ GL(V) un groupe alg6brique lin6aire, V 6tant un C-espace vectoriel 
de dimension finie. 

Soit Rep(F, H) l 'ensemble des homomorphismes de F ~t valeurs dans H. L'ap- 
plication d'6valuation sur le syst~me de g6n6rateurs Es: Rep(F, H)--, H s identifie 
l'ensemble Rep(F, H) fi un sous-ensemble de H s. Soit 2: F s ~ F l 'homomorphisme 
de pr6sentation du groupe E Pour tout mot  reefs ,  soit P,,: H s ~  H I'application 
d'6valuation du mot m. Alors les 6quations Pm(h)=e, h e H  s, reeKer  2, forment 
un syst~me d'bquations pour l 'image Es(Rep(F, H))~ H s, (~ laquetle on donne 
ainsi une structure de vari6t6 affine. Via l'identification E s on obtlent une telle 
structure sur Rep(F, H) qui, en outre, ne d6pend pas de la presentation choisie. 

On note Autx~(H) le groupe alg6brique des automorphismes du groupe H 
qui pr6servent la trace 

Tr: H ~ G L ( V ) ~ C .  

Le groupe Antxr(H ) agit alg6briquement sur la vari6t6 Rep(F, H) et laisse inva- 
riante la partie Repzo(F,, H) form6e des repr6sentations d'image Zariski dense 
dans H. Pour une partie ! de F, on considSre l 'application 

TU: Rep(F, H) ~ C I, n~-~(Tr n(7))~1. 

Proposition 8.1 On suppose H r~ductif II existe une pattie finie I ~ F telle que: 

(a) Eensembte RepzD(F, H) est une r~union de fibres de f'apptication Trj .  
(b) Une fibre de Tr~ contenue dans RepzD(E H) est une AUtTr(H) orbite. 

Preuve. Le graphe de la relation d'6quivalence sur Rep(E H), d~duite de l'applica- 
tion Trr, est donn6 par un nombre fini d'6quations Tr n l (7)= Tr n z (),), ~ I. 

Soient nlERep(F,  H) et nzERepzo(F, H) telles que Trr(nl)=Trr(n2).  Pour 
la deuxi6me projection de l'adh~rence de Zariski A. '=Adhz(n ~ (F)• ha(F)) dans 
H • H, on a p2(A)=H. Le sous-groupe N,=Ac~({e} • H) est invariant dans A. 
Le morphisme 

Tropl  -Tr~,P2: H x H - ~ C  

s'annulle sur A. Done pour tout (e, x )eN ,  on a Tr(xV)=Tr(e), yeN,  ce qui prouve 
que x est un 616ment unipotent de H. Done, le sous-groupe p2(N), ~tant un 
sous-groupe invariant et unipotent de H, est trivial, car H est r~ductif. Done, 
A est te graphe d'un morphisme surjectif a: p~ (A)--+ H, ce qui prouve ~ A u t  H, 
puis ~eAUtT~ H avec n2 = ~on~, d'ofi les assertions (a) et (b). q.e.d. 

A noter que la proposition suivante ne sera pas utilis~e par la suite, 

Proposition 8.2 On suppose H semisimple connexe. La partie RepzD(F, H) est 
un ouvert de Zariski dans Rep(F, H). 
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Exemple. RepzD(Z, C * x  C*), ainsi que son compl6mentaire, sont denses pour 
la topologie analytique dans Rep(Z, C* x C*). 

Preuve de la proposition. On prouve d 'abord cette proposition pour un groupe 
simple H. Soit J le nombre de Jordan de H; pour un groupe fini A, soit j(A) 
I'ordre du quotient de A par un sous-groupe r6soluble normal maximal de 
A, le hombre de Jordan J de H est le maximum sur j(A) pour les sous-groupes 
finis de H. Soit X la varlet6 somme des grassmanniennes Gra(LieH), 0 < d  
< d i m  H. Soit Y la vari6t6 des configurations de parties finies non vides avec 
au plus J ~16ments. La vari&~ Y est complete et, pour Faction induite par 
Faction adjointe, tout sous-groupe alg6brique propre A de H fixe un point dans 
Y Le groupe H agit sans point fixe sur Y. On consid6re dans Yx H s le ferm6 
form6 des points (y, (h~)s~s) tels que ad(hs)y=y, ssS, donc la projection Z sur 
H s est ferm6e dans H s, car Y est une vari6t6 compl&e. Donc, Repzo(F, H) est 
l 'image r6ciproque par l 'application d'6valuation Es de l 'ouvert HS-X.  Pour 
un groupe semisimple H il suffit de modifier la vari6t6 X. Soit Z c  X I'ensemble 
des sous-espaces contenant l'alg6bre de Lie d'un facteur du groupe H, et soit 
X '  la vari6t6 compI6te obtenue en 6clatant les composantes irr~ductibles de 
Z dans X. Le groupe H agit sur l'espace Y' des J-configurations de X'  sans 
point fixe, mais tout sous-groupe alg6brique propre de H admet un point fixe 
dans Y'. q,e.d. 

8.2 Soit A un groupe contenant le groupe F tel que Comma(F)=`4. 
On note par Repr_zo(`4, H) l 'ensemble des repr6sentations `4-~ H pour les- 

quelles l 'image de F est Zariski dense dans H. 

Proposition 8.3 Soit .4 un groupe contenant F, avec Comma (F)= A. On suppose 
que le groupe H est C-simple et connexe. L'application restriction 

Repr_ zo( A, H) --* Repzo( F, H) 

est injective. 

Preuve. I1 faut prouver qu'une repr6sentation zERepr_zD(A, H) est d6termin6e 
par sa restriction/~ E Pour ;,~A, la valeur n(2) satisfait au syst~me d'6quations 
d' inconnue x~H 

(Adn (x)) (n(2 - ~ y 2)) = n(~), ~ 2 F 2  - 1 c~ E 

Ce syst6me a au plus une solution, car Adn  est injectif et n(2F2 -1 n F )  est 
Zariski dense dans H. q.e.d. 

8.3 Le morphisme Trl :  HI--*C t de la proposition 8.1 est un Q-morphisme, en 
particulier Aut  C-6quivariant, si l 'on suppose que le groupe H c GL(V) est d6fini 
sUr Q. 

Lemme 8.4 Pour neRepr_zD(A, H), te corps k,:=Q(Tr(n(y)),  7~A) des traces 
de n co'thcide avec le corps Q(Tr(n(7)), yel) .  

Preuve. Soit a un automorphisme de C qui fixe Trn(7), y~I. Donc n e t  aon  
diff6rent par un automorphisme de H qui pr6serve la trace (proposition 8.3 
et 8.1). q.e.d. 
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Pour n~RepzD(F,H), soit k~=Q(Trn(7  ), ~ I )  le corps des traces de n et 
e.'=Trx n~C t. La k~-vari6t6 Tr~-~(c0 est donc un espace homog6ne principal 
de AUtTr(H) stable pour l 'action de Autk= C. L'unique cocycle 

z: Autk= C ~ AUtTr (H), a ~-~ ~'a 

satisfaisant ~ a n = z ~ n  donne l'action tordue a . ( h ) = z ~  1 a(h) de AUtk C sur 
H. I1 existe un groupe H~ d6fini sur k. et un isomorphisme j . :  H - - . H .  d6fini 
sur C, qui est 6quivariant pour  Faction tordue sur H et Faction naturelle sur 
H~ du groupe AUtk= C. En particulier,j, n(F)~  H~(k.). 

Une mani6re de r6aliser H .  est la suivante: Soient Pu l'espace vectoricl des 
fonctions r6guli6res sur H fi valeurs dans C, Pr l'espace vectoriel des fonctions 

valeurs dans C sur le groupe F et R.:  Pn ~ Pr l 'application lin6aire telle que 
R. ( f ) (y )=f (n (y ) ) , f~Pn ,  ?EE L'application R~ est injective, car n(F) est Zariski 
dense dans H. Soit Tn le C-sous-espace vectoriel de Pn engendr6 par les transla- 
t6es fi droite par H de la fonction Tr: H o C ;  soit T r le k.-espace vectoriel 
engendr6 par les F-translat6es de la fonction R.(Tr) qui est fi valeurs dans 
k.. Les espaces T u et T r sont de dimension finie et R~ induit un isomorphisme 

r~: Tu ~ Tr |  C. 

Soient p n : H  ~ GL(TH) et P~(r): F ~ GL(Tr) les repr6sentations induites par les 
translations. Soit H~ l'adh6rence de Zariski de p~(r)(F) dans G L ( T r |  ), qui 
est un k.-groupe car Tr est un k~-espace vectoriel. On remarque que r~ induit 
un isomorphisrue de H = pu(H) vers H~. Le noyau de PH est trivial, car form6 
d'616ments unipotents. 

9 Preuve du crit~re d'arithm~ticit~ 

Soit F u n  r6seau irr~ductible dans un groupe de Lie G semisimple, connexe, 
adjoint, sans facteurs compacts et soit Comma F le commensurateur de F dans 
G. Dans ce paragraphe on prouve l 'implication (voir l ' introduction): 
F ' \ C o m m  G F est i n f i n i ~ F  est arithm6tique, qui est le point (c) du th6or6me 
suivant: 

Th~or~me 9.1 Soit F c Gun rOseau irrOductible dans un groupe de Lie, semisimple, 
connexe, adjoint, san..,  facteur compact et soit A un sous-groupe tel que 
F c A  e- Comm 6 F et F \ A  soit infini. 

(a) II existe, fi isomorphisme pros, un seul groupe C-simple, connexe, adjoint H 
tel que 

RePr_ zu(A, H) =4= 0. 

(b) Soit n~Repr_zD(A,  H). Le corps des traces K~ de n e s t  une extension finie 
de Q et il y a une bijection entre I'ensemble des orbites de Aut(H) dans 
Repr_zD(A, H) et I'ensemble des inclusions de corps K s'-* C. 
(c) II existe une K~-forme H ,  de H et un homomorphisme surjectif cont inuet  
propre 

p: (Res~=/o H~) (R) --* G, 

qui est une prOsentation arithmdtique de E 
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Preuve du th~orOme 9.1 Le triple F = A = G v6rifie les hypoth6ses du th6or+me 
de superrigidit6, car A est dense dans G (th6or6me 6.4). Soit H u n  groupe C- 
simple, connexe adjoint, tel que l 'ensemble Repr-zo(A, H) soit non vide. On 
obtient un exemple d'un tel groupe H en prenant un facteur simple de G, off 
G est le groupe alg6brique des automorphismes int6rieurs de l'alg6bre Lie G. 
On choisit pour H = G L ( L i e  H) une structure de Q-groupe fi l'aide d'une base 
de Chevalley. L'ensemble A des homomorphismes continus de G ~ valeurs dans 
H est,/t Aut(H) 6quivalence pros, fini. Pour ~ F  et a~Aut(C),  on a l'in6galit6 

ITr r o n(7)l =<max {dim Lie H, max {ITr aTI, aeA}}. 

En effet, si ITr ao~z(7)l > d i m  Lie H, le groupe r o~(F) n'est pas relativement com- 
pact dans H et la repr6sentation croft se prolonge fi G d'apr6s le th6or6me 
de superrigidit6 du commensurateur;  donc pour un aeA on a 
]Tr r ~ < [Tr aT[. On conclut que toute trace Tr n(?,) est un nombre alg6brique. 

Le groupe F 6rant de type fini [Gar-Rag,  Kaz4], il existe une partie finie 
I~F  telle que le corps K~:=Q(Tr(~(7)), TeA) des traces de ~r coincide avec 
le corps Q(Tr(Tr(7)), 7eI), (lemme 8.4). Le corps K .  est donc une extension finie 
de Q Soit H .  le K.-groupe e t j . :  H~H~ l ' isomorphisme d6crits au 8.3 et p~ 
:=j~on, de sorte que l 'on a l'inclusion p.(A)=H~(K~). Soient St l 'ensemble des 
places finies du corps K~ et, pour vESy, 0~,~ l 'anneau des entiers de K~,~. 
I1 existe un partie finie S=Sy telle que, pour tout w S f - S ,  on ait 
p.(F)=H~(O~.o), car le groupe F est de type fini. Pour tout yes l 'image 
p.(F)cH~(K~,.) est relativement compacte;  sinon, le prolongement de p.  ~i G 
serait un homomorphisme continu et non constant du groupe connexe G vers 
le groupe totalement discontinu H.(K~,.), ce qui est absurde. Donc, le groupe 
{7~FIp~(~)~H~(O~.~), veSl} est d'indice fini dans F, car S est fini et la projection 
de p.(F) dans l'espace discret H~(K.,,,)/H~(O.,~) est finie pour tout wS. Quitte 
~i passer /l un sous-groupe d'indice fini de F, on peut donc supposer 
p~(F)c H.(O.), off On est l 'anneau des entiers du corps K~. 

L 'homomorphisme diagonal 

Diag: H.(K,,) ~ (Resr=/o H~) (Q), 

restriction des scalaires de K .  ~ Q pour le groupe H~, compos6 avec p~ donne 
un homomorphisme 

Diag.:  A ~ (Resr./o H~)(Q). 

En particulier, on a l'inclusion Diag,~(F)c(ResK~/QH)(Z), ce qui montre que 
le groupe (Resx~/oH,O(R) est non compact, car Diag.(F)  est infini et 
(ResK./o H)(Z) est un sous-groupe discret dans (ResK~/Q H~)(R). On d6compose 
(ResK./oH,O=L• U comme produit  de groupes alg6briques d~finis sur R tel 
que le groupe La n'ait pas de facteur compact et le groupe UR soit compact. 
Soit A l ' image par la projection de (ResK./Q H.)(Z) dans L~, qui soit un r6seau 
dans L~. On note qa la compos6e de Diag.:  A ~(ResK~/QH.)(R ) avec la projec- 
tion sur L R. On remarque que l 'image qa(F) a une projection non born6e sur 
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chaque facteur simple de LR, donc le th6or6me de superrigidit6 du commensura-  
teur donne  un  pro longement  cont inu  q: G -~ L R de qA tel que q ( F ) ~  A. On prouve 
que q est un  i somorphisme de groupe de Lie, ce qui permet  de conclure que 
la compos6e p de la project ion sur L R et de l ' inverse de q est la pr6sentat ion 
ar i thm6tique cherch6e: 

p: (Resr~/o H~)(R) -o G. 

L ' homomorph i sme  q est propre, car q(F)~ A est un sous-groupe discret dans 
L R et le r&eau F est irr6ductible. Donc,  q est injectif, car G est sans facteurs 
compacts.  

L' image q(G) est le groupe des R-points  d 'un  R-sous-groupe alg6brique 
darts E = L  et l 'adh6rence de Zariski  de Diag,(A) est contenue dans 
E • U c ResK=/Q H~. Pour  prouver  que q est surjectif, il suffit donc de prouver  
que l 'adh6rence de Zariski  de Diag,(A) est ResK=/QH,, ou, ce qui revient au 
m~me, que l ' image de l ' homomorph i sme  

A--o ]J H~, 2~--~(crp~(),)o~s ~, 
ev~S~ 

est Zariski dense. Soit E l 'adh6rence de Zariski  de cet image et soit J c S ~  
une pat t ie  maximale  telle que la project ion de E sur H H~ soit surjective. Suppo- 

sons J+S~ .  Pour  ~ S ~ - J ,  l ' intersection Ec~H~ est un sous-groupe propre  
par le choix de J e t  invar ian t  darts H~, car normalis6e par  le sous-groupe Zariski 
dense ~p=(A), donc elle est r6duite ~ l'616ment neutre. Ainsi, la projection de 
E sur  ( I ]  H~)•  H,~ est le graphe  d 'un  homomorphisme.  I1 existe donc fl~J et 

a 6 J  

un isomorphisme A: H~ ~ H ~ ,  tels que Aflp==c~p=, ce qui est absurde, car, 
pour au moins un 2~A,  on a 

Tr  Aflp,(A)=Tr flp,(2)4: Tr  ~p=(2), 

puisque les p longements  a et fl du corps K~ dans C sont distincts, q.e.d. 

Le crit&e d 'ar i thm&ici te  pour  les r6seaux r~ductibles se d6duit  du cas irr6- 
ductible grace au th6or6me de d+composit ion 6.4. 

F ina lement  soient F u n  r6seau ar i thm&ique dans  un groupe de Lie semisim- 
ple connexe adjoint  et (p, H) une pr6sentat ion ar i thm6tique de F e n  particulier 
p(Commno H z c~ H ~ c C o m m o  E Le fait que Commc, F est dense dans  G d~coule 
al0rs des deux r&ulta ts  suivants:  

Th6or6me. [Bor2] Soit H un Q-groupe connexe semisimple. Alors 
H o ~ Commn~ Hz.  

Th6or~me. [San]  Soit Hun Q-groupe linOaire connexe. Alors H o est dense dans H a. 
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