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Introduction

Un réseau dans un groupe de Lie semisimple G est un sous-groupe discret
I tel que I'espace homogéne '\ G est de volume G-invariant fini. Le théoréme
de A. Borel et Harish-Chandra [Bor-H.C] affirme que pour un groupe algé-
brique H, semisimple, défini sur Q, le sous-groupe H, des points a coordonnées
entiéres de H est un réseau dans le groupe Hy des points a coordonnées réelles.
Ce résultat est a la base de la notion de réseau arithmétique.

Définition. Un réseau I d’un groupe de Lie semisimple et connexe G est dit
arithmétique, lorsqu’il existe un Q-groupe semisimple H et un homomorphisme
continu, surjectif et propre p: Hy — G, tel que les sous-groupes p(Hy) et I' de
G soient commensurables.

Le couple (p, H) introduit dans la définition précédente est appelé une présen-
tation arithmétique du réseau I' de G. Deux sous-groupes 4 et B d’un groupe
C sont commensurables si I'intersection A N B est d’indice fini dans A et B.

Le théoréme d’Arithmeéticité de Margulis [Marl, 2, 3] affirme que dans
un groupe de Lie, connexe, semisimple, adjoint, sans facteurs compacts et de
rang réel au moins 2, tout réseau irréductible (cf. 6.2) est arithmétique. D’apres
Corlette, Gromov et Schoen [Cor, Sch] tout réseau dans Sp(n, 1) ou F, -
est arithmétique, alors que dans PO(n, 1), PU(2, 1) et PU(3, 1) il y a des réseaux
non arithmétiques [Gro-PS, Mos4, Del-Mos].

Dans ce travail on se propose de donner une preuve d’un critére, di a
Margulis, qui caractérise les réseaux arithmétiques en terme d’un invariant asso-
cié 4 linclusion de I' dans G. Cet invariant est le commensurateur de I dans G:

Commg I''={geG: I'et gI'g~ ! sont commensurables},

qui est un sous-groupe de G contenant I

Théoréme. (Critére d’arithméticité) [Mar3] Soit G un groupe de Lie connexe,
semisimple, adjoint et sans facteurs compacts. Un réseau I dans G est arithmétique
si et seulement si, le sous-groupe Commyg I est dense dans G.
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Lorsque I' est un réseau irréductible de G, on a la formulation équivalente
du critére d’arithméticité: '\ Commyg, I est infini<> I est arithmétique dans G.

La preuve de I'implication «Commg I" dense dans G=>1I" est arithmétique
dans G», repose sur le théoréme de superrigidité, qui essentiellement classifie
les représentations linéaires a image non bornée de Commg I

Théoréme. (Superrigidité) [Mar3] Soit G un groupe localement compact, unimodu-
laire, métrisable et dénombrable a l'infini. Soient 4 un sous-groupe discret dans
G, et A un sous-groupe de G tel que Ac A< Commyg A, satisfaisant aux deux
hypothéses suivantes:

H,: Il existe un sous-groupe fermé moyennable P de G, tel que les restrictions
aux sous-groupes d’indice fini dans A de l'action diagonale de A sur G/P x G/P
soient ergodiques.

H,: Le groupe A est dense dans G.

Soit H un k-groupe connexe, presque simple sur un corps local k de caracté-
ristique zéro. Tout homomorphisme n: A — H, a image Zariski dense, tel que n(4)
n’est pas relativement compact dans H,, s’étend en un homomorphisme continu
n: G- H,/Z(H),.

Soit I" un réseau irréductible dans un groupe de Lie, connexe, semisimple, adjoint
et sans facteurs compacts G, soit 4 un sous-groupe de Commg I avec I'c 4,
et pour un C-groupe linéaire H, soit Rep,_p(4, H) ensemble des homomor-
phismes 4 — H tels que I'image de I' est Zariski dense dans H. Lorsque 4
est dense dans G, le théoréeme de superrigidité permet la construction canonique
d’une présentation arithmétique de I':

Théoréme. (a) Il existe, a isomorphisme prés, un seul groupe C-simple, connexe
et adjoint H, tel que Repy_zp(A, H)=+0.

(b) Soit reRepr_5p(A, H). Le corps des traces K, de © est une extension finie
de Q et il y a une bijection entre l'ensemble des orbites de Aut(H) dans
Repy_ zp(A, H) et 'ensemble des inclusions de corps K, < C.

(c) Il existe une K ,-forme H, de H et un homomorphisme surjectif, continu et
propre p: (Resg_,o H,)(R) = G, qui est une présentation arithmétique de I

La preuve du théoréme du superrigidité du commensurateur occupe les pars. 3,
4, 5 et 7; au par. 2 Phypothése H, est vérifiee pour les réseaux dans les groupes
de Lie semisimples, connexes, sans facteurs compacts. Au par. 6 on prouve un
théoréme de Bernstein-Zelevinski, dont une application est une nouvelle preuve
du théoréme de densité de Borel. Le par. 8 traite des variétés de représentations,
et au par. 9 on prouve le critére d’arithméticité. Au par. 1 on indique un lien
entre le commensurateur et les symétries de certains objets associés a I7

1 Quasiautomorphismes, correspondances et commensurateur

1.1 Un quasiautomorphisme d’un groupe I est un triple (I, I, ¢), ou I;, 5
sont des sous-groupes d’indice fini dans I' et @: I} —» I, est un isomorphisme
de groupes. On convient que deux quasiautomorphismes (I, I3, @), (I7. I3, ¢)
sont équivalents si les restrictions de ¢ et ¢’ a4 un sous-groupe d’indice fini
de I, NI coincident. Le groupe des quasiautomorphismes, noté Q Aut(I'), de
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I est ensemble constitué des classes d’équivalences de quasiautomorphismes,
muni du produit induit par Popération

(I, L, @) x (I, I3, @)=~ " (LN I, @' (LA, @0 9).

Le groupe des automorphismes intérieurs de I' se projette sur un sous-groupe
QlInt(I') de Q Aut(I).

Exemples. Q Aut(Z")=GL(n, Q) et QAut(SL(2, Z))=QAut(F,), ou F, est le
groupe libre a n générateurs. On a AutF,=Q Aut(F,). Etant donné que AutF;
n’a pas de représentations linéaires fidéles [For-Pro], il en est de méme de
QAut(SL(2, Z)).

Supposons que I' est un réseau irréductible dans un groupe de Lie connexe,
semisimple, adjoint et sans facteurs compacts G+PSL(2, R). En vertu du théo-
réme de rigidit¢é de Mostow [Mos2, 3], tout quasiautomorphisme ¢: 7 - I,
de I' se prolonge de maniére unique en un automorphisme A, du groupe de
Lie G. On obtient ainsi un homomorphisme injectif 4: Q Aut(I') - Aut G, avec
A(QAut(I') n G=Commyg I ot I'on a identifié G au sous-groupe de Aut G formé
des automorphismes intérieurs de G. Donc I'image réciproque 4~ ! (Commg I')
est un sous-groupe normal d’indice fini dans Q Aut(I'), isomorphe a Commg I”
via A, car le groupe G est normal d’indice fini dans AutG. Le groupe Q Aut(I')
ne dépend que du groupe «abstrait» I' et le critere d’arithméticité de Margulis
peut se formuler en disant que le réseau I' est arithmétique, si et seulement
si I'ensemble Q Aut(I)/Q Int(I) est infini.

1.2 Une correspondance non ramifiée sur une variété algébrique V est une sous-
variété irréductible We Vx V telle que les deux projections de W sur V soient
des revétements.

Soient G un groupe de Lie, semisimple, connexe, adjoint et I'= G un réseau
irréductible. On suppose que I’espace symeétrique X associ€¢ & G porte une struc-
ture complexe G-invariante et que I' agit librement sur X. II existe alors une
variété quasiprojective V- et un isomorphisme analytique I'\ X ~(V;) [Bai-Bor].

Pour geCommg I le graphe X, X x X de la translation x—gx dans X
se projette sur une correspondance non ramifieée W, de V. Un théoréme de
Piatetski-Shapiro et Safarevic [PS-Saf] affirme alors que I'application g W,
induit une bijection de I'\CommgI'/T" sur I'ensemble des correspondances non
ramifiées sur V.. Avec le critére d’arithméticité de Margulis on conclut que
les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) I est un réseau arithmétique de G.

(b) Commyg; I'/T est infini.

(c) I'\Commy I'/T" est infini.

(d) La variété ¥ admet une infinité de correspondances non ramifiées.

L’équivalence (a)<>(d) est a la base du théoréme de conjugaison de Kazhdan;
voir [Kazl, 2, 3], [Sav] ou [Nor-Rag].

Théoréme. [Kazl, 2, 3] Soient I' un réseau arithmétique de G, ce AutC et V7
la variété obtenue a partir de Vi par le changement de base a. Il existe un réseau
arithmétique I'(o) < G, tel que (V)= T(o)\ X.
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2 Moyennabilité, ergodicité

Dans ce paragraphe on donne des exemples de groupes satisfaisant a Phypothése
H, du théoréme du superrigidité du commensurateur.

2.1 Moyennabilité

Définition. Un groupe topologique L est dit moyennable, si pour toute action
continue linéaire L x E— E de L sur un espace de Fréchet E et pour toute
partie convexe, non vide, compacte et L-invariante I = E, il existe un point L-fixe
dans I. Un groupe L est dit moyennable, si L muni de la topologie discréte
est moyennable.

La proposition suivante fournit des exemples de groupes moyennables.

Proposition 2.1 Un groupe abélien est moyennable.

Une extension R de groupes topologiques {1} > A—R—>B— {1} ou A et B
sont moyennables est moyennable.

Un groupe résoluble est moyennable.

Un groupe topologique compact est moyennable.

Preuve de la premiére assertion. Soient A x E —» E une action et I «E comme
dans la définition de la moyennabilité. Pour Te A on note E” le sous-espace
fermé des points Tfixes de E et IT=ET 1. Pour yel et neN la combinaison
convexe

1
C,,(y)=m[y+Ty+...+T"y]

de y, Ty, ..., T"y est dans I. Pour toute semi-norme || ||, sur E on a:
IT(Ca(9) = Cal)la S max |x]
n y n y a=n+1 xel a*

Il en résulte que les points d’accumulation de la suite {C,(y)},.y sont T-
invariants. En particulier IT+0. Comme A est abélien, il agit dans I'espace
de Fréchet ET et laisse invariant la partie compacte, convexe, non vide [ T,
Le raisonnement ci-dessus montre que pour tout SeA4 on a (I"$=I1"~I°%0,
puis par récurrence que ﬂ I"+0 pour toute partie finic F< 4. Comme I est

TeF
compact, on a [} I+, ce qui est la premiére assertion. q.e.d.
TeA

De la proposition précédente on déduit la

Propasition 2.2 Soient G un groupe de Lie semisimple, connexe et P< G un sous-
groupe parabolique minimal. Alors le groupe topologique P est moyennable. q.e.d.

Pour un exposé de la théorie des groupes moyennables on renvoie a [Gre],
[Pie].
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2.2 Ergodicité

Définition. Soient R un groupe, (X, p) un espace mesuré muni d’une R-action
px: Rx X — X mesurable, Y un espace borélien muni d’une R-action py:
R x Y- Yborélienne et f: X — Y une application mesurable. On dit que I'applica-
tion f est R-équivariante si I'ensemble E,:={xeX: py(r) f(x)%f (px(r) x)} est de
mesure nulle pour tout reR, et strictement R-équivariante, si Pensemble

E:= U E, est de mesure nulle. Une partie A de X est R-invariante, si sa fonction
reR

caractéristique est R-invariante.
A noter que pour un groupe dénombrable R, une application R-équivariante
[ est strictement R-équivariante.

Définition, Soient X un espace localement compact dénombrable a Pinfini, u
une mesure de Radon positive et R x X - X une action d’'un groupe R par
homéomorphismes de X. On dit que la classe de la mesure u est préservée
par cette action si pour tout reR les mesures r,p et y ont mémes ensembles
négligeables. On dit qu’une telle action de R sur 'espace mesuré (X, u) est ergo-
dique, si pour toute partie mesurable et R-invariante Ec« X, 'une des parties
E ou X\E est négligeable pour p.

On s’attend a ce que toute mesure de Radon p dont la classe est R-invariante,
puisse étre «décomposée» en mesures ergodiques. Cela est vrai du moins lorsque
u elle méme est R-invariante.

Proposition 2.3 Soit p une mesure de Radon R-invariante et positive sur X. Alors
i est limite dans la topologie vague de sommes de mesures de Radon positives,
R-invariantes et ergodiques.

Preuve. Soient M, (X)) Pespace des mesures de Radon positives et M (X))}
le cone convexe fermé des mesures R-invariantes dans M, (X). Il suit du théo-
réme de Krein-Milman [Bou, 11 § 7 no 2 Cor. 2 et exemple] que le cone M , (X)R
est 'enveloppe fermée convexe de la réunion de ses génératrices extrémales.
Soient xe M , (X)® appartenant a une génératrice extrémale et E< X un ensemble
mesurable R-invariant. Posons o =alg, a;=alxg. Alors a=o;+a, et
ay, a,eM, (X)R. Comme «,, a, ne vérifient pas de relation linéaire non triviale,
ona a; =0 oua,=0. Donc « est ergodique. q.e.d.

Les espaces (X, 1) auxquels nous nous intéressons plus particulierement sont
les variétés différentiables G-homogénes X =G/H, ou G est un groupe de Lie
connexe, H un sous-groupe fermé de G, munies de la classe d’'une mesure u
de Lebesgue, qui est I'unique classe G-invariante de mesures de Radon sur
X. Dans la suite de ce paragraphe nous construirons des triples (R, G, H), ot
R et H sont des sous-groupes fermés de G tels que l'action de R sur G/H
soit ergodique. Tout d’abord on a le

Lemme 2.4 Soient G un groupe de Lie, R et H des sous-groupes fermés de G.

Laction de R sur G/H est ergodique, si et seulement si, 'action de H sur R\G
Uest.

Preuve. Soient v une mesure de probabilité dans la classe de la mesure de Haar
de G et p: G — G/H la projection canonique. La classe de 'image directe p=p, (v)
est G-invariante. On considére I'action de R x H sur G définie par (r, ) g=r""'gh.
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L’application E— p~!(E) établit une bijection entre 'ensemble des parties mesur-
ables R-invariantes dans G/H et 'ensemble des parties mesurables R x H-invar-
iantes dans G. Comme v(p~ !(E))=u(E), lergodicité de P'action de R sur G/H
est équivalente a l'ergodicité de I'action de R x H sur G. q.e.d.

Le résultat suivant, di a Moore [Moo] est la source d’exemples d’actions
ergodiques voir aussi [Mos1].

Théoréme 2.5 Soient G un groupe de Lie semisimple, sans facteur compact, connexe
et de centre fini, S un tore déployé maximal de G. Soit teG, tel que Ad(t) agit
sur l'algebre de Lie de G de facon semisimple avec au moins une valeur propre
de module=+1, et soit A={t) le sous-groupe engendré par t. Soit I un réseau
dans G. Laction de S sur I'\G est ergodique. Si l'on suppose en outre que le
réseau est irréductible, U'action de A sur I'\ G est ergodique.

Ce théoréme est une conséquence d’une propriété des représentations unifor-
mément bornées de G. Soient B un espace de Banach et n: G — GL(B) un homo-
morphisme. On dit que 7 est une représentation continue, si 'application orbitale

GxB—-B, (g v)—n(@v

est continue. Si, en outre, ||z :=sup |n(g)| <+ oo, on dit que la représenta-
tion 7 est uniformément bornée. 8<¢

Théoré¢me 2.6 Soient G,tcG et A=<t) comme dans l'énoncé du théoréme 2.5.
Soit m une représentation uniformément bornée de G dans un espace de Banach
B. Lespace B* des vecteurs A-invariants est un sous-espace G-invariant.

Preuve. Soit Lie(G)=% _@® %D 9. la décomposition de I'algebre de Lie de G
en sous-espaces, tels que Ad(¢) soit contractant sur %_, I'identité sur %, et dilatant
sur %, .Ona pour veB4 et g=exp X, XeLieG,

In(g)v—vl|={n(g)n(t™") v—n(t"") v|
Sihnl =gt ) v—v|
= |znfl lIn{exp Ad(t") X) v—v].

Si Xe%_,ona lim Ad(t") X=0; si Xe¥%,, ona lim Ad(:) X=0. Donc on

n—x n— —aw
a n(g)lv=v, si Xe¥_ ou Xe¥%,. Par ailleurs, 4 commute a exp %,; l'espace
B4 est donc exp %, invariant. Mais exp%_, exp ¥, et exp%, engendrent G.
Donc I'espace B est G-invariant. q.ed.

Preuve du théoréme 2.5 Soit p la représentation unitaire de G dans # :=1*(I'\G)
définie par p(g) f(x)=f(xg), fe #. Le sous-espace 4 des vecteurs A-fixes est
G-invariant (théoréme 2.6). Le noyau de l'action de G dans #“ contient A.
1l existe donc un sous-groupe fermé de G normal et connexe N> A tel que
N fixe tout vecteur de #4. En particulier tout vecteur S-invariant est G-invariant,
ce qui montre que Paction de S est ergodique. Pour la deuxiéme assertion on
a supposé que I est un réseau irréductible. La fonction caractéristique y d’'un
ensemble EcI'\ G, mesurable, A-invariant et de mesure positive, est N-inva-
riante. Soit p: G— I'\G la projection canonique. Alors la fonction y,- g est
I-invariante 4 gauche et N-invariante & droite. Comme N est normal dans
G, 1,-1 est également N-invariante 4 gauche. La mesure x,-.xdg est donc
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I'N invariante a gauche et par suite G-invariante a gauche car le sous-groupe
I'N est dense dans G et P'action de G par translation a gauche sur I'espace
des mesures de Radon est continue pour la topologie faible. Par suite y; est
G-invariante et le complémentaire de E dans I'\ G est de mesure nulle. q.e.d.

Corollaire 2.7 Soit P un sous-groupe parabolique minimal de G. Laction diagonale
de I' sur G/P x G/P est ergodique.

Preuve. Soit S=P un tore déployé maximal et soit xeG tel que xPx '=P~
soit le sous-groupe parabolique opposé a P Alors la G-orbite de (B xP)eG/P
x G/P est ouverte et son complémentaire est de mesure nulle. Ainsi G/PN P~
s'identifie au G-espace G/P x G/E a un ensemble de mesure nulle preés. Mais
PnP™ o8 et I’ agit ergodiquement sur G/S, donc sur G/P P~ et par consé-
quent sur G/P x G/P q.ed.

2.3 Espaces Boréliens a-séparés

Nous utiliserons souvent P'ergodicité d’une action d’un groupe R sur un espace
mesuré (X, p) pour en déduire qu'une application mesurable R-invariante
f: X — Y est essentiellement constante, Ce raisonnement nécessite des hypothéses
sur l'espace Y

Définition. Un espace Borélien (Y B) est dit o-séparé s'il existe un ensemble
dénombrable de Boréliens séparant les points de Y

Dans ce qui suit, X, u et R sont comme dans la définition d’une action
ergodique.

Lemme 2.8 Soit (Y, B) un espace Borélien a-séparé, f: X — Y une application
mesurable R-invariante et p une mesure R-ergodique. Alors [ est essentiellement
constante.

Preuve. On remarque qu’il existe au plus un point peY tel que u(f ! (p))>0,
car les fibres de f sont R-invariantes, mesurables et disjointes. On va montrer
qu’il existe au moins une fibre de f de mesure positive. On peut supposer que
u est de probabilité car X est dénombrable a I'infini. Soit 4 =(A4,),.y une suite
de Boréliens séparant les points de Y Pour peY on pose

X,m= ) A

1<isn, ped;
Les ensembles X ,(n) sont mesurables R-invariants, donc de mesure 0 ou L.

Comme A sépare les points de Y, ona () X,(n)=f""(p). La suite stationnaire
n=1

n»——»y(X{,(n)) converge vers u(f ~'(p)); il existe donc n,eN tel que u(X,(n,)

=u(f~"(p)). L'ensemble dénombrable {X ,(n,): peY} de parties de X couvre

X; il existe donc ge Y tel que 1 =p(X,(n))=pn(f"'(g). qed.

En appliquant le lemme précédent a une application quotient on obtient
le

Lemme 2.9 Si l'espace Borélien quotient est a-séparé et la mesure u est R-ergo-
dique, il existe une R-orbite O = X telle que n(X\0)=0. q.ed.
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En d’autres termes, une action ergodique qui n’admet pas d’orbite de mesure
pleine a un espace Borélien quotient compliqué.

Nous terminons ce paragraphe en énongant deux lemmes de topologie géné-
rale dont la preuve est laissée au lecteur.

Lemme 2.10 Soient Y un espace topologique métrisable séparable, H un groupe
agissant par homéomorphismes sur Y] tel que toutes les H-orbites soient localement
fermées. Lespace Borélien quotient H\ Y est a-séparé.

Lemme 2.11 Soit Y un espace topologique métrisable séparable complet. Soit H
un groupe localement compact, dénombrable a linfini et agissant continfimeut sur
Y Les orbites de H dans Y sont localement fermées, si et seulement si pour tout
point pe Y Uapplication orbitale H/Staby p — H p, h+—> hp est un homéomorphisme.

3 Application de Furstenberg

Soient G un groupe localement compact, unimodulaire et dénombrable & linfini,
et 4 un sous-groupe discret dans G. Soient k un corps local et p: 4 - GL(V})
une représentation de A dans un k-espace vectoriel V, de dimension finie. Alors
4 agit sur 'espace projectif PV, par transformations linéaires projectives. De
cette situation nous ne retiendrons que les données suivantes: I'espace PV, est
compact métrisable et 4 agit par homéomorphismes sur PV,.

Soit plus généralement X un espace compact métrisable sur lequel 4 agit
par homéomorphismes. Alors 4 agit par isométries dans I'espace de Banach
C(X) des fonctions réelles et continues sur X, muni de la norme

| lap=suplf (0l fEC(X).

xeX

Le dual de C(X) est P'espace de Banach M (X) des mesures de Radon sur X,
muni de la norme

o= sup <L E2

0#* feC(X) Nf “sup’

peM(X).

L’action 4 x M(X) - M(X) est continue pour la topologie faible de dualité
et préserve I'espace M ' (X) des mesures de probabilité. Les structures Boréliennes
engendrées par la topologie forte ou par la topologie faible sur M(X) coincident,
car C(X) est séparable. L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat
suivant, di a Furstenberg:

Théoréme 3.1 [Fur2] Soit P un sous-groupe fermé et moyennable de G. 11 existe
une application ¢: G/P — M'(X) mesurable et strictement A-équivariante.

Preuve. Nous considérons l'espace F=LY(G, C(X)) des classes d’applications
mesurables, A-équivariantes f: G — C(X), telles que:

N/ Hsup‘l:z j ”f(g)“supda(g)< +CD,

NG
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ol o est une mesure positive G-invariante sur A\G. Alors F muni de la norme
| llsup, 1 €5t un espace de Banach dont le dual est I'espace E=L%(G, M (X)) des
classes d’applications mesurables, A-équivariantes m: G - M (X)), telles que

Hm”masse, o F=SUPCSS “m(g)”masse <+ 0.
g€G

La dualité, voir [Edw, theorem 8.18.2], entre E et F est réalisée par la forme
bilinéaire

(imeF xEm{fm)= | {f(g),m(g)> da(g)eR.

NG

Le groupe G agit a droite sur G et donc continiment par isométries dans F
Si 'on munit E de la topologie faible de dualité avec F, 'application d’évaluation

FXEryie xG-R,  (fimg)—{f g m>>

est continue. En particulier I'action de G sur Eq,;,,, est continue. La partie
I={meE: m(g)e M' (X) pour presque tout ge G}

est convexe et compacte dans E,;,,.. Elle est non vide, car pour D < G domaine
fondamental borélien de A et pour ueM'(X), Tapplication m(dg)
=7(J), 1t 64, geD, appartient a I; 'application m est borélienne, car 4 est
dénombrable. La partie I est G-invariante; le groupe P étant moyennable, il
existe un point gel, qui est P-fixe. On déduit de ¢ une application mesurable
4-équivariante ¢: G/P — M'(X) strictement A-équivariante, car 4 est dénom-
brable. q.e.d.

4 Support de mesures en topologie de Zariski

4.1 Soient k un corps local de caractéristique nulle et Var,(PV) I'ensemble
des sous-variétes algébriques définie sur k dans un espace projectif de dimension
fine PV. L'objet de ce paragraphe est de munir Var, (PV) d’une topologie et
de montrer que I'application

Suppz: M'{PV,}— Var,(PV),

qui 4 une mesure de probabilité fait correspondre son support pour la topologie
de Zariski, est Borélienne et PGL(V,)-€quivariante. Cette application est la com-
posée de I'application support pour la topologie habituelle

Supp: M'(PV,) - E:(PV)),

ou B, (PV,) est 'espace des parties fermées de PV, et de 'application adhérence
de Zariski
Adh,: B(PV,)— Var (PV).

Nous munissons 'ensemble P-(PV}) des parties fermées de PV, de la topologie
dont wune sous-base d’ouverts est constituée des ensembles Ty
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={FeR(PV): FnU+0}, I,={FeF(PV,): F=U}, ou U<PV, parcourt les par-
ties ouvertes de PV,. On observe que la topologic de F.(PV,) peut aussi
gtre décrite a laide de la distance de Hausdorff dg(4, B)
=max {d(a, B), d{b, A): ae A, be B}, A, Be F.(PV;) ot d est une distance induisant
la topologie de PV,.

Lemme 4.1 Lapplication Supp: M1 (PV,) - B(PV,), qui a une mesure de probabi-
lité de PV, fait correspondre son support, est Borélienne.

Preuve. Avec une base dénombrable (U,),.y de la topologie de PV,, on a pour
le complémentaire (Supp #)° du support d’une mesure de probabilité u la formule:

{Supp pf =U{Uy: (L) =0},
prouvant le lemme. q.e.d.

4.2 Nous allons munir Var,(PV) d’une topologie. Soit k[V ], le k-espace vecto-
riel des polyndmes homogénes de degré d sur V. Une sous-variété S « PV définie
sur k est donnée par un idéal gradué I(S) dans 'anneau gradué k[V]=@k[V],

deN
des fonctions polynomiales ¥, — k. On a I(S)= (P 1,(S}, ou [,(S)=FS)nk[V],.
deN
Pour un k-espace vectoriel W, de dimension finie, Gr(W,) désigne I'espace
topologique somme des Grassmanniennes Gr,(W,), 0=/ <dim W,. Nous mu-
nissons 'ensemble Var,(PV) de la topologie la moins fine qui rende continues
les applications

1 Var (PV) = Gr(k[V 1), St 1,(S).

Autrement dit on identifie Var, (PV), via I'injection

Var, (PV)— [] Gr(k[V1a), S Ls(Sen,

d=0

A un sous-espace topologique de I'espace compact || Gr(k([V]y).
a=0

4.3 On observe que 'adhérence de Zariski d’une partie fermée F <PV, s’obtient
a l'aide des plongements de Pliicker Pl,: PV, > Pk[V ]}, d=1, avec la formule

Adh; F= (1) Plg '([P1,(F)Jsin)s
az1

ot [A)y, c PW, désigne Penveloppe linéarie d’une partie 4 dans un espace pro-
jectif PW,.

Lemme 4.2 Soit W, un k-espace vectoriel de dimension finie. Les niveaux de
la fonction
dim: P.(PW,) >N, Fdim[F];,

sont des parties localement fermées de P.(PW,). Pour toute valeur £eN de la
fonction dim, la restriction de l'application

[ Jia: Br(PW) - Gr (W), F—[Fly,

au niveau dim ~ ! (£) est continue.
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Preuve. Soient F,eP(PW), £=dim[F ]y, et xq, ..., x,cF tels que [Fili,
=[{x(5---» Xz} J1in- Alors il existe un ¢>0 tel que pour, tout F,e P-(PW), avec
dg(F,, F,)<eg, on ait dim[F,];,=dim[F ];;,. En effet, on choisit y,, ..., y,€F,
tels que d(x;, y)<s, et on ait dim[{y,, ..., y,} . =7, de sorte que dim[F];;,
=dim[F, ];;,. Donc la fonction dim est semicontinue inférieurement. Ses niveaux
sont donc localement fermés. De plus, si dim[F,];;, =dim[F,];;,, on déduit du
raisonnement ci-dessus que [F, ]y, et [F> ]y, sont proches, prouvant la derniére
assertion. q.e.d.

Lemme 4.3 Lapplication Adh,: P;(PV;) - Var,(PV) est Borélienne.

Preuve. 11 suffit de vérifier que l'application F—I,(Adh, F) de P:(PV,) dans
Gr(k[V],) est Borélienne. Soit

Pol: Gr(k[V]¥) - Gr(k[V])

'homéomorphisme donné par la polarité. On a I;(Adh, F)=Pol([Pl;(F)];).
Plus précisément, 'application Pl;: PV, —»Pk[V ]§ est un homéomorphisme sur
son image et induit une application continue Pl;: Pr(PV)— P(Pk[V]}). 1
découle par ailleurs du lemme 4.2 que 'application

[ Jun: Pe(PE[VIH) > Grk[V1D)
est Borélienne. Donc I;0 Adh, = Pol<[ ]j;, o Pl, est Borélienne. q.e.d.
Des lemmes 4.1 et 4.3 on déduit le

Corollaire 4.4  Lapplication Suppz: M (PV,)> Var, (PV) est borélienne,
PGL (V,)-équivariante. q.e.d.

5 Application bord: Cas constant

5.1 Soient G un groupe localement compact, unimodulaire et dénombrable a
Pinfini, A4 un sous-groupe discret dans G, H un groupe algébrique connexe défini
sur un corps local k de caractéristique nulle, presque simple sur k, et n: 4 - H,
un homomorphisme tel que n(4) soit Zariski dense dans H. De la représentation
adjointe Ad de H dans V:=Lie(H) on déduit une représentation irréductible
de H, dans V,. Le groupe H, et, via n, le groupe 4 agissent par homéomor-
phismes sur 'espace projectif PV,. Soit P un sous-groupe moyennable fermé
de G. Nous disposons alors de I'application de Furstenberg

@: G/P—M'(PV,),

qui, composée avec I'application Supp,: M (P¥,)— Var,(PV), donne une appli-
cation mesurable strictement A-équivariante

@: G/P - Var, (PV)

que nous appelons application bord. L’objet de ce paragraphe est de démontrer le

Théoréme 5.1 On suppose que l'action diagonale de A sur G/P x G/P est ergodique.
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Si Uapplication bord est essentiellement constante, l'image n(A) est relativement
compacte dans H,.

5.2 Pour l'action de PGL (V,) sur l'espace des mesures de probabilités M*(PV,),
on a le résultat clef de Furstenberg:

Proposition 5.2 [Furl] Soient (g,),.y une suite de PGL(V,) et ue M (PV,) telles
que la suite (g, {) .y converge faiblement vers ve M (PV,). Si (g,)pen h'est pas
relativement compact dans PGL(1}), on a

Suppvc A, UB,, dimA+dimB=dimPV-1,

ou Ay et B, sont des sous-espaces linéaires propres de PV.

Preuve. Supposons que (g,),en N'est pas relativement compact. Quitte a passer
a une sous-suite on peut supposer que lim g, =g, avec gePEnd(V}), g¢ PGL(1)),
et que lim g, (Ker g)=: A,e Gr(¥V}). Soit B,:=Im g=PV,. Pour tout £ePV,\Ker g,
on a lim g,(/)eB,. Les points d’accumulation de la suite (g,(¢)),.x sont dans
Ay, pour tout ZeKer g. Donc, si f est une fonction continue & support dans
PV \(4, v B,), la suite (fog,) tend vers zéro en tout point de PV;. Il résulte
du théoréme de convergence dominée que v(f)=0. q.e.d.

Voici une conséquence immédiate de la proposition 5.2.

Corollaire 5.3 Soit ve M'(PV,) une mesure dont le support n'est pas contenu dans
la réunion de deux sous-espaces linéaires propres. Le stabilisateur Stabpgy,, v
de v dans PGL(V}) est compact.

5.3 Supposons que Iapplication bord ®=Supp,c@ est essentiellement con-
stante, d’'image essentielle YeVar, (PV). De la A-équivariance de @ on déduit
que Y=PV est n(4)-invariante, puis que Y est H-invariante car n(4) est Zariski
dense dans H. En particulier, Y, PV, est H,-invariante. Donc ¢ est a valeurs
dans I'espace

Mp(V):={pe M (PV,): Supp; u=Y}.

Lemme 5.4 Soient p, ve M,p(Y,) et (h,),ey une suite de H,, telles que la suite
(Ad(h,), W),y converge vers v. Alors la suite (h,),.n est relativement compacte
dans H,. En particulier,

(1) Les H, orbites dans My, (Y,) sont fermées.
(2) Pour tout ue M zp(Y,), le groupe Staby, p est compact.

Preuve. Supposons que la suite (h,),.5 D'est pas relativement compacte dans
H,, donc que la suite (Ad(h,)),.y ne 'est pas dans Ad(H,)cPGL(V)). Il existe
Ay, By, sous-espaces linéaires propres de PV, tels que Suppvc 4, U By et

(*) (dim A+ 1)+ (dim B+ 1)=dim PV+1=dim V.

Ona Yo AU B, car Y=S8upp; ve Au B. L'action Ad de H, sur ¥ étant irréduc-
tible, on a PV, =[Y:];;.c[4x By lin- En particulier PV =[A U B];;,. On déduit
alors de (x) que An B=0. Donc

U={heH:hAnB=0, AnhB=0}
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est un ouvert de Zariski non vide de H. Pour heU on a:
Y=YnhYc(AuB)n(hAUhB)=(AnhA)u(BnhB).

On conclut de [Y];,=PVet de (+) que A=hA et B=hB. Donc U est fermé.
Comme H est connexe, on a U =H. Mais alors H, préserve A,, ce qui contredit
lirréductibilité de la représentation Ad de H, dans V. q.ed.

Voici une conséquence immédiate du lemme 5.4:

Corollaire 5.5 Les orbites de l'action diagonale de H, sur M ,(Y,)x M p(Y)
sont fermées.

Soient X un espace localement compact dénombrable a I'infini, muni d’une
mesure de Radon positive y, Y un espace topologique et f: X — Y une application
mesurable. Un point yeY est dit valeur essentielle de f si pour tout voisinage
Vde y ona u(f '(V)>0. L'image essentielle de f, Imess fc Y est I'ensemble
des valeurs essentielles de f. Cest une partie fermée de ¥ On remarque que
Imess f ne dépend que de la classe de la mesure u. De plus, si f(x)=f"(x)
pour presque tout xeX, Imess f=Imess f'. 1l faut prendre garde au fait que
Imess f peut étre vide. Néanmoins, supposons qu’il existe un compact Kc Y
tel que p(f ~1(K))>0. Alors Imess f+ 0. En effet, soit v une mesure de probabilité
dans la classe de p et soit f, v son image directe par f. La mesure f, vl est
positive et bornée sur le compact K de sorte que lon a ¢
+Supp(f, v|x) = K N Imess f.

Preuve du théoréme 5.1 On va montrer que I'image essentielle de I'application
de Furstenberg ¢: G/P — M ,(Y,) est réduite & un point. Montrons d’abord
qu’elle est non vide. Soit

p: Myp(Y) = HAMgp(YY)

la projection canonique. L’application 4-invariante po ¢ est essentiellement con-
stante (lemme 2.8). En effect, 'action de A sur G/P est ergodique et la structure
Borélienne de H \ M ,(Y,) est g-séparée (lemme 5.4.1 et lemme 2.10). 11 existe
donc une H,-orbite FoM,,(Y,) telle que ¢(x)eF pour presque tout xeG/P
La F,-orbite est réunion dénombrable de compacts. Il existe donc un compact
K < Ftel que ¢~ '(K) soit de mesure positive. Donc Imess ¢ est non vide.

On considére I'application mesurable, équivariante pour les actions diagon-
ales de 4 sur source et but,

@ x@: G/PxG/P— Mzp(Y)x Mzp(1),

et
q: Mzp(Y) x Mzp(Y)— HN\(Mzp(Y) x Mzp(Yy))

la projection canonique. Alors, d’aprés le lemme 2.8, Papplication 4-invariante
q°(¢p X o) est essentiellement constante (corollaire 5.5, lemme 2.10). 11 existe donc
une H,;-orbite O < M,,(Y,) x Mzp(Y,) telle que ¢ x ¢(x, y)e0 pour presque tout
(x, )eG/P x G/P. Comme O est fermé (corollaire 5.5), on a Imess ¢ X Imess ¢
=Imess(¢p x @)= O. Par conséquent, la H,-orbite O contient un point de la dia-
gonale D« M,,(Y,) x M,,(Y,). Donc OcD et Imess ¢ x Imess pcOc<D. 1l en
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résulte que Imess ¢ = {u}, ue M, ,(Y;). L’application ¢ étant A-équivariante, on
a n(4) = Staby, u, ou Staby, u est compact (lemme 5.4.2). q.ed.

Remarque. Dans son exposé au Colloque en 'honneur de J.L. Koszul, Grenoble
1987, M. Gromov a généralisé le corollaire 5.3, voir théoréme 5.6. La formulation
de Gromov nous a suggéré 'emploi du support d’'une mesure pour la topologie
de Zariski.

6 Actions algébriques et structures Boréliennes quotient

6.1 Soient k un corps local et V une variété algébrique définie sur k. Au moyen
de cartes affines, on peut munir ¥, d’une topologie d’espace localement compact
métrisable. Cette topologie est parfois appelée topologie de Hausdorff pour la
distinguer de la topologie de Zariski. Soit G un k-groupe agissant k-algébrique-
ment sur V. Alors G, agit continiment sur V. Concernant la nature topologique
des orbites de G, dans V, on a le résultat suivant, dii 4 Bernstein et Zelevinski,
dont une preuve, valable en caractéristique zéro, nous a été indiquée par Scot
Adams.

Théoréme 6.1 [Ber-Zel] Soient k un corps local, V une k-variété et G un k-groupe
agissant k-algébriquement sur V. Les orbites de G, dans V;, sont localement fermées.

Preuve en caractéristique zéro. Soient veV, et W l'adhérence de Zariski de Gv
dans ¥ Alors Gv est un k-ouvert dense dans W. Soit ¢: G - W, gr>gv l'applica-
tion orbitale. Par construction, I'application tangente T, ¢: T, G — T, W est sur-
jective pour tout geG. Soit Ps W T'ensemble des points simples de W. Clest
un k-ouvert de W, non vide et G-invariant. Ainsi GvPs W0 et donc Gv<Ps W.
Alors ¢: G, —{(Ps W), est une application submersive de variétés k-analytiques.
En vertu du théoréme des fonctions implicites [Ser, I1I § 10, 2], on a que ¢(G,)
=G, v est un ouvert de (Ps W), dans la topologie de Hausdorff. Comme Ps W
est un k-ouvert de W, (PsW), est un ouvert de W,. Enfin, W, est un fermé
de V. Donc G, v est localement fermé dans V. q.e.d.

6.2 Le théoréme de Bernstein-Zelevinski joue un rdle essentiel dans la preuve
du théoréme de superrigidité. Une application immediate en est le théoréme
de densité de Borel.

Théoréme 6.2 [Borl] Soit G un R-groupe algébrique connexe et semisimple, tel
que Gy soit sans facteurs compacts. Soit I' un réseau dans Gy. Alors I' est Zariski
dense dans G.

Preuve. Soit H I'adhérence de Zariski de I dans G. Alors Gy/Hy porte une
mesure Gg-invariante finie p. On va montrer que H contient tous les tores
S de dimension 1 décomposés sur R. Supposons au contraire qu'il existe un
tel tore S tel que S Hy=(¢). Une application répétée du théoréme 6.1 montre
que les orbites de S3 dans Gg/Hy sont localement fermées. L’ouvert S§-invariant
Z:={xeGy/Hy: Stabse x =¢} de Gg/Hy est par hypothése non vide, donc de
mesure positive. Soit K<Z un compact de mesure positive. Soit deSg—(e).
Lapplication orbitale Z — W, n~ §"x, est, pour tout xe W, un homéomorphisme
sur son image. Donc pour tout xeK, I'ensemble R(x, K)={neZ: §"xeK} est
fini. Le théoréme de récurrence de Poincaré [Mafi] affirme que 'ensemble formé
des xeZ tel que R(x, K) est infini, est de mesure positive; d’ol une contradiction.
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Donc H contient tout tore de G de dimension 1 décomposé sur R. Comme
Gy est sans facteurs compacts, on en déduit que Hg> Gg. Un argument de
dimension montre que Gg est Zariski dense dans G. Donc H=G. qed.

6.2 On mentionne deux applications du théoréme de densité de Borel.

Définition. Un réseau I dans un groupe de Lie connexe, semisimple, sans facteur
compact G est irréductible, si pour tout sous-groupe, non réduit a I’élément
neutre, fermé, normal et connexe N de G, 'image de I" dans G/N est dense.

Le théoréme de densité de Borel permet de prouver:

Théoréme 6.3 (cf [Ragl) Soit I' un réseau irréductible dans un groupe de Lie G
semisimple, connexe et sans facteurs compacts. Il existe une décomposition de
G en produit presque direct G=H,... H., ou H,nT est un réseau irréductible
dans H; et ou le produit (HynI')...(H,nT) est d’indice fini dans I’

Théoréme 6.4 Soit I' un réseau irréductible dans un groupe de Lie G semisimple,
connexe et sans facteurs compacts. Soit A un sous-groupe avec I'c AcG. Si
le quotient I'\ A est infini, le groupe A est dense dans G.

6.3 Dans son exposé a Grenoble, M. Gromov a prouvé

Théoréme 6.5 Soient k un corps local de caractéristique nulle, V une k-variété
et H un k-groupe agissant k-algébriquement et presque effectivement sur V. Soit
pe M (V,) une mesure de probabilité telle que Supp, u=V. Alors le stabilisateur
de y dans H, est un groupe compact.

Rappelons qu'une action H x V— V est presque effective si I'intersection des
stabilisateurs des points de V est un sous-groupe fini de H.
Preuve. On a (1) Stabyx= () Staby x car V;>Supp u est Zariski dense dans

xeVy xeV L
V.11 existe donc x,, ..., x,e ¥, tel que () Staby x;= ('} Staby x. On considére
i=1 xeV

la variété algébrique W= Vx ... x ¥ m facteurs, avec 'action diagonale du groupe
H et I'espace W=V, x ...x ¥, avec la mesure de probabilité¢ produit v=px...
x u. Le stabilisateur du point y=(x,, ..., x,,)e W, est fini. Donc il existe un
k-ouvert U< W, H-invariant, U+, tel que le stabilisateur de tout point de
U est fini. Soit « la restriction a U, de la mesure v. La mesure finie o est
§:=Staby, u invariante et non nulle car Supp, v=W. Il existe donc une mesure
de probabilité S-invariante ergodique fe M!(U,) (proposition 2.3). Les orbites
de S dans U sont localement fermées, car § est un sous-groupe fermé de H,
et I'action de H, sur U, est presque libre, a orbites localement fermées (théor-
éme 6.1). Par suite, il existe une S-orbite O < U, avec #(0)=1 (lemme 2.9). On
déduit alors de # une mesure de Haar finie sur S, ce qui montre que S est
compact. q.e.d.

Voici un corollaire immeédiat au théoréme 6.5:

Corollaire 6.6 Soient V et H comme dans le théoréme 6.5. Soit pe M'(V,). Alors
il existe un sous-groupe algébrique L de H, défini sur k, tel que L, soit un sous-
groupe normal cocompact dans Staby, p.

6.4 Soient X un espace localement compact dénombrable 4 I'infini, v une mesure
de Radon positive sur X, W une k-variété et H un k-groupe agissant k-algébri-
quement sur W. Soit F(X, W,) Vespace des classes d’applications mesurables
a: X — W,, muni de la topologie de la convergence en mesure sur les parties
compactes. L'espace F(X, W,) est métrisable, séparable et complet [Ber]. De
Paction de H, sur W, se déduit une action continue sur F(X, W,).
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Lemme 6.7 Pour ac F(X, W,), le stabilisateur Staby, a est I'ensemble des k-points
d’un k-sous-groupe de H. Les orbites de H, dans F (X, W) sont localement fermées.

Preuve. De I'égalité Staby, a= ﬂ (Staby w), résulte la premieére assertion.
welmess,

Pour la deuxié¢me il suffit (lemme 2.11) de noir que pour tout aeF (X, W) et

pour toute suite {h,),.y dans H, avec lim h,, a=a, la suite (h,),.y se projette

n—x

sur une suite convergente dans H,/Staby, a. On pose E={xeX: lim h,a(x)
=a(x)} et D=a(E)= W,, de sorte que v(X\ E)=0et lim h, y=y pour tout yeD.
n—ao

Pour yelmessa et pour tout voisinage V de y dans W, on a via~ Y{(¥))>0.

Dot a ' (V)NE+®, VA D=0 et Imess ac D. L'application H,/Staby, y — W,

h—hy est un homéomorphisme sur son image (théoréme 6.1 et lemme 2.11)

et donc (h,),.y converge dans H,/Staby, y pour tout yeD. On a () Staby, y

yeD

= () Staby, ycStab, _a. 1l existe y,,...,y,eD tels que [ Stabg, y
yeD i=1

= () Staby, y=:L, d’ou lidentification de H,/L a la H,-orbite de (e, ..., ¢) dans
eD

=

1 H./Staby, y; et la convergence de la suite (h,),.y dans H,/L, puis dans

i=1

H,/Staby, a. q.ed.

7 Application bord: Cas non constant

7.1 Soient G un groupe localement compact, unimodulaire et dénombrable
a Pinfini, 4 un sous-groupe discret dans G, A= G un sous-groupe, tel que
Ac A< Commg(4), H un k-groupe connexe, presque simple sur un corps local
k de caractéristique zéro et n: A — H, un homomorphisme, tel que n(A) est
Zariski-dense dans H. On suppose en outre que w(4) n’est pas relativement
compact dans H,.

On considére I'ensemble # formé des couples (¢, M), ou M est un H,-espace
homogéne et ¢: G/P — M est une application mesurable vérifiant les proprietés
suivantes: (a) M est de la forme H,/L,, oo LcH est un k-sous-groupe avec
L.+ H,. (b) 1l existe A=A commensurable a 4 tel que ¢: G/P-> M soit 4'-
équivariante.

L’ensemble % ne dépend que du sous-groupe A, de 'homomorphisme ©
et la classe de commensurabilité de 4 dans 4.

Théoréme 7.1 Lensemble & n’est pas vide. Il y a un couple (y, N)e F satisfaisant
a la propriéte universelle suivante: pour tout (@, M)eF il existe une application
H,-équivariante p: N — M qui fait commuter le diagramme suivant
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En particulier le couple (f, NYeF est unique d un isomorphisme de H,-espace
homogéne prés.

Soit y: G/P - N, N =H,/L,, le couple universel. L’espace N/Auty, (N) s’iden-
tifie a H,/L;, ou L= Ny(Adh, L,) est le normalisateur de 'adhérence de Zariski
de L, dans H. Soit q: H,/L, — H,/L, la projection canonique. On a le

Corollaire 7.2 Lapplication composée 0:=qor: G/P — H /L, est mesurable A-
équivariante et non essentiellement constante.

Preuve du théoréme 7.1 Soit A T'adhérence de Zariski de n(d4) dans H et A°
sa composante connexe neutre qui est de dimension positive, car n(4) n’est pas
fini. L’image 7z(A4) normalise 4°, car 4 = Commyg 4, et par suite A° est un k-sous-
groupe normal de H, d’ou A=H, ce qui signifie que n(4) est Zariski-dense
dans H. L’application bord

&: G/P - Var, (PV)

n’est donc pas essenticllement constante (théoréme 5.1). Comme expliqué ci-
dessous, on en déduit une application 4-équivariante mesurable

@: G/P—> Hy/L,
ol L est un k-sous-groupe de H avec L= H, ce qui prouve F +0.

On rappelle, que Var,(PV) s’identifie 2 un sous-espace de || Gr(k[V],).
Il existe donc deN tel que la composée =0

G/P —2— Var,(PV) —2 Gr(k[V])

ne soit pas essentiellement constante. L’action de 4 sur G/P étant ergodique,
il existe ¢ tel que pour presque tout ge G/P on a pr, #(2)e Gr, (k[V],).

On obtient ainsi une application A-équivariante mesurable ¢: G/P
- Gr,(k[V],), dont I'image essentielle est contenue dans une H,-orbite; en effet,
Paction de 4 sur G/P est ergodique et les orbites de H, dans Gr,(k[V],) sont
localement fermées (théoréme 6.1). En utilisant I'application orbitale, on obtient
(lemme 2.11) une application A-équivariante mesurable ¢: G/P — H,/L,, avec
L+ H, car ¢ n’est pas essentiellement constante.

L’ensemble & est muni du préordre (¢,, M) =(p,, M,) s’il existe une appli-
cation H-équivariante p: M| — M, qui fait commuter le diagramme

On note #, lensemble ordonné quotient associé. Soit # Iensemble des
H,-espaces homogénes M de la forme H,/L,, ou L est un k-sous-groupe de
H avec L+ H. L’ensemble # est muni du préordre M, =M, s’il existe une
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application H,-équivariante p: M, —» M,. Soit #, I'ensemble ordonné quotient
associe. On observe que #, est I'ensemble des classes de H,-isomorphismes
de tels espaces homogenes. L'application

Oubl: # > A, (¢, M) M
est monotone croissante et induit une application monotone croissante
Oubl: %, - H#, (9, M)— M.

Pour prouver le théoréme, il suffit de voir que %, a un unique ¢lément maximal.
Soit € une chaine de &%, et ¥'=0ubl(%). On observe que la restriction a &
de P'application Oubl est injective et que la chaine %’ est finie, car toute suite
décroissante de k-sous-groupes de H est stationnaire. Par suite € est finie et
posséde donc un élément maximal. Donc %, a un élément maximal. Nous allons
montrer que pour tout a,, a,€%,, il existe ce #, avec c=a, et c=a,, ce qui
implique que %, a un unique élément maximal. Soient (¢;, M} # un représen-
tant de a; et 4,4 un sous-groupe commensurable a A tel que ¢; soit
Ai-équivariante, i=1,2. L’application mesurable ¢:G/P—->M;xM,,
x> (@, (x), @,(x)) est Ag:=A4, N A,-équivariante pour I'action diagonale de H,
sur M, x M ,. Les orbites de H, dans M, x M, sont localement fermées et 'action
de 4, sur G/P est ergodique. Il existe donc une H,-orbite M cM; x M, telle
que @(x)eM pour presque tout xeG/P. Ainsi (¢, M)eZF et (p, M)=(p;, M)),
moyennant les projections de M sur M;, i=1,2. qed.

Preuve du corollaire 7.2 Pour 1eA et (p, M)e#, on définit, au moyen de la
formule 2, ¢(x):=n(4) (1~ ' x), une action de 4 sur F qui préserve la structure
de préordre de #. Si (, N) est un ¢lément maximal de &, les applications A,y
et  different par un automorphisme H,-équivariant de N. Donc § est A4-équivar-
iante. L’application 0 n’est essentiellement constante que lorsquon a L=H,
car elle est A-équivariante et 7(A) est Zariski dense dans H. Donc si I'on suppose
que 6 est essentiellement constante, le groupe Auty, (N) agit transitivement sur
N, ce qui entraine que toutes les H,-orbites dans N x N sont fermées. Donc,
pour un teAuty, (N) convenable, Imess(f x ti) est dans la diagonale de N x N
et par suite, i est essentiellement constante, ce qui est absurde. q.e.d.

Preuve du théoréme de superrigidité. Soit 6: G/P - W, W=H/N (L), I'application
mesurable A-équivariante du corollaire 7.2. On a en particulier Adh, Imess @
=W, car Adh, Imess 6 est n(A) invariante et n(A4) est Zariski dense dans H.
Soit @:G - F(G, W) Tlapplication continue A-équivariante défine par
O(g)(x)=0(gxP), geG, xeG. On a Adh, Imess ©(g)=Adh; Imess §=W pour
tout geG. L'action du sous-groupe dense A sur G est ergodique et les Hy-orbites
dans F(G, W,) sont localement fermées (lemme 6.7). Il existe une H,-orbite
OcF(G, W) tel que ©(g)e0 pour presque tout geG. Donc Adh, Imessa=W,
pour tout a€0, ce qui entraine que Staby, (a) < Z(H),, car H, est presque simple
sur k. L’orbite O est ouverte dans son adhérence O (lemme 6.7). Le fermé @~ ' (0)
est A-invariant, non vide, donc on a G=0 "~ '(0). Le fermé G\ @ 1(0) est 4-
invariant de mesure nulle, donc vide, car 4 est dense dans G. Donc ®(G)<O,
ce qui permet de déduire de @ une application continue A-équivariante T G
- H,/Z(H),. Pour g4, g,€G, on définit I1(g,, g,)e H,/Z(H), par

T(8182)(T(e)) ' =T(g)(T(e)) "' [1(g,,&2)



Réseaux arithmétiques et commensurateur d’aprés G.A. Margulis 19

Pour tout A€ et tout g,€G, on a IT(1g,,g,)=11(g,, g2), c€ qui prouve que
I'application g, II(g,, g,) est constante; soit I1(g,) sa valeur. On vérifie que
I est I'extension cherchée de n: 4 > H,. qed.

8 Variété des représentations

8.1 Soient I un groupe de type fini, ScI' un ensemble fini de générateurs
de I' et H=GL(V) un groupe algébrique linéaire, V étant un C-espace vectoriel
de dimension finie.

Soit Rep(I; H) 'ensemble des homomorphismes de I' a valeurs dans H. L’ap-
plication d’évaluation sur le systéme de générateurs Eg: Rep(I; H) — H® identifie
l'ensemble Rep(I; H) 4 un sous-ensemble de HS. Soit A: Fg —» I Thomomorphisme
de présentation du groupe I’ Pour tout mot meFg, soit B,; HS — H l'application
d’évaluation du mot m. Alors les équations P,(h)=e, he H, meKer 1, forment
un systéme d’équations pour Vimage E(Rep(l; H))< HS, a laquelle on donne
ainsi une structure de variété affine. Via l'identification Eg on obtient une telle
structure sur Rep(I; H) qui, en outre, ne dépend pas de la présentation choisie.

On note Aut; (H) le groupe algébrique des automorphismes du groupe H
qui préservent la trace

Tr: HcGL(V)—C.

Le groupe Autr,(H) agit algébriquement sur la varié¢té Rep(l; H) et laisse inva-
riante la partie Rep,, (I, H) formée des représentations d’image Zariski dense
dans H. Pour une partie I de I, on considére I'application

Tr;: Rep([; H)— C', n—(Tr ()

vyel-
Proposition 8.1 On suppose H réductif. 11 existe une partie finie [< I telle que:

{a) Lensemble Rep,p{F; H) est une réunion de fibres de {'application Tr;.
{(b) Une fibre de Tr, contenue dans Rep,p(I; H) est une Auty, (H) orbite.

Preuve. Le graphe de la relation d’équivalence sur Rep(l; H), déduite de I'applica-
tion Try, est donné par un nombre fini d’équations Tr n, (y)=Trn,(y), yel.

Soient 7, eRep(I, H) et n,eRep (I, H) telles que Trp(n;)=Trp(n,). Pour
la deuxiéme projection de I'adhérence de Zariski 4:=Adh,(r,(I") x 75(I")) dans
HxH, on a p,(A)=H. Le sous-groupe N:=An({e} x H) est invariant dans A4.
Le morphisme

Trop; —Trop,: HxH - C

s'annulle sur 4. Donc pour tout (e, x)e N, on a Tr(x")=Tr(e), ve N, ce qui prouve
que x est un ¢élément unipotent de H. Donc, le sous-groupe p,(N), étant un
sous-groupe invariant et unipotent de H, est trivial, car H est réductif. Donc,
4 est le graphe d’un morphisme surjectif o: p,(4) — H, ce qui prouve acAuvt H,
puis ze Auty, H avec n, =x-n,, d’ou les assertions (a) et (b). q.e.d.

A noter que la proposition suivante ne sera pas utilisée par la suite.

Proposition 8.2 On suppose H semisimple connexe. La partie Repz,(I; H) est
un ouvert de Zariski dans Rep(I; H).
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Exemple. Rep,p(Z, C* x C*), ainsi que son complémentaire, sont denses pour
la topologie analytique dans Rep(Z, C* x C*).

Preuve de la proposition. On prouve d’abord cette proposition pour un groupe
simple H. Soit J le nombre de Jordan de H; pour un groupe fini 4, soit j(A)
Pordre du quotient de A par un sous-groupe résoluble normal maximal de
A, le nombre de Jordan J de H est le maximum sur j(A) pour les sous-groupes
finis de H. Soit X la variété somme des grassmanniennes Gr,(Lie H), 0<d
<dim H. Soit Y la variété des configurations de parties finies non vides avec
au plus J éléments. La variété Y est compléte et, pour Paction induite par
'action adjointe, tout sous-groupe algébrique propre A de H fixe un point dans
Y Le groupe H agit sans point fixe sur ¥ On considére dans Yx H® le fermé
formé des points (y, (hy)ses) tels que ad(h,) y=y, seS, donc la projection X sur
H? est fermée dans HS, car Y est une variété compléte. Donc, Rep,,(I; H) est
Iimage réciproque par I'application d’évaluation Eg de l'ouvert H*—X. Pour
un groupe semisimple H il suffit de modifier la variété X. Soit Z < X I'ensemble
des sous-espaces contenant 'algébre de Lie d’un facteur du groupe H, et soit
X’ la variété compléte obtenue en éclatant les composantes irréductibles de
Z dans X. Le groupe H agit sur I'espace Y des J-configurations de X' sans
point fixe, mais tout sous-groupe algébrique propre de H admet un point fixe
dans Y. qed.

8.2 Soit A un groupe contenant le groupe I tel que Comm (I")=A.
On note par Repy_zp(4, H) ensemble des représentations A4 — H pour les-
quelles 'image de I' est Zariski dense dans H.

Proposition 8.3 Soit A un groupe contenant I, avec Comm (I")=A. On suppose
que le groupe H est C-simple et connexe. Lapplication restriction

Repr_zp(A4, H) -~ Repyp(l', H)

est injective.

Preuve. 11 faut prouver qu’une représentation neRepr_ 5, (4, H) est déterminée
par sa restriction & I’ Pour 1€, la valeur n(1) satisfait an systéme d’équations
d’inconnue xe H

(Ady()(r(A™ 'y A)=nly), yeAlA7'nL

Ce systéme a au plus une solution, car Ady est injectif et n(AI'A™' nT) est
Zariski dense dans H. q.e.d.

8.3 Le morphisme Tr,: H' - C! de la proposition 8.1 est un Q-morphisme, en
particulier Aut C-équivariant, si 'on suppose que le groupe H = GL(V) est défini

sur Q.

Lemme 84 Pour neRepr_,p(4, H), le corps k,=Q(Tr(n(y)), yeA) des traces
de n coincide avec le corps Q(Tr(n(y)), yel).

Preuve. Soit ¢ un automorphisme de C qui fixe Trn(y), yel. Donc 7 et gomn
différent par un automorphisme de H qui préserve la trace (proposition 8.3
et 8.1). qed.
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Pour neRep,,(I; H), soit k,=Q(Tr n(y), yel) le corps des traces de = et
a:=TryneC’. La k,-variété Tr;'(x) est donc un espace homogéne principal
de Aut (H) stable pour l'action de Aut, C. L’unique cocycle

7: Aut, C—Auty (H), o1,

satisfaisant & on=1,7n donne l'action tordue o,(h)=1,"'c(h) de Aut,_C sur
H. 11 existe un groupe H, défini sur k, et un isomorphisme j,: H — H, défini
sur C, qui est équivariant pour l'action tordue sur H et l'action naturelle sur
H, du groupe Aut,_C. En particulier j, n(I' < H_(k,).

Une maniére de réaliser H, est la suivante: Soient Py 'espace vectoriel des
fonctions réguliéres sur H a valeurs dans C, B I'espace vectoriel des fonctions
a valeurs dans C sur le groupe I' et R,: B; — B P'application linéaire telle que
R.(Ny)=f(n(y),fe Py, yell Lapplication R, est injective, car n(I') est Zariski
dense dans H. Soit Ty le C-sous-espace vectoriel de By engendré par les transla-
tées a droite par H de la fonction Tr: H— C; soit T} le k,-espace vectoriel
engendré par les I-translatées de la fonction R, (Tr) qui est a valeurs dans
k.. Les espaces Ty et Ty sont de dimension finie et R, induit un isomorphisme

re: Ty T ®cC.

Soient py: H - GL(Ty) et p,y: I' = GL(T}) les représentations induites par les
translations. Soit H, I'adhérence de Zariski de p,,(I') dans GL(T,® C), qui
est un k,-groupe car Ty est un k_-espace vectoriel. On remarque que r, induit
un isomorphisme de H =pg(H) vers H,. Le noyau de py est trivial, car formé
d'¢léments unipotents.

9 Preuve du critére d’arithméticité

Soit I' un réseau irréductible dans un groupe de Lie G semisimple, connexe,
adjoint, sans facteurs compacts et soit Commg I' le commensurateur de I” dans
G. Dans ce paragraphe on prouve limplication (voir lintroduction):
I'\Commg I' est infini=1I" est arithmétique, qui est le point (c) du théoréme
sulvant:

Théoréme 9.1 Soit I' = G un réseau irréductible dans un groupe de Lie, semisimple,
connexe, adjoint, san... facteur compact et soit A un sous-groupe tel que
I'c A=Commg I' et I'\A soit infini.

(a) Il existe, a isomorphisme prés, un seul groupe C-simple, connexe, adjoint H

tel gu
e Rep; 7p(4, H)+0.

(b) Soit neRepy_,p(A, H). Le corps des traces K, de 7 est une extension finie
de Q et il y a une bijection entre l'ensemble des orbites de Aut(H) dans
Repy_ zp(A, H) et U'ensemble des inclusions de corps K, <> C.
(c) Il existe une K, ,-forme H, de H et un homomorphisme surjectif continu et
propre

p: (Resg o H)(R)=G,

qui est une présentation arithmétique de I’
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Preuve du théoréme 9.1 Le triple '« A= G vérifie les hypothéées du théoreme
de superrigidite, car A est dense dans G (théoréme 6.4). Soit H un groupe C-
simple, connexe adjoint, tel que I'ensemble Rep,_;,(A4, H) soit non vide. On
obtient un exemple d'un tel groupe H en prenant un facteur simple de G, ou
G est le groupe algébrique des automorphismes intérieurs de l'algébre Lie G.
On choisit pour H < GL(Lie H) une structure de Q-groupe a l'aide d’une base
de Chevalley. L’ensemble A des homomorphismes continus de G a valeurs dans
H est, a Aut(H) équivalence prés, fini. Pour yel et o Aut(C), on a I'inégalité

|Tr oon(y)| <max {dim Lie H, max {|Tr ay|, ac A}}.

En effet, si [Tr oon(y)]>dim Lie H, le groupe oon(I') n’est pas relativement com-
pact dans H et la représentation oon se prolonge 4 G d’aprés le théoréme
de superrigiditt du commensurateur; donc pour un a€AdA on a
|Tr g -7(y){ <|Tr ay|. On conclut que toute trace Tt n(y) est un nombre algébrique.

Le groupe I' étant de type fini [Gar-Rag, Kaz4], il existe une partie finie
I<T telle que le corps K,=Q(Tr(n(p), yeA) des traces de = coincide avec
le corps Q(Tr(n(y)), yel), (lemme 8.4). Le corps K, est donc une extension finie
de Q. Soit H, le K, -groupe et j.: H— H, I'isomorphisme décrits au 8.3 et p,
=j,om, de sorte que I'on a Yinclusion p,(4) < H,(K,). Soient §; 'ensemble des
places finies du corps K, et, pour veS;, O, , anneau des entiers de K, ,.
Il existe un partie finie S<S, telle que, pour tout veS,—S, on ait
p-(IN<H,(O0,,), car le groupe I' est de type fini. Pour tout veS I'image
p.(NcH, (K, ) est relativement compacte; sinon, le prolongement de p, a G
serait un homomorphisme continu et non constant du groupe connexe G vers
le groupe totalement discontinu H (K, ,), ce qui est absurde. Donc, le groupe
{rel'lp.(y)eH,(0, ), veS,} est dindice fini dans I; car S est fini et la projection
de p,(I') dans l'espace discret H (K, ,)/H,(O,, ,) est finie pour tout veS. Quitte
a passer a un sous-groupe d’indice fini de I, on peut donc supposer
p.(MNcH,(0,), ou O, est 'anneau des entiers du corps K.

L’homomorphisme diagonal

Diag: H.(K;)—(Resk,q Hr) (Q),

restriction des scalaires de K, & Q pour le groupe H,, composé avec p, donne
un homomorphisme

Diag,: A4 —(Resg_ o H)(Q).

En particulier, on a linclusion Diag,(I')=(Resg o H)(Z), ce qui montre que
le groupe (Resg o H,)(R) est non compact, car Diag,(I") est infini et
(Resg_q H)(Z) est un sous-groupe discret dans (Resy o H,}(R). On décompose
(Resg o H)=Lx U comme produit de groupes algébriques définis sur R tel
que le groupe Ly n’ait pas de facteur compact et le groupe Uy soit compact.
Soit 4 'image par la projection de (Resg_ o H,)(Z) dans Lg, qui soit un réseau
dans Lg. On note q, la composée de Diag,: 4 —(Resg_o H,)(R) avec la projec-
tion sur Lg. On remarque que 'image g,(I") a une projection non bornée sur
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chaque facteur simple de Lg, donc le théoréme de superrigidité du commensura-
teur donne un prolongement continu ¢: G - Ly de g, tel que g(I')= 4. On prouve
que g est un isomorphisme de groupe de Lie, ce qui permet de conclure que
la composée p de la projection sur Ly et de Iinverse de g est la présentation
arithmétique cherchée:

p:(Resg_jo H)(R)— G.

L’homomorphisme g est propre, car q(I') < 4 est un sous-groupe discret dans
Lg et le réseau I est irréductible. Donc, g est injectif, car G est sans facteurs
compacts.

L’image q(G) est le groupe des R-points d’un R-sous-groupe algébrique
dans LcL et ladhérence de Zariski de Diag,(4) est contenue dans
L x UcResg o H,. Pour prouver que g est surjectif, il suffit donc de prouver
que ladbérence de Zariski de Diag,(A) est Resg o H,, ou, ce qui revient au
méme, que I'image de 'homomorphisme

A H Hi, /’L‘_’(Gpn()‘)nesw’

eSSy

est Zariski dense. Soit E Padhérence de Zariski de cet image et soit J<S
une partie maximale telle que la projection de E sur [ | HY soit surjective. Suppo-
ocelJ
sons J=+S_,. Pour aeS,—J, lintersection E~ H? est un sous-groupe propre
par le choix de J et invariant dans H%, car normalisée par le sous-groupe Zariski
dense ap,(A), donc elle est réduite a I'élément neutre. Ainsi, la projection de
E sur (|| H) x HZ est le graphe d’un homomorphisme. I] existe donc feJ et
aelt

un isomorphisme A: Hf — HZ, tels que Afp,=ap,, ce qui est absurde, car,
pour au moins un Ae4,0na

TrABp()=Tr Bp (A)+Trap,(A),

puisque les plongements « et § du corps K, dans C sont distincts. q.e.d.

Le critére d’arithméticité pour les réseaux réductibles se déduit du cas irré-
ductible griace au théoréme de décomposition 6.4.

Finalement soient I” un réseau arithmétique dans un groupe de Lie semisim-
ple connexe adjoint et (p, H) une présentation arithmétique de I' en particulier
p(Commyg Hy n HY) = Commyg I Le fait que Commg I est dense dans G découle
alors des deux résultats suivants:

Théoréme. [Bor2] Soit H un Q-groupe connexe semisimple. Alors
Ho=Commy, Hy.

Théoréme. [San] Soit H un Q-groupe linéaire connexe. Alors Hy est dense dans Hy.
Remerciements. Nous remercions les participants au séminaire Borel 1986. Nous remercions

A. Borel de son aide. La principale source pour ce séminaire et cette rédaction a été le livre
de R. Zimmer [Zim].
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