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Die Riemannsche Zetafunktion und ihr Indiz auf
Ordnung in der Welt der Primzahlen

Einleitung 1 Die Definition der Zetafunktion in den reellen Zahlen
Die folgende Arbeit befasst sich mit der Riemannschen ® 1 1
Zetafunktion. Fir Unwissende ist es vermutlich {(n) = Z —= 1+ TR TR
unverstandlich, zahlreiche Wérter und Zeichen einer = r 2 3
mathematischen Funktion zu widmen, die in ihrer Konvergenzverhalten der Zetafunktion

Gilt n =1, sodivergiert {(n) (sehr langsam allerdings!). Diese Reihe ist besser bekannt unter dem Namen «Harmonische
Reihe». Fur alle Werte n > 1 konvergiert die Zeta-Funktion. Wir Giberzeugen uns von dieser Konvergenz mit nachfolgendem
Beweis:

urspriinglichen formellen Darstellung lediglich an eine
gewohnliche Reihe erinnert. An dieser Stelle weise ich

uninteressierte Leserlnnen darauf hin, dass die Klauen

der Unwissenheit Menschen in Abgriinde ziehen, an 201 1 1 1 1 1 1 1 1 1
27=1 Sttt ~-=1+( + )+(F+§+5+F)"'

denen sie das Licht der Wahrheit restlos verlasst. In der 7 Tt 27 T3
. . . . . . . r=1
Tat verbirgt sich eines der gréssten Geheimnisse in den
Tiefen dieser Funktion, die indes bereits seit Gber 2 4 B 1 142 143 1
<ttt o=ldos+ (—zn_l) + (—zn_l) to=—

hundertfiinfzig Jahren mit grossem Widerstand dafiir

sorgt, dass keiner es liftet.
Da die Reihe mit der unendlichen geometrischen Zahlenreihe in einer Ungleichung in Beziehung gebracht wurde, erhalten wir
letzte Zeile gemass

e lme o8l o 1
2 Primzahlen in der Zetafunktion §=lim s, =12g omit g =5z undlgl <1

Jede positive ganze Zahl I3sst sich in eindeutiger Weise als Produkt von

Primzahlen ausdriicken. Daraus folgerte Euler: Jede positive ganze Zahl Damit die Reihe konvergiert, muss also gelten: znl,, 2" >1,=2n-1>0=>n>1
7 lasst sich fir irgendwelche 7,7, 73 ... € {0,1,2,3,...} inder Form r =
273725, schreiben und deswegen haben wir
1 1 _ 1
7* (21137257 )X 2013772575
3 Die Gammafunktion
" 1 )
Und fiirx > 1: {(x0) = X% 5 = Doy o Jorrgmrasers . = ) = f et dr, x>0
0
Z 1 Z 1 z 1 _ 1—[ (Z i) Es kann leicht gezeigt werden, dass
xr. . x7s o
7120 zn 7220 3 320 5 p prim x:op _ F'(x+1)
re) =—1—
Auch hier ist jeder Term eine geometrische Reihe und deren Summe ist: Wird x als positive ganze Zahl n betrachtet, offenbart sich durch die funktionale Beziehung
1 1 rm)=m-Drn-1)=mn-1)n-2)rn-2)
1—;,( T 1px
=m-1)n-2)n-3)I(n—=3)=-=mn-1)!
So erhalten wir eine Eulersche Formel:
wir et Y Wir sehen so, wie die Gammafunktion als Verallgemeinerung der Fakultat, die nur fur ganze positive Zahlen und der Null
definiert ist, dient.
(= Z - 1_[ _ x>1 _
T o brim 1-p~ Euler hatte Goldbach 1729 den Vorschlag gemacht, die Definition I'(x) = lim I, (x) zu verwenden. Dabei ist
roo
rir® r*
L) = =
x1+20)Q2+x)B+x)...(r+x) X X X X
x(1+)(1+3)(1+3)-(1+3)
Die Gammafunktion ist in dieser Form kaum wiederzuerkennen. Wir kénnen aber die urspriingliche Definition daraus
herleiten, wenn wir uns tiberzeugen, dass die funktionale Beziehung und die Nebenbedingung beim Grenziibergang erfullt
. N . . k1
4 Die Beziehung zwischen Zeta- und Gammafunktion sind: T, (x +1) = — 2): =)
Wir substituieren bei der Gammafunktion t = ru XEDCer2) e ertn) kL
I'(x) = f (ru)* e rdu = r"f u* e ™ du . . r
b o x+1)= lL‘E I,(x+1)= an; mxl‘,(x) =xI(x)
i = L muxfle—ru du .
T, Gamma trifft Gamma
und so erhalten wir Karl Weierstrass (1815-1897) lieferte eine neue Definition der Gammafunktion, in der sie mit der Zahl Gamma
y=lim(1+ iyl Inr) in Verbindung steht:
Z(X) _ Z;‘O:1 Er 1f ux 1 -ru du, roo 2 3 r
l"(x)
Da das Integral absolut konvergiert, kdnnen wir das Summenzeichen mit I exinr =133 l)e( s I G P S o
) x) = =
hinein nehmen: T ()))-(40) T (1) (143)(14)-(145) x (@) (143) (1) 7 (149)
1 e o e—x(1+%+3+ SN x w2 gxs g
=@f u"’IZe’r" du - P D) 1)
0 =1
Erneut bildet sich eine geometrische Reihe. Da sie nicht bei 7 = Das fihrt uns zu: ﬁ = lim m = xe"* [[2, (1 + ) “*/r. Unter Verwendung dieses Ergebnisses kénnen wir schreiben
. 700 Ty
0 beginnt, mussen wir sie mit eins subtrahieren.
1 1 x —-x, X
- =—xZee [, (1+%)(1-2)e /rer
() = r<x)f wl (1 - 1) du = %J- (17:71‘ _ i,;:)d“- T Iem r= ( )( ) \
Die funktionale Beziehung zeigt, dass ['(1 — x) = —xI'(—x), deshalb gilt: — F(x) r(1 5= x 1, ( r—z)
Das Erhaltene multiplizieren wir mit e*
_ " ) ) . ™
]_(X)f ...und geméss Eulerschen Produktentwicklung der Sinusfunktion T'(x)T'(1 — x) prvomet
Schliesslich ergibt sich der wichtige Zusammenhang, auf dem ich gerne
weiter aufbauen wiirde, aber das Plakat ist zu klein.
] uxfl
I'(x) = — d
ceoreo = [ i au




